Capitulo 17

Instabilidade local em
painéis-sanduiche

Num painel-sanduiche, as faces podem ser vistas como placas sob compressao (ou tra¢do) montadas
sobre apoios eldsticos. Esse apoio é o nticleo do sanduiche, que pode ser homogéneo como nos casos de
nicleos de espuma, ou discreto como nos casos de nicleos de colmeia ou de corrugados. Esse arranjo
pode levar a diversos tipos de falha no sanduiche associados a instabilidade local das faces, como
ilustrado qualitativamente no Capitulo 10. A quantificacao aproximada de alguns desses modos de
falha foi sucintamente apresentada no Capitulo 15 para falha por wrinkling e dimpling de faces em
sanduiches de nicleo de colmeia, e para falhas por wrinkling em casos de nicleo de espuma. Neste
capitulo, apresentaremos as andlises que deram origem aquelas formulagoes, iniciando pelo caso do
nicleo isotrépico-homogéneo. Toda a andlise que segue neste capitulo é baseada nos trabalhos de
Gough e Hoff [77] e de Hoff [99], também sumarizados por Allen [27] eVinson [208].
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Figura 17.1: Modelo de viga sobre apoio eldstico semi-infinito.

17.1 Flambagem de viga sobre apoio elastico

Consideramos inicialmente a anélise de uma situagao mais simples: uma viga, em lugar de uma
placa, apoiada sobre um nicleo homogéneo-isotrépico. Além disso, como um primeiro caso,
consideramos o nicleo como um meio semi-infinito, isto é, a extensao do nicleo ¢é indefinida na direcao
de sua espessura. O problema pode ser visualizado como na Figura 17.1. A equagao diferencial da
viga é
d*w d>w
Dy—F+ P—
dz? dz?
onde D, é a rigidez flexural da viga, igual a FI, P é a forca compressiva em Newtons e b a espessura
ao longo da direcao y. O deslocamento transversal w da viga é feito contra a resisténcia oferecida pelo
apoio eldstico, de forma que se desenvolve uma tensdo normal ¢, na superficie da viga. Observe o
problema ¢ modelado como um EPT, com o, = 0.

= bo, (17.1)

Supoe-se que a viga flamba a uma configuracao senoidal com meio comprimento de onda [,:
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T
w(z) = w, sen—-. (17.2)
b
Esse comprimento [,, ¢ ainda uma incégnita do problema. Na realidade, o problema da Figura 17.1
s6 pode ser resolvido pela conjugacao das anélises dos dois problemas, o da viga e o do meio eldstico
onde ela se apoia, como na Figura 17.2.
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Figura 17.2: Decomposicao em dois problemas, um para a viga e outro no apoio eldstico.

A anslise do problema do meio eldstico serd mostrada na Segao 17.1.1. Ela é feita tomando o campo
de deslocamentos (17.2) como uma das condigdes de contorno. A solugao deste problema resulta na
seguinte distribuicao de tensoes na interface:

(17.3)

a T J 2rE,
0, = ——w, sen—, onde a= )
‘ Ly * Ly B—vn) (14 vy)

e E, e v, sao o médulo de elasticidade e coeficiente de Poisson do meio semi-infinito, no caso, o nicleo.
Note que a tensao é claramente proporcional aos deslocamentos, como visto em (17.3).

A solugao do problema conjunto é entao obtida levando (17.2) e (17.3) a equagao diferencial do
problema de flambagem da viga, eq.(17.1). Apds a simplificagdo dos termos w, sen (7x/l,,) temos a

7 \* 7\ 2 ab

Esta expressao pode ser posta numa outra forma, fazendo

equagao algébrica

bh3
Dy = Byl = Ey—. e P = obh, (17.5)

onde Ey é o médulo da face, donde resulta

2 -2
T B [y a {ly
= — — |- 17.6
7T 12 <h> T <h (17:6)
o & a carga critica, relacionada a l,,/h. Esta fungdo tem a forma mostrada na Figura 17.3. Ali a
variagao é mostrada para uma face de aco, com E; = 200.000 MPa, e niicleo com FE, = 200 MPa
e vy, = 0,25. De fato, o mais importante dessa curva é o seu minimo, que define o valor de tensoes

na face mais provavel de desencadear a flambagem. Este é entdao considerado o valor critico o, de
flambagem do conjunto face-nicleo. A determinacao desse minimo é feita de forma simples por:

oo
O (l/i) " (T

A solugao deste problema é
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1/3 . 1/3
<Zw> =B <Ef> ) onde By =m [(3 vn) (1 + 1/”)] )

En / (17.8)
—-1/3
oo = BoEY BN, onde By =3 [12 (3—vp)? (1 + ,,nﬂ

4000

< 3000

[MPd]
2000
Scr
1000
(w/Mer
0 | ' | ' |
10 20 30 | n

Figura 17.3: Variagao da carga critica com l,,/h para face de aco com E; = 200.000 MPa e ntcleo
com v, = 0,25, E, =200 MPa, conforme as eqs.(17.6) e (17.3).

A Tabela a seguir mostra valores de By e By para alguns valores de v,,. Nota-se que esses valores sao
pouco sensiveis a v,,.

vp By Bs

0 198 063
0,25 2,07 0,575
0,30 2,09 0,570
0,50 2,13 0,545

A eq.(17.8) d4 uma estimativa da tensdo critica na face, e pode ser usada caso a espessura do
nuicleo do sanduiche seja “grande”. A solugao (17.3) que originou (17.8) foi baseada no pressuposto
de que a tensao o, no nicleo se atenua a zero conforme z cresce ao infinito. Caso o nicleo nao tenha
espessura “infinita”, ocorrerd interacao entre as duas faces do sanduiche e outra solugao para a carga
critica deve ser buscada, como desenvolvido nas se¢oes seguintes. Ali também se dard uma estimativa
quantitativa do que se entende por uma espessura grande do ntcleo.

17.1.1 Solugoes em niicleos de espessura infinita e finita

Aqui identificamos duas situagoes de carregamento: a compressao apenas da face, como idealizado no
caso II da Figura 17.4 e a compressao do painel-sanduiche como nos nos casos III e IV. O caso II tem
semelhanca com o que ocorre na flexao de uma viga, em que uma das faces estd sob tracao e a outra
face sob compressao.

O caso I corresponde & espessura infinita do nicleo. Caso o sanduiche como um todo esteja comprimido,
sao identificadas as duas possibilidades, denotadas por casos III e IV, para a configuracao flambada
das faces. A solucao no nicleo depende do caso considerado. Os dois primeiro casos serao analisados
a seguir, mas a formulacdo geral é a mesma. Observe que estamos usando elasticidade plana, EPT.
Em coordenadas retangulares a solu¢ao de um problema de tensées num meio isotrépico eldstico-linear
pode ser sintetizada na obtencao de uma fungdo tensio ¢ (z,z) (ver Malvern [129] ou Timoshenko
[196]), que seja a solucdo da equacio diferencial bi-harménica vV*¢ = 0, isto é,
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Figura 17.4: Ilustracao dos casos I, nicleo com espessura infinita; II, flexdo com uma face rigida; e
casos IIT e IV, compressao anti-simétrica e simétrica, respectivamente.

9'¢ d'¢ I
2 = 17.
Oxt + 012022 + 24 0 (17.9)
e devidas condicoes de contorno. As tensoes se relacionam a fungao tensao ¢ por
9?¢ 9?¢ 9?¢
r = 77 2 = 7, Tz — A A 1710
7 022 727 912 T 0x0z ( )

com as demais componentes de tensao nulas. Essas tensoes satisfazem as equacoes de equilibrio para
qualquer fungao ¢(z,z) continua. As deformagoes e os deslocamentos vém das relagoes cinemadticas
lineares e da lei de Hooke para materiais isotrépicos no EPT aplicado ao nicleo:

ou 1 ow 1
Ex:%:Ein(O'm—l/nO'z), €Z:$:E7n(gz—l/n0'z), (1711)
onde F, e v, sao o médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson do material do nicleo.
A equagao bi-harmonica (17.9) é proveniente da tnica das seis condi¢oes de compatibilidade nao-
triviais que resta apos a substituicao das deformagoes usando (17.10) e (17.11). A solugdo geral de

(17.9) pode ter suas varidveis separadas na forma

¢(x,z) = sen ; Z(z), (17.12)
que substituida na (17.9) produz
0’z  0'Z m
4 — 27 _— = = —
a*Z -2« 5.2 + 54 0, com o e (17.13)

Esta é uma equacao diferencial ordindria homogénea em termos da func¢ao auxiliar Z(z). A solugao
pode ser obtida mais facilmente reescrevendo-a na forma

2 2Z
(a2 — §Z2> <a2Z — ‘222> =0, (17.14)

o que resulta no sistema de equacoes diferenciais

9%’G
a?G — 5.2 = 0, onde
(17.15)
0?Z
a2z — 52 = (2).

A primeira equacdo ¢é diferencial ordindria comum, de segunda ordem e coeficientes constantes, em
termos de uma nova fungao incégnita G(z), e pode ser resolvida de forma padrao. Uma vez obtida
G(z), a segunda equagao é resolvida para Z(z), com o que a equacao (17.12) torna-se
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w(z, H) =0,

w(z,0) = w, sen oz, para = 7/ly,

Em(xa H) =0, (1722)
ex(x,0) =0

onde H ¢ a espessura do nicleo. A aplicagao destas condigdes a (17.17)—(17.18) permite a determinagao
das constantes de integracao como

Cy=C, {CG (3 —vn) +a?H?2 M (1 4 v,,) — aH [—2620‘H + v, (2 — 362aH) + I/%eQO‘H]} ,

Cy = Cee®™H [Cg (v, — 3) + ?H2(1 4+ vy) + aH (vy — 2 — V2)] |

E
C3 = gwo [QOZH (ezO‘H - I/n) + (eQO‘H - 1) (3— Z/n)] ,
5
E 2aH
Cy = % [Cs (v, — 3) —2aH (1 + vy,)], onde
Cs=C2(3— Vn>2 + 20w, HCg — 402 H?e2H (1 4 v,,),
(17.23)
CG — e2o¢H _ 17
2FE,w, .
para C. = ————— . Os valores das constantes C1, Cy, C3 e Cy podem entao ser levados a (17.17)
C5Ck(1 + l/n)

e (17.18), gerando as expressoes para as tensoes e deslocamentos.

17.1.2 Sumadrio das solugoes

Gough [77] e Hoff [99] apresentaram os resultados das tensoes e deslocamentos na superficie z = 0 do
nucleo de forma compacta, o que mostraremos a seguir. Observe que em qualquer dos casos ilustrados
na Figura 17.4 as constantes de integracao Ci, Cs, C3 e C4 para a solucao das tensoes no nicleo em
(17.17) sao funcao de 0 = 7H/l,,. A funcdo o,(z,z) em (17.17) pode ser particularizada para z =0 e
colocada na forma

wo Foy,
H

H
o.(x) :=0,(x,0) = — 62 f(6) sen E, onde 6 = 7;—, (17.24)

Ly w

onde claramente 62 f(#) pode ser posto em termos de Cy, C3, C3 e Cy4. Nessa equacdo foi usada a
notagdo o,(x) := o,(x,0), para evitar a proliferacdo de simbolos. As expressoes para f(#) sao as
seguintes [77], [99]:

2 1

Caso I — f(9)=§(1+y)(3_1/)’

- 10) 2 (3—wvy)senh@coshb + (1 +vy,)0

—_ = — ’

0 (1+v3)(3 — vn)? senh?0 — (1 + 1,36 (17.25)
92 —1 + cosh 6

Caso Il —  f(6) = G0 ) B = v) semh 0+ (1 1 )%0"

_ 2 coshf +1

Caso IV —  f(0) (caso vy, = 0).

0 3senh @ — 0
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Caso 11 Erro <
Vn = 0,25 % = 1,8620 — 0, 20992 7%
¥ < 0,45 By = 0,607 — 0,128 v, 2%
¥ > 0,45 By = 0,534 — 0,189 v, + 0,150
—0,003479% + 0, 181 v, 2%
Caso III
9 < 0,2, qualquer v, by =2,2549, 1%
0,2 <9 < 0,422, v, = 0,25 g — 3,23 — 23,70 + 49, 179 1% (17.32)
0,25§19§[ﬁr/3 By =0,5—1,099 — 0,89 vy
—2,392 + 0,425 9* 2%
¥ <0,25 By =0,63—0,22v, + 0,082, 0,1%
Caso IV 1%
9>0,v,=0 %:1,7919—0,342192
9>0,v,=0 By = 0,63 — 0,0884¢9 + 0, 48192 — 0,169 93
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Figura 17.5: Wrinkling para os casos II e III de flexdo de sanduiche de niicleo homogéneo-isotrépico.
A abcissa 9 é calculada por (17.29). Bs é o fator a ser usado na eq.(17.31) para a determinagao da
tensao critica na face. Os valores sao obtidos pelas fungoes aproximadas (17.32). No caso 111, as curvas

de B terminam em 9 = [(1 — v,,)/8(1 + Un)]l/g-

Os erros indicados na tltima coluna sao os do processo de ajuste de curvas. As curvas aproximadas
para Bs em termos de 9 para os casos 11, III e IV sao mostradas nas Figuras 17.5 e 17.6 para alguns
valores de coeficiente de Poisson v,, do niicleo. As equagoes aproximadas para Bs em (17.32) podem
ser usadas para a determinacao de o.., em vez dos gréificos. Entretanto, os graficos sao ainda titeis
por mostrarem visualmente certos tipos de comportamento. Por exemplo, no caso II, observamos que
em baixos valores de ©#, o que corresponde a faces “fracas” em relagdo ao nitcleo, na faixa ¥ < 0, 385,
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Note que, como ¢ = 0,567, portanto maior que 0,5, a Figura 17.5b indica que a flambagem n&o deve
ocorrer pelo caso III, isto é, ela deve ser pelo caso IV.

17.3 Corrugados e colmeias — Dimpling e wrinkling

A andlise na secdo anterior era toda baseada em um nicleo homogéneo e isotrépico. Porém, duas
classes importantes de nicleos caem fora desta categoria: sdo os nicleos de corrugados e as colmeias.
No caso da colmeia, em geral, os mdédulos de elasticidade coplanares, paralelos as faces, sao muito
menores que o médulo na diregdo normal as faces.

Caso o tamanho das células seja muito menor que o comprimento de onda [,, de flambagem da
face, é possivel tratar o processo de wrinkling como se ocorresse num nicleo homogéneo ortotrépico.
Esse tipo de andlise foi desenvolvido até certo ponto por Norris [144].

Nao apresentaremos aqui uma andlise detalhada do wrinkling em nicleos de colmeia. Uma férmula
semi-empirica é freqiientemente usada como indicativo de projeto na forma [208]

1/2
16hh.Er\| ELE]

9H,,c (1 — ngyix)

Oer = wrinkling em sanduiche de colmeia: tensao critica na face

(17.34)
hy e he sao as espessuras da face do sanduiche e da chapa da colmeia. H, é a espessura do niicleo, c
é o diametro da célula da colmeia. E:{ e Eg sao médulos de elasticidade das faces. Ep é o médulo do
nicleo na dire¢ao normal 7' (ou 3) do painel.

17.3.1 Dimpling

Outro modo de falha possivel num sanduiche colmeia é a flambagem da face na pequena regiao em
que ela nao é suportada pelas paredes de uma célula. Este é o chamado dimpling ou flambagem
intra-celular. Algumas férmulas tém sido propostas. Uma delas, de Norris [143], é a seguinte:

ETh 2/3
Oer = 3 [R] —  Dimpling (17.35)

onde R, é o raio do maior circulo inscrito na célula, e o, a tensao critica na face. Essa férmula nao
tem uma base tedrica completa, mas foi verificada em alguns casos por resultados experimentais.

Vinson [208], usando desenvolvimentos de teoria de flambagem de placas comuns, apresenta a
seguinte equagao em lugar da (17.35):

Ocr =

2Bf [ h1?

2B R piplin (17.36)

(1 —vi2) [RC] g

Um outro processo de cédlculo, mais detalhado, é apresentado em forma de curvas na referéncia [5].
Certamente, todas essas férmulas devem ser vistas apenas como indicagoes grosseiras a serem

usadas nas etapas preliminares de projeto. Dependendo da responsabilidade do sistema, pode ser

necesséaria a realizagao de ensaios.





