Capitulo 7

Conceito de aproximacao por
elementos finitos

Nos capitulos anteriores fizemos o desenvolvimento das formulacGes de elementos finitos para barras
e vigas usando o chamado método direto (ou método de equilibrio). Este método se baseia em
ferramentas bdsicas de resisténcia dos materiais, na aplicacdo direta de condigoes de equilibrio e
num entendimento fisico direto do problema. Conquanto esta abordagem seja possivelmente a mais
adequada a um primeiro contato com o método de elementos finitos (MEF) ela, infelizmente, nao
se presta ao tratamento de problemas mais complexos como o de flexao de placas, cascas ou de
elasticidade tridimensional além de uma infinidade de outros problemas de mecéanica dos sélidos,
dos fluidos, de actstica, de campos elétricos, etc. De fato, o MEF, em sua forma geral, se baseia
num conjunto bastante amplo de conceitos e ferramentas matemdticas abstratas que, devido a sua
aplicabilidade em diversos problemas, o torna um dos métodos mais versateis existentes. Verifica-se
seu uso corriqueiro em andlises de problemas de estruturas, de transferéncia de calor, eletromag-
netismo, reagoes quimicas, astrofisica etc., isto €, qualquer problema que tenha sido previamente
modelado por um conjunto de equagoes diferenciais.

Assim, este capitulo é dedicado a uma introdugao as ferramentas bédsicas do método, que serao
aplicados nos capitulos seguintes a elementos estruturais mais complexos como o de flexao de placas
ou a problemas como dindmica ou transferéncia de calor.

7.1 Modelo 1D - Equacao diferencial de equilibrio

Para entender o funcionamento do MEF trabalharemos inicialmente com o modelo que descreve o
comportamento de uma barra eldstica, convenientemente orientada, de forma tal que as equagoes
resultantes envolvam uma tnica varidvel, a funcao deslocamento axial u, que por sua vez depende
de uma unica coordenada, a posicao da secdo transversal z, isto é, u = u(x). Isto facilitard a
compreensao tanto do modelo quanto do método numérico de solucao.!

O modelo é construido admitindo um conjunto de hipéteses que definem o escopo de aplicacao
do mesmo (conjunto de casos reais que o modelo é capaz de simular). Essas hipéteses sao:

e Hipdtese geométrica: O corpo é definido com o formato de um cilindro, de segao tranversal
arbitraria, com comprimento sensivelmente superior as dimensoes da se¢ao transversal. Em
termos matemadticos, o fechamento €2 (a regido do espaco euclidiano que o corpo ocupa) pode
ser definido como (Figura 7.1):

Q={(z,y,2):0<z <L, (y,2) € A(x)}, (7.1)

'Note que o desenvolvimento mostrado aqui para o problema de barras segue passos bastantes paralelos aqueles j4
mostrados no Capitulo 5, de forma que ambos os capitulos podem ser vistos independentemente, e parte do material
¢ duplicado. Entretanto aqui é utilizado um procedimento mais formal, do ponto de vista matematico e de mecéanica
do continuo.
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Figura 7.1: Configuracao geomética da barra.

onde A representa a drea da segdo transversal a barra. O contorno é o conjunto de pontos
que identifica a superficie do corpo. Por simplicidade, admitimos que a secdo transversal é
constante ao longo da barra. A equacdo acima se 1&é como: {2 é o conjunto de pontos de
coordenadas (z,y, z) tal que 0 < x < L, e tal que (y,z) € A. O contorno I" é definido como a
superficie que delimita o volume. Assim, o fechamento é Q = QUT, onde Q é o dominio, que
¢é constituido pelos pontos internos ao corpo.

Hipdétese sobre as tensoes. Estado uniaxial de tensao: Considere um ponto de coor-
denada x, onde x é o vetor de componentes (z,y, z). Admitimos que o estado de tensées da
barra pode ser representado pela seguinte funcao (tensorial) o (x) :

ox(x) 0 0
o(x) = 0 0 0. (7.2)
0 0 0

Este é um estado uniaxial de tensoes: a componente normal o, depende unicamente da
coordenada axial x do ponto x. Em outras palavras, a tensao é constante para todos os
pontos de uma mesma se¢do transversal. As forgas externas compativeis com um estado
uniaxial de tensbes tem a forma

f(L) f(0) b(z)
tL)=4 0 S, t0={ 0 %, bx)={ 0 §, (7.3)
0 0 0

isto é, atuam exclusivamente na dire¢ao axial da barra. f(L) e f(0) sdo forgas por unidade de
drea que atuam nas extremidades da barra, e b é uma forca de corpo por unidade de volume.
Observamos que, no caso da barra se encontrar engastada, por exemplo no ponto z = 0, o
valor de f(0) é a reac@o do vinculo.

Hipétese de comportamento de material. Supondo que a barra foi construida com um
material isotrépico eldstico linear (a0 menos para o inicio do carregamento), é possivel utilizar
a lei de Hooke para obter as deformacoes a partir das tensoes:

1
Y Yo, (7.4)

T E E

Aplicando esta relagao sobre as tensoes (7.2), temos as componentes de deformagcao correspon-
dente:
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14+v v 1 v
Ep = Op — =04 = —0O €y = ——0p = —VE
> .
Ey = —EUI = —VEy,, Epy = Exz = €y, = 0.

Assim, os estados de tensdo e deformacdo num ponto da barra sdo expressos pelos os tensores

o(x) = 0 0 0|, e(x) = 0 —veg(x) 0 . (7.6)
0 0 0 0 0 —ve(w)

A partir destas hip6teses vamos formular a condi¢do de equilibrio de um segmento da barra
de comprimento diferencial dx, submetida a uma distribuicao de forcas de corpo b, com unidades
[N/m3]. A equacdo diferencial de equilibrio pode ser obtida diretamente para o problema de barra,
tomando o elemento diferencial visto na Figura 7.2. Entretanto, podemos simplesmente tomar o
conjunto de equagdes do movimento geral, ja obtida em (2.25). Devido as hipéteses, duas das trés
equagoes sao identicamente nulas, e apenas a primeira resulta na forma simplificada

0oy
b=p . 7.7
5, T0=pi (7.7)
b(x)
< ' ' o
Sy S, ds,
X Jodx o

Figura 7.2: Forcas num segmento da barra.

Podemos agora relacionar a tensdo com a deformagao axial da barra mediante a lei de Hooke
1D, eq.(7.5), isto é, o, = Ee,. Por sua vez, a deformagcao é relacionada ao deslocamento pelas
relagbes cineméticas, que no caso 1D sao e, = du/dx. Assim, a equagao de equilibrio estatico pode
ser colocada em termos do deslocamento axial:

d*u(x)

F
dx?

+b(z)=0  Vze(0,L) (7.8)

Essa é uma equacao diferencial ordindria de segunda ordem, homogénea, que pode ser resolvida com
condigoes de contorno adequadas. Para que o problema tenha solucao, é necessdrio que se conheca
uma condig¢ao de contorno em cada extremo da barra: ou o valor do deslocamento ou de sua
derivada. Especificamente, as condi¢bes de contorno podem ser:

E;Z—Z(O) — FO) ou  w(0) =, (7.9)
EZ—Z(L) = f(L) ou w(L)=m1urL. (7.10)

As condigoes de contorno nas quais se fixa o valor da derivada da funcao incégnita, du/dz,
sao conhecidas como condi¢oes de contorno naturais ou de Neumann. Outro tipo de condigao
de contorno usual é aquela em que se conhece o valor do deslocamento v no né. Esta condigao é
conhecida por condigao essencial ou de Dirichlet. No caso do presente exemplo (barra engastada
em x = 0), temos uma condigao essencial na origem onde, devido ao engaste, se conhece o valor
do deslocamento u(0) = @. Usualmente u = 0 embora, devido a interferéncias negativas ou erros
de montagem pode-se ter um valor nao nulo para o deslocamento prescrito. No extremo oposto da
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~N + (N + AN) + bAAz = 0. (7.13)

Expandindo o produto dos parénteses, simplificando os termos +o, A que aparecem, dividindo todos
os termos por Az e fazendo o limite Az — 0, obtém-se a equagao diferencial de equilibrio na forma

d

—(N)=-b4 (7.14)

Considerando a lei de Hooke 1D com E constante em z, 0, = Fe, = Eu/. Entao N = EAu’ Dessa
forma a equacao diferencial de equilibrio em termos do deslocamento axial fica

d du
E—|(A— ) =-bA 7.15
dz ( dw) (7.15)

7.1.2 Exemplo 7.1 - Barra de segao triangular sob forca de corpo

Considere uma barra de se¢ao triangular como ilustrada na Figura, engastada em x = 0, sob a acao
de forca de corpo b [N/m3] na direcdo axial. A espessura ¢ constante h. Determinar a expressio
para o deslocamento axial e tensao.

yA
X

& 5
>

b A
. ) .
X

A

A

Figura 7.3: Barra de secao transversal triangular.

Solucgao:
Usando trigonometria, largura b da barra numa dada se¢ao = é dada por

b(m)za(l—%).

Logo a variacao da secao transversal é dada por

x
A(z) = bh = ah (1 - E) . (7.16)
A equagao de equilibrio (7.14) se torna
d
—(N) = —bA
Z (V) ,
x
— _bah (1 - Z> , (7.17)
cuja integral fica
72
N(x) = bah <2L - x) +c1. (7.18)

Aplicamos a condigao de contorno (a) N(L) = 0. Isso produz

bahL
Ccl = .
2
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Logo,

bah
N() = 57 (L* —2La +2?) (7.19)

A tensdo numa se¢ao arbitraria é

oz(z) = = (7.20)

/
Como ¢, =0, /E =1/,

Uma nova integragao produz

u(z 2Lz — 2%) + ca. (7.21)

) =15 (
Aplicando a condigao de contorno (b) u(0) = 0 se obtém ¢ = 0. Logo,

u(zx) = % (2Lz — 2?) (7.22)

e o deslocamento méximo é upayx = bL> JAE.

7.2 Principio dos trabalhos virtuais

A primeira pergunta que deve ser feita quando se procura uma solugdo aproximada para a fungao
u(x) ¢ onde procurar, em que espago de fungsGes. Isto significa que ¢ necessdrio identificar as
caracteristicas principais da solugao u(x) para procurar a mesma apenas no conjunto de fungoes que
as possuem. Observamos que, tratando-se do deslocamento da barra, essa fun¢ao deve ser continua,
pois uma descontinuidade na fungao wu(z) indicaria uma fratura ou penetragao entre suas partes.
Por outro lado, u(x) deve satisfazer as condigdes de contorno de deslocamento, que no presente caso
¢ a nulidade do deslocamento no engaste.

Assim, sao definidos os seguintes conjuntos de fungoes (usaremos o problema da barra engastada,
vista na Figura 7.1, como base de exemplificagdo na defini¢ao dos conjuntos de fungoes):

e Conjunto dos deslocamentos cinematicamente admissiveis Kin. E o conjunto de todas
as funcoes de deslocamento que satisfazem as condicoes de serem continuas e diferencidveis por
partes no dominio e que satisfazem as condi¢oes de contorno de deslocamento do problema,
isto é:

Kin = {u(x) : continuo, diferencidvel por partes, e u(0) = u}. (7.23)

As fungoes desse conjunto sao “candidatas” a solucao do problema, isto é, a solugao de qualquer
problema de barra é uma das infinitas func¢oées do conjunto e, nenhuma funcao fora desse
conjunto pode ser a solugao do problema. Assim, é exigido que elas sejam diferencidveis, de
forma a permitir o cdlculo de deformagoes. Observe-se que todos os deslocamentos do conjunto
possuem um valor Unico e, no caso de um engaste em x = 0, a fungdo tem o valor prescrito .

e Conjunto das variagoes de deslocamentos Var. Para entender a definigdo desse outro
conjunto, consideremos a barra deformada devido a um deslocamento descrito pela fungao
uy () ilustrada na Figura 7.4, onde u1 (z) € Kin. Se perturbamos o deslocamento, modificando-
0, teremos uma outra fungao uz(x), que também pertence a Kin. Podemos calcular a diferenca
de deslocamentos em cada ponto, (também chamada variagao): u(x) = ua(z) — ui(z). Esta
fungao, u(x), ndo pertence mais ao conjunto Kin uma vez que o seu valor no contorno é
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nulo (Figura 7.4) e ndo o valor prescrito 4. Assim, para coletar as variagoes de deslocamento

definimos o conjunto das variagoes como:
(7.24)

Var = {u(x) : continuo, diferencidvel por partes, %(0) = 0}.
Devemos notar que as fungoes deste conjunto tem obrigatoriamente o valor zero em x = 0,
uma vez que essas fungoes sdo obtidas pela diferenca entre dois deslocamentos arbitrérios de

Kin, ambos com o mesmo valor @ no engaste.

U,(X) I Kin
u,(x) T Kin

O=uy(x) -u,(x) T Var

»
»

0 L

Figura 7.4: Funcoes dos conjuntos Kin e Var.

Se a fungao u aplicada ao lado esquerdo da equacao diferencial (7.11) for a solugao exata do
problema, o resultado do lado direito serd zero. Por outro lado, se a fun¢éo u usada for uma fungao
qualquer, o resultado serd nao nulo. Esse resultado é igual a um erro, denominado fungao residuo

r(z). Isso pode ser posto como:
d*u(x)
AE p + Ab(z) =r(x) Vo e (0,L). (7.25)
x
O nome residuo indica justamente que, se a fun¢ao r(z) nao for nula em algum ponto z, a equagao
diferencial de equilibrio nao estd sendo completamente satisfeita, havendo um erro “residual”.
Uma forma possivel de identificar se uma funcao é nula em todo ponto do seu dominio, consiste

(7.26)

em realizar a operagao

/OLr(a:) u(z) dx,

sendo 4u(x) uma funcdo arbitraria, conhecida, (denominada deslocamento virtual ou ainda
A palavra “virtual” é usada como equivalente a

funcao peso) pertencente ao conjunto Var.
“ficticio”, nao verdadeiro. Se o resultado desta operacao for o valor zero, existem chances de que

€Y (b)

Figura 7.5: (a) Fungao residuo nao nula e (b) Funcao residuo nula.

a fungao r(z) seja zero em todo ponto x (Figura 7.5a). Obviamente nao se pode concluir com isto
que o residuo seja identicamente nulo dado que o valor zero da integral pode ser produto de uma
escolha particular de u(z). No entanto, é possivel afirmar que a unica fungao r(z) que produz um
valor nulo na integral acima para toda fungao 4(z) € Var, é a fungao r(z) = 0 (ver Figura 7.5b).
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e Trabalho virtual interno: é o trabalho produzido pelas tensoes reais o(u) = E du/dx
sobre a uma deformacao virtual (i) = du/dx que, por sua vez, é produzida por um campo
de deslocamento virtual u:

L ~ L

~ du d R

W :AE/ e istoé, W :A/ o(w)e(@) da. (7.32)
0 d.’]: dﬂ: 0

Note que, como o deslocamento % nao ¢ verdadeiro (¢ virtual, ficticio), o trabalho produzido
também nao é real, mas virtual.

e Trabalho virtual externo: é o trabalho produzido pelos forcas externas reais sobre o campo
de deslocamento virtual :

N L
W, :A/ birde + A fa(L). (7.33)
0

O principios dos trabalhos virtuais postula que as tensoes o(u) estdo em equilibrio com o car-
regamento externo (f e b) se e somente se os trabalhos virtuais interno e externo sao iguais para
~ A~ * /r
qualquer fungao peso o € Var, isto é°,

W; =W, Vi € Var. (7.34)

O nome dado ao principio segue o seguinte raciocinio:

e Principio: porque pode ser utilizado como um postulado que define equilibrio, e consequente-
mente como ponto de partida para cdlculo e dedugao de outras relagoes, inclusive a prépria
equacao diferencial de equilibrio.

e Trabalhos: porque cada termo tem o significado fisico do trabalho realizado pelos esforgos
internos e externos para uma variacao de deslocamento arbitraria (deslocamento virtual) .

e Virtuais: porque o deslocamento @ nao é real, isto é, nao tem relacao com os esforcos
aplicados. Sao simplesmente fungoes arbitrdrias do conjunto Var.

Veremos a seguir uma outra forma de obter idéntico resultado partindo da existéncia de uma
funcdo que mede a energia do sistema. Este item, porém, pode ser deixado momentaneamente
de lado pelo leitor que deseje abordar imediatamente o tépico de aproximacgao pelo método de
elementos finitos.

7.3 Principio da Energia Potencial tTotal Minima

Nesta se¢do mostraremos que a fungao deslocamento u(z) que satisfaz ao principio dos trabalhos
virtuais é a mesma fungao que minimiza uma medida da energia acumulada no sistema, denominada
energia potencial total II.

Consideramos aqui, como exemplo, uma barra submetida a esforcos externos que provocam
um campo de deslocamento u(z) e, consequentemente, um estado de tensoes o(u). Define-se a
densidade de energia de deformacao interna (para um material homogéneo eldstico linear) a

’E comum se ter certa dificuldade em interpretar estes conceitos, principalmente pelo habito de se visualizar o
problema de equilibrio através da 6tica conhecida como “mecanica vetorial”, derivada diretamente das leis de Newton,
baseadas principalmente nas equacoes de movimento F' = ma de uma particula.

De fato, a representagdo do equilibrio através dos conceitos do principio dos trabalhos virtuais sdo anteriores a
Newton e suas primeiras expressoes remontam a Leonardo da Vinci (1452-1519), Galileo Galilei (1564-1642) e Jean
Bernoulli (1667-1742) [64].

Hoje podemos ver claramente a relagao entre ambas as formulagoes, como foi mostrado nas dedugoes anteriores.
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Derivada e variagao

Qual a diferenca entre a derivada cldssica de cédlculo e aquela aqui efetuada? A derivada cldssica de
cédlculo é a seguinte:

leim

Ax) —
= ) -y (1800

t

Na derivagao cldssica de uma funcao real de uma tunica varidvel real, o incremento, ou “variacao”,
Az, tem sempre a mesma direcdo. No caso de duas dimensoes, é necessério levar em conta a diregao
da variacao, tomando derivadas parciais (Figura 7.8):

Figura 7.8: Derivadas parciais de uma fungao.

0
6f(x7y)‘[A1:] = f(a:z;:y)7
— m <f($+tAw, y) — f(w,y)>
t—0 t ’
0
6f($7y>‘[Ay] = fgfy,y)a
t—0 t

No caso do funcional II(u), existem tantas formas de variar II(u) quanto fungdes virtuais 4 existam,
isto é, existem infinitas derivadas parciais:

. II(uw + tu) — II(u
[ﬂ]—%l_l’%< ( t) ()> (7.46)

OII(u)

Para cada funcao @ tem-se uma “derivada parcial” de II. Isto ¢ um problema, dado que, para
garantir que haja equilibrio, todas as derivadas parciais de II(u) devem ser zero. Isto ¢, a variagao
de II(u) para toda diregao u, deve ser zero.

7.4 Aproximagao pelo método de elementos finitos

Como j4 foi visto, o problema de uma barra simples sob tracao, como na Figura 7.1, possui solugao
analitica fechada, a eq.(7.12), que é também solu¢ao do PTV. Deve-se ter em mente que o objetivo
aqui nao é tratar apenas do problema de uma barra, que é extremamente simples, mas usar esse
problema para ilustrar o desenvolvimento de um método geral de obtencao de solugoes aproximadas
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a problemas envolvendo milhares de barras e para outros tipos de elementos em distintos tipos de
fendmenos fisicos.

A f u(x)
X~ Un(X)
.0 i s

i 100,771 5%

v

h ! h L

v

1 ¢ 2 €& 3 €& 4 € 5

Figura 7.9: Malha de quatro elementos, funcoes de aproximacao lineares ¢;, solucdo exata u e
solucao aproximada wuy,.

Consideremos inicialmente a definicaio de uma funcao linear por partes como sendo uma
fungao do tipo mostrada na linha quebrada uy(x) da Figura 7.9, isto ¢, uma fungao que é linear ao
longo de segmentos definidos, porém nao é linear em sua extensao completa.

Consideramos a solugao exata de um problema, como ilustrada pela curva u(x) da Figura 7.9.
Uma aproximagao possivel da funcao u pode ser construida mediante uma fungao linear por
partes u,. A precisdo dessa aproximacao depende do nimero e do tamanho das divisées de com-
primento h realizadas na barra. E intuitivo perceber que, a medida em que o nimero de divisées
aumenta, o tamanho dos intervalos A diminui e a aproximagao melhora. Em outras palavras, fazendo
o intervalo h — 0, tem-se que up — u.

Os segmentos em que foi dividida a barra sdo conhecidos como elementos. Os pontos de uniao
entres estes elementos sao chamados de nés. O conjunto de elementos é conhecido como malha de
elementos finitos. Neste caso, a malha é composta de 4 elementos e 5 nés.

Uma funcao linear por partes como uy pode ser construida como a combinagao linear de fung¢oes
¢;(z) mais simples denominadas fungdes de aproximagao’. No presente exemplo a solucio u(z)
pode ser aproximada pela fungao u; da seguinte forma (Figura 7.9):

w(@) ~ up(x) = 0@ () + w2y () + usPz () + uapy(z) + usps(x), (7.47)
ou, em termos gerais,

Nnos
up(w) = Z uip; (), (7.48)

i=1
onde N,,s ¢ o nimero total de nés do modelo, que, nesse caso, é o nimero de funcoes de
interpolacao.
Da mesma forma, uma funcao arbitrédria iy pode ser expressa pelas mesmas fungoes de interpo-
lacao ¢; e por diferentes constantes i;:

NTLDS
i () = @11 () + o () + 3ps(2) + Gapy (@) + Gsps (@) = Y Bjp;(). (7.49)
j=1

As fungoes p,(x) sdo convenientemente construidas de forma tal que seu valor seja igual a 1 (um)

"Em geral, a aproximacio da solucio exata nio é uma interpolacdo dos seus pontos - os valores nodais nio
necessariamente coincidem com os valores exatos, exceto em problemas muito simples, como tracéo e flexdo de barras
e problemas de condugao uniaxial de calor.
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no né i, e zero nos nés j, se j # i, isto &,

1sex=ux;,

0se x = xj, jF#i (7.50)

i) = {

Por exemplo, ¢3(x) é uma fungdo nao nula apenas entre os nés 2 e 4 e 5 é nao nula apenas
no intervalo dos nés 4 e 5. Fora dos respectivos intervalos as fungoes sao nulas. Esta forma de
aproximacao de u(z) é um dos alicerces conceituais do método dos elementos finitos. Toda solugao
dada por este método estard baseada num conjunto de fungoes de interpolagao tal que a combinagao
linear adequada destas permita aproximar a solugao exata. O grau de precisao da aproximagao é
dado pela qualidade e quantidade das fungdes ¢;(x).

Se, em (7.48) fazemos x = xj, onde x; é a coordenada de um né j, da propriedade (7.50) temos
que

NnOS
un(xs) = Y wiy(x) = ujp(x;) = uy, (7.51)
i=1 —

=1

isto ¢, u; ¢ o valor da funcao no né j. E dito entdo que uj ¢ o deslocamento nodal do né j. Nesse
ponto da dedugao essas sao as incégnitas do problema. A Figura 7.4 ilustra a relagédo entre as fungoes
de forma e os valores nodais no processo de representagao de uma fungao uy(z) no exemplo de quatro
nés com quatro elementos idénticos. Por exemplo, os termos u2ps(x) € ugps(x) na representagao
up(z) em (7.47), sdo os dois triangulos ilustrados na figura. A soma de ambos no elemento 2 gera
o segmento linear de uy(z) naquele elemento.

A

ldg ..................................................... uh(X)

u2 ..........

Observagao: problema de dimensao finita. A série de Fourier é conhecida por representar,
dentro de certas condigbes, uma funcao periédica mediante uma série infinita na forma

u(z) = uip(w). (7.52)
=1

Em outras palavras, u(x) é representada por uma combinacao de infinitos elementos da base har-
monica ¢;(z). Isto significa que a funcao u(z) é de dimensao infinita. O termo “infinito” se refere
a que, se o conjunto de fungoes ¢;(x) for previamente conhecido, para representar a funcao u se
necessita determinar e conhecer infinitos valores u;. No caso de uma funcao de deslocamentos u no
MEF, precisarifamos de uma combinacao linear com uma quantidade infinita de termos para repre-
sentar a soluc¢do exata u(x) para um carregamento arbitrdrio. De forma prética isso é evidentemente
impossivel, de forma que o que é feito no MEF é truncar a série, passando a uma representacao
finita para a representacao de u(z). Em outras palavras, up(z) no MEF ¢ uma aproximagao con-
struida através de um ndmero finito de fungoes de aproximagao ou fungdes base (geralmente nao
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somente pouco mais que a metade dos termos da matriz de rigidez precisa ser calculada e
armazenada. O método de Gauss para a solugao também se beneficia dessa caracteristica.

7.4.1 Exemplo 7.2 - Quatro elementos idénticos

Tomemos como exemplo a barra em anélise, modelada por 4 elementos, ilustrada na Figura 7.9,
com os seguintes dados: L = 100 mm, A = 2 mm?, £ = 2,1-10°MPa, b = 4 N/mm?, for¢a de
tracdo na extremidade f = —25 N/mm?, L, = 25 mm. A solucdo exata ¢ dada pela equacio (7.12)
e é representada pela figura 7.13. As fungoes de aproximacao para a malha de quatro elementos
séo:

wlzl_fv 90/1:_L7 0<3§'<Le,
e e
x x
=t =t 0<a<L.
e e
T T
p2=2— 7 ¢h=— Le <z < 2L,
e e
x x
wS_f_lv @g:fa L€§$§2Le’
e e
) L (7.65)
gp3—3*fa @327173 2L€S$S3Le’
e e
@4_%_27 3021:%7 2L€§m§3Le’
e e
@424—%, @22—%, 3Le < w < 4L,
e e
@5:%_37 gpg:%v 3L€SIS4L6'
e e

As componentes da matriz de rigidez sdo calculadas por integracao das derivadas das fungées
de aproximacao segundo a expressao (7.58). Por exemplo, os primeiros elementos da matriz sao:

L Le 1\? AE
K = AE/ o] d:n:AE/ —— ) dr= ,
0 0 Le Le

L L 2
e 1 AFE
K12 = K21:AE/ gOll(pIQd.’L':AE/ — | — dr = — y
0 0 Le Le

L
Kiz = Kz = AE/ Ol de =0= Ky = K15 = Ky = Ks1,
0

L L 2 2L 2
e /1 e 1 AFE
Ko = AE/ Db d$:AE/ — ) de+ AE —— | dx=2——mr]
0 0 Le Le Le Le

elem. 1 elem. 2

Célculo similar acontece com o termo de carregamento nodal F: (lembre que ¢, (L) = po(L) = ¢3(L)
= p4(L) =0 e p5(L) = 1). Por exemplo,

L Le x L
F = A/ bp, dx + Af wl(L):Ab/ (1—) de = Ab==<,
0 0 L 2

e

L Le T 2Le €T
0 0 e

€ €
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L ALe / o I
F5:A/ bgp5dx—|—Af<p5(L):Ab/ — —3) dr+Af 1= Ab== + Af.
0 3L, Le 2
Em forma matricial isso pode ser posto como:

1 -1 0 0 0 Ab%

-1 2 -1 0 O AbL,

K :iA 0o -1 2 -1 0 ) F=< AbL,

¢ o 0 -1 2 -1 AbL,

0 0 0 -1 1 Ab% + Af

Substituindo os valores dados, obtemos o seguinte sistema de equagées:

1 -1 0 0 O U1 100

-1 2 -1 0 O U 200

16,800 0 -1 2 -1 O uz p =14 200
o 0 -1 2 -1 Uy 200

0 0 0 -1 1 us 50

Considerando que a viga estd engastada na origem, u; = 0. Assim, a primeira equacao é dispensada
do sistema, restando?

1 2 -1 0 0 “150 200
0 -1 2 -1 0 200
168001 g o 1 o us =\ 200 (°
0 0 0 -1 1 U4 50
Us
o que resulta na solucao:

(/5] 0

s 3,869

us p =14 6,548 »1072.

g 8,036

us 8,333

Com estes pardmetros podemos calcular o deslocamento, deformacao e tensao em qualquer ponto
da barra mediante as operagoes ja conhecidas:

up(z) = w1 (T) + u2 () + uzps(w) + uapy(w) + usps (), (7.66)
en(z) = % = w1} () + u2h(2) + uzps(x) + uspy(x) + usps(z),
on(xz) = FEep(z) = E (u1p) () + uaph(x) + uzps () + uapy(x) + uses(x)) -

7.5 DMatriz de rigidez e vetor de carga elementares

Uma das caracteristicas da matriz K, como ja foi mencionada, é sua esparsidade, isto é, uma grande
quantidade de seus termos sao nulos. Esta caracteristica aqui observada num exemplo simples fica
extremamente acentuada em problemas complexos onde o nimero de equagoes e incégnitas pode
chegar a dezenas de milhares ou mesmo milhdes. Assim, o calculo de K e F, como mostrado em
(7.58) usando fungoes globais, é ineficiente pela quantidade de termos cujo resultado da integral d&
o valor nulo. Uma outra sequéncia de célculo se impoe entao.

9Um procedimento computacionalmente mais eficiente para impor as condicdes de contorno no sistema algébrico é
descrito sucintamente na segao 7.6.
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y
y (%) y 5(X)

e ‘e f X
0 Xq e Xo L

Figura 7.10: Funcoes de interpolagao do elemento e.

Para isso, inicialmente particionamos o domfnio fechado Q = [0, L] em elementos finitos. Em
seguida, para o elemento genérico e, cujo dominio é Q. = [z, x§], definimos as chamadas fungoes
elementares ] e ¢5. A Figura 7.10 ilustra o caso de fungoes lineares entre os dois nés do
elemento genérico e. Essas fungoes sao definidas por:

po="2"7 o ye=TTT  Laazeq.. (7.67)

- e e - e e’
Ty — 27 T1 — Xy

Aqui se usa uma nova notagao, onde o supra-indice indica o nimero do elemento ao
qual a funcao é associada, enquanto que os sub-indices indicam a numeracao dos nés
intrinsecos do elemento, que neste caso, de elementos de dois nds, sao numerados como nés 1 e
2 do elemento e.!? Estas funcdes sdo definidas apenas no elemento correspondente e satisfazem &

propriedade de valer 1 (um) no né da fungao e 0 (zero) nos demais nés do elemento.

1 1200 13

el

% 3 % 4 ©
y? y3iy3

K

1 & 21 & 21 & 21 & 2 X

y3

I ) |
X

Figura 7.11: Fungoes de interpolacao globais e elementares. Sao indicadas a numeragao global dos
nés, e também a numeragao local dos nos em cada elemento.

Observemos a Figura 7.11. A funcao global ¢, é decomposta em duas fungoes elementares
Y3 e v L .
g =y U] e 3 =1y Uy, (7.68)

sendo que LZJ% é a rampa nao nula apenas no elemento 1 e nula nos demais elementos, (e é unitdria no
n6 2 do elemento 1) e a funcao elementar 13 é nio nula apenas no elemento 2 e nula nos demais (e é
unitdria no né 1 do elemento 2). Em geral, a notagao ¢§ indica a fungao de aproximacao associada
do né local 7 (unitdria nesse né) do elemento e.

O deslocamento numa secao genérica do elemento fica definido pelos deslocamentos nodais em
seus dois nés, u1 e ug, e pelas fungdes elementares, isto é,

2
u(x) = uy Yi(x) + ug ¥5(z). Em geral, u(x) = ZUZ V5 (). (7.69)
=1

Utilizando estas funcoes, os termos Koo, Ko3, K33, F» e F3, da matriz de rigidez e do vetor forca

Note que agora temos duas numeracdes distintas para os nés, a numeracio global na estrutura e a numeracgio
local do elemento. No caso da barra, o elemento linear possui dois nés, de forma que os nés locais sdo 1 e 2. Varias
bibliografias e programas comerciais denotam a numeragao local por I, J, K,.L etc.
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calculadas elemento a elemento. J4 cargas concentradas nos nés, sao colocadas diretamente no vetor
global de carregamento.

7.5.2 Exemplo 7.3 - Quatro elementos com malha irregular

Usando as mesmas dimensdes do exemplo anterior, L = 100 mm, A = 2 mm?, E = 2.1 x 10° MPa,
b =4 N/mm?, f = —25 N/mm?, modificamos os tamanhos dos elementos, fazendo L; = Ly =

30 mm, Lg = Ly = 20 mm. (Observagao: o leitor que ja tiver estudado os Capitulos 5 e 6, ou ainda
o Capitulo 13, pode suprimir restante do presente capitulo.)

Area:
- %
—>» —» —» —» —P» | b=cte Iz
EY

%el ) ec’,¢e4¢,f
4 5

H
N ¢
w-e

Figura 7.12: Exemplo 7.2 de barras.

O primeiro bloco de dados adequados a um programa de MEF sao os dados de coordenadas
nodais.!!

Coordenadas nodais
Noés x

[@N

Yy z
1 0 0 0
2 300 0 0
3 600 0 0
4 80,0 0 0
5 1000 0 0

Define-se a matriz de conectividade (ou incidéncia) como aquela que indica os nés globais que
compoem o elemento:

Conectividade dos elementos

Elemento N6 inicial (1) N6 final (2)
1 1 2
2 2 3
3 3 4
4 4 5

Esta informacao permite montar a matriz de rigidez global a partir das matrizes elementares.
A divisao por elementos considera 5 nés e, portanto, 5 incégnitas (modelo de MEF com 5 graus
de liberdade). A matriz K ¢, portanto, de dimensdes 5 x 5. Os termos desta matriz sao calculados

elemento por elemento e posteriormente montados usando a informacgao de conectividade. A matriz
de rigidez de cada elemento é:

1 As informacdes de comprimentos de elementos néo sio adequadas a um programa geral, devido aos outros tipos
de elementos existentes. Isso é facil de compreender considerando, por exemplo, um elemento de placa quadrilateral,
distorcido (néo retangular). Seria quase impossivel informar a geometria correta dele usando comprimentos e angulos.

A defini¢do usada nos programas de MEF, por coordenada nodais, é versétil e aplicdvel a qualquer geometria de
placas, cascas e sélidos.
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E preciso destacar que, neste modelo de EF, os deslocamentos variam linearmente ao longo de
cada elemento, as aproximagoes para as deformacgoes nesse modelo de EF sao constantes
ao longo de cada elemento, como ilustrado na Figura 7.14. Como as tensoes sao proporcionais
as deformagoes, segue-se que as tensées do MEF sao também aproximadas como constantes em cada
elemento.

u(),

e e
1 8 5 %2 3 & 4 & g

Figura 7.14: Deslocamentos e deformacoes na barra do Exemplo 2 para o caso b = 0.

7.5.5 Deslocamentos prescritos nao nulo

E frequente a necessidade de se determinar deformagoes e tensdes de uma estrutura submetida a um
deslocamento prescrito nao nulo. Mecanicamente isto pode ser fruto de ajustes com interferéncia
negativa ou até montagens incorretas de um equipamento. Observe que sempre serd necessaria a
aplicagdo de uma forga para deformar a estrutura mecanicamente, mas algumas vezes, esta forca
é desconhecida. O que se mede, o que se tem controle ou interesse, é o deslocamento que foi
imposto num certo ponto. Uma vez conhecido este deslocamento imposto, queremos estimar os
deslocamentos nos outros pontos e as tensoes produzidas.

Ya
Ly U=1mm
‘_i_>x

Figura 7.15: Barra montada sob interferéncia.

Consideremos o problema de interferéncia ilustrado na Figura 7.15, onde o extremo esquerdo
de uma barra engastada no apoio direito e submetido a um deslocamento dado de 1 mm no apoio
esquerdo, para a direita. Também é aplicada a mesma forca de corpo do exemplo anterior. Assim,
o problema pode ser descrito de forma andloga ao anterior. Somente muda o carregamento e as
condicoes de contorno. Assim, os espacos de fungoes ficam com a seguinte definigao:

Kiny, = {u(z): continua, diferenciavel por partes, u(0) = 1 mm, u(L) = 0},

Vary, = {a(z): continua, diferenciavel por partes, 4(0) =0, (L) = 0}.

A matriz de rigidez de uma estrutura é independente de suas condigoes de contorno e dos
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processamento num método numérico como o MEF, é a etapa de solugao. Como a inversao de
uma matriz envolve uma quantidade muito maior de operagoes que sua fatoracao de Gauss, a
inversao simplesmente nao é admitida.

3. A particao das matrizes como em (7.93) s6 é feita por motivos didéticos. Na pratica, também
nao ¢é realizada, por ser ineficiente, em termos de tempo de processamento e consumo de drea
de memdria. Um procedimento usual é descrito a seguir.

4. A aplicacao das condigoes de contorno através da gera¢ao de uma matriz menor, como a (7.91),
também nunca é realizada. Em vez disso, é usado um procedimento como o descrito a seguir.

7.6 Aplicagao de condicoes de contorno

Consideremos o sistema (7.90) na forma

KH K12 0 0 0 Ul F1

Koy Kz Kpz 0 0 U2 F
0 K32 K33 K34 0 us = F3 . (796)
0 0 Ky3 Ky Ky (7 Fy
0 0 0 Ksu Kss Uus F5

com a matriz tal como foi sobreposta, antes da imposicao das condi¢ées de contorno. Designaremos
esse sistema por KU = F. Considere que estamos, de fato, tratando de sistemas algébricos, nao
de ordem 5, como no exemplo, mas ordem de milhares de graus de liberdade. A &rea de memoria
ocupada com essa matriz, em problemas reais, tende a ser bastante grades. Assim nao é eficiente a
geracao de uma segunda matriz de dimensoes reduzidas para incorporar as condi¢ées de contorno
prescritos, como em (7.91). Isso porque, apesar de menor, essa matriz reduzida também é bastante
grande, de fato, quase tao grande quanto a matriz original K. Assim, uma das estratégias consiste
no seguinte. Considerar um deslocamento a ser imposto, u; = %, no grau de liberdade j da matriz.
Para facilitar a explicacao, vamos supor que j = 1. Visualmente, o sistema tem a forma

Ky Ko Kiz3 Kig Kis up =1u F
Ko Ko Koz Koy Ko U2 Fy
K31 Kz K33 K3q Kss u3 =4 F3
Ky Ky Ki3 Ky Kys Ug Fy
K51 Ks2 Ksz Ksq Kss us F5

Multiplicando a coluna j por %; tem-se um novo vetor for¢a, conhecido, que deve ser transferido
para o lado direito, deixando a matriz na forma

0 Ki2 Kiz3 Kiu Kis up = Uy Fy K11
0 Koo Koz Koy Kos U2 Fy Ko
0 K32 K33 Kz Kss u3 =q F3 p—ur{ Ks
0 Ky Kyz Kag Kys Uy Fy Ky
0 K52 Ks3 Ky Kss us Fs K5

A drea de memdria da matriz ainda tem as dimensoes 5 x 5 originais (N X N num sistema
arbitrario de ordem N), e a coluna 1 fica ocupada por zeros.
FEm seguida, a linha j do sistema, matriz e vetor, é zerada, resultando

0 O 0 0 0 U1 0 0 0
0 Ka Koz Ky Ky (& Fy Ko Fy
0 Kz K33 Kzi Kss ug o= I3 p—wm§ K3z =4 F3
0 Kao Kuz Kaa Kys (2 Fy Kan Fy
0 Ks2 Ks3 Kss Kss us Fs K Fs
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Nesse formato, a matriz tem uma linha/coluna nulas, e é singular. Entretanto, em vez de
copiar todos os seus termos nao nulos numa nova drea de memoria de dimensoes 4 X 4 originais
(N —1x N —1), o mais simples consiste em simplesmente fazer K;; = 1 e Fj = ;. Assim, o sistema
original KU = F torna-se transformado para o sistema KU = F, com a forma

1 0 0 0 0 U1 Uq
0 Kz Kz Ky Ky U2 Fy
0 Kz K33 Kz Kszs uz o =4 F3
0 Ky Ky3 Ky Ky (2 Fy
0 Ksz Ks3 Ksa Kss us F

que incorpora a condigao de contorno desejada, isto &, sua solucao produz u; = u; e todos os demais
deslocamentos nodais.

Os termos da linha j da matriz sao armazenados em outra drea da memdria para uso posterior
no célculo das reagdes, como em (7.87).

Um procedimento alternativo para incorporar as condigoes de contorno ao sistema algébrico
consiste no seguinte. Em vez de montar a matriz K completa e em seguida eliminar as linhas/colunas
prescritas, montar apenas os termos das linhas/colunas nao prescritas, gerando assim, diretamente,
apenas a matriz reduzida. Os termos da linha/coluna j sdo armazenados em outra drea de memoria
para posterior cdlculo das reagoes.

7.7 Exercicios
7.1 Considere o seguinte problema de valor no contorno ( 2 = {z € R tal que z € (0;1) ):

Ugy +4u = 12 para z € {2,
u(0) = 3, (7.97)
u(l) =
(a) Determine a forma fraca simétrica correspondente, utilizando o método dos residuos

ponderados. Defina os conjuntos Kin e Var. (Sol.: [o(tgu, — 4tu + 120)dQ = 0.)

(b) Obter uma aproximacao de Galerkin usando a aproximacao ug(z) =3 —2x+a x(z —1).
(Obs. Nao precisa gastar muito tempo para obter precisamente o valor da constante a,
basta escrever a equagao algébrica que a define.)

7.2 Resolva os itens do problema anterior para a seguinte forma forte:

Uge +4u = 12 para x € €,
uz(0) = 4,399, (7.98)
u(l) = L

onde Q = {z € R tal que z € (0;1).

7.3 Considere o seguinte problema de valor no contorno ( 2 = {z € R tal que = € (0;1) ):

Ugr —4u = 12z para x € §Q,
u(0) = 1, (7.99)
u(l) = -3.

(a) Determine a solucao analitica do problema. (Dica: essa é uma equagao diferencial or-
dindria nao homogénea de coeficientes constantes. Logo, pode ser usado o método padrao
de solugao.) (Solucao: u(x) = =3z + 1_164 (€2 — et27))

(b) Determine a forma fraca simétrica correspondente, utilizando o método dos residuos
ponderados. Defina os conjuntos Kin e Var. (Sol.: [, (1 zu . + 4du + 1220)dQ2 = 0.)




