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Palavra aos Professores

Todos os livros textos de Resistência dos Materiais conhecidos, tanto os traduzidos quanto os pro-
duzidos no Brasil, seguem uma lista mais ou menos padrão de tópicos que caracteriza a área. Cada
um dos tópicos é desenvolvido através de diversos �métodos�de cálculo. Todo esse material é, de
certa forma, derivado do texto fundamental de Timoshenko, que tem seus primeiros manuscritos
originados nos anos 1920, escritos ainda na Rússia.

Embora muitos dos tópicos sejam praticamente mandatórios, os métodos de cálculos que os
materializam necessitam periodicamente ser modernizados ou substituídos por outros mais e�cientes.
Por exemplo, uma das características marcantes de livros produzidos nos anos 1940-1960 era a ênfase
em procedimentos grá�cos, em que o engenheiro produzia diagramas de esforços e curvas elásticas
trabalhando com desenhos em escala, onde realizava, gra�camente, as operações de diferenciação e
integração. Com o advento das calculadoras eletrônicas nos anos 1970, a ênfase nesses processos
grá�cos foi bastante reduzida, como pode ser veri�cado nos livros hoje em circulação. Entretanto,
nos livros atuais ainda se nota claramente uma �loso�a geral de operação baseada num mundo
pré-computador. Existe uma profusão enorme de métodos para realizar uma mesma operação.
Por exemplo, para obter o deslocamento ou rotação numa seção de um eixo, são desenvolvidos os
métodos de integração direta, de sobreposição, de área de momento, se a viga for isostática. Se a
viga for hiperestática, cada um desses métodos se desdobra em variações adequadas. O elenco ainda
segue com equilíbrio de energia, com o segundo teorema de Castigliano, com o princípio do trabalho
virtual e com funções de singularidade. Conquanto a apresentação de diversos desses métodos seja
útil em diversas situações, de fato, o aluno não dispõe de amadurecimento su�ciente para adquirir
destreza de uso em mais que dois ou três deles.

Com vistas nisso, torna-se clara a necessidade de, sumariamente, remover alguns desses métodos
dos materiais didáticos utilizados em disciplinas obrigatórias nos currículos. Outros, embora ainda
devam ser mantidos no texto escrito, devem ter seu uso judiciosamente selecionado, pelo professor
e pela instituição, da forma mais adequada às características do curso.

No aspecto da modernização do material, a introdução do uso do computador é crucial. Esse
uso é feito de diversas formas. Mesmo nos métodos tradicionais, como o método de integração para
a curva elástica de vigas, o computador pode ser usado. Nota-se que a aplicabilidade desse método
sempre foi tradicionalmente limitada a vigas de poucos vãos, uma vez que cada vão implica em
duas ou quatro constantes de integração incógnitas a serem resolvidas por um sistema de equações
algébricas. A forma como isso é feito nos livros disponíveis é através de um trabalho manual de
substituição de uma equação na outra até a determinação de todas as constantes. Obviamente, hoje
isso pode ser feito sem limitação, simplesmente de�nindo um sistema algébrico de equação através
de um matriz coe�ciente, que pode ser imediatamente resolvido em computador e até mesmo em
calculadoras de bolso. Esse é o procedimento adotado nos exemplos do presente texto.

A segunda forma de aplicação computacional é feita com a introdução direta ao Método de
Elementos Finitos. Esse método, por ter capacidade de análise de estruturas com forma, car-
regamento e apoios arbitrários, permite a remoção de certos métodos tradicionais. Sem dúvida que
esse método tem uma fundamentação demasiado complexa para o tempo disponível numa disciplina
introdutória, e também para o grau de amadurecimento dos alunos envolvidos. Entretanto, isso é
contornado no presente livro com o uso da estratégia tradicionalmente denominada �método de
análise matricial de estruturas�. Com isso introduz-se o método de elementos �nitos usando ideias
mecânicas intuitivas já dominadas pelo aluno nesse estágio, isso é, as ideias sobre o comportamento
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de uma barra ou viga. Essa estratégia tem sido aplicada com sucesso nas disciplinas oferecidas aos
cursos de Engenharias Mecânica e Produção Mecânica pelo Departamento de Engenharia Mecânica
da UFSC, desde 1996. O material incluído, apesar de resumido, é autossu�ciente para as neces-
sidades normais do engenheiro, no sentido de permitir que ele realize todas as tarefas de cálculo
de estruturas de barras e vigas que tradicionalmente eram realizadas pelos diversos métodos tradi-
cionais, além de permiti-lo trabalhar com treliças e pórticos bastante mais complexos que aqueles
anteriormente possíveis de serem tratados por cálculo manual. Mesmo as tarefas necessárias du-
rante as disciplinas que têm esta como pré-requisito, como as de Estabilidade em engenharia civil, de
Fadiga e de Elementos de Máquinas em Engenharia Mecânica, podem ser normalmente realizadas
com as ferramentas de elementos �nitos vistas nesse curso.

O aprofundamento do método de elementos �nitos, em sua aplicação a elementos estruturais
como placas, estados planos de tensão e deformação, e problemas sólidos, deve ser deixado para
um segundo curso no currículo. Nesse caso, torna-se necessário o uso de um material adequado,
como o livro O Método de Elementos Finitos aplicado à Mecânica dos Sólidos, em coautoria com o
Prof. Eduardo A. Fancello, do EMC/UFSC. Ali, em seus capítulos iniciais, o método é apresentado
de forma consistente, a partir de sua fundamentação no princípio dos trabalhos virtuais, de forma
adaptada ao ensino de graduação.

Sem dúvida que quase todos os materiais didáticos incluem as de�nições e equações gerais
da Mecânica dos Sólidos em problemas estático-lineares triaxiais: as componentes do tensor
tensão, do tensor deformação, as relações deformação-deslocamento, as equações diferenciais de
equilíbrio local, a lei de Hooke generalizada, as transformações de tensões e alguns critérios de falha.
Entretanto, em sala de aula, o que se observa é que, embora se deduza e apresente os conceitos e
relações gerais, tridimensionais, todos os tópicos realmente desenvolvidos e exempli�cados, de fato,
se restringem a estados uniaxiais de tensão: barra, viga sob momento plano e oblíquo e barra sob
torção. Então, observa-se que o aluno nunca tem nenhum contato real com situações tridimensionais.
De fato, quando ele conclui a disciplina, termina com a sensação de que Mecânica dos Sólidos se
resume a um conjunto de 6 a 8 equações algébricas muito simples que resolvem problemas de barra
e viga (fórmula de �exão, de torção, etc.), deduzidas de forma independente uma da outra. Isso o
desestimula no prosseguimento de estudos avançados na área e, de fato, o limita no aprendizado da
análise estrutural e da elasticidade, e de métodos modernos de análise como o de Elementos Finitos.
Assim, uma preocupação do presente curso é que, além de ocupar a parte principal do texto com os
componentes básicos necessários, barras e vigas, busca-se apresentar material auxiliar de problemas
mais complexos visando ampliar a visão do estudante e inspirar estudos mais avançados na área.
Assim, o problema de análise de tensões em tubos cilíndricos pressurizados de paredes delgadas
é detalhado, e utilizado como caso de problema de estado biaxial de tensões, com aplicação de
transformação de tensão e critérios de falha. Também, as equações gerais da mecânica dos sólidos
são aplicadas ao caso do tubo pressurizado de parede espessa, onde se aplica as equações gerais
triaxiais. O mesmo desenvolvimento é adaptado para a solução do problema clássico de elasticidade
da placa in�nita sob tração, com furo circular. Aqui se introduz, de forma natural e simples,
os conceitos de campo de tensão com gradiente não elementar, o que leva naturalmente ao conceito
de concentração de tensões. Esse último conceito é apresentado, mas sua exploração é deixada,
como usual, para disciplinas seguintes, como a de Fadiga e de Elementos de Máquinas.

Tradicionalmente o material é introduzido em graduação seguindo o procedimento �partir do
mais simples e ir ao complicado�, isto é, parte-se do elemento estrutural mais simples, a barra,
depois a viga no plano, depois �exão oblíqua, carregamento combinado, etc. Deve-se enfatizar
que o presente curso se constitui no primeiro contato do aluno de engenharia com os problemas
de corpos deformáveis. De fato, até esse ponto, seu único contato com a mecânica consistia na
estática e dinâmica dos corpos rígidos, que são as aplicações diretas da mecânica Newtoniana ao
equilíbrio estático e dinâmico de partículas e corpos sólidos. Agora o aluno tem seu primeiro contato
com os conceitos de deformação, tensões atuando no material, falha de material. Logo, embora o
equacionamento desenvolvido seja bastante simples, a carga de conceituação introduzida é enorme e
so�sticada. Tão so�sticada que o desenvolvimento da ciência na qual essa se insere, a Mecânica do
Contínuo, consumiu o esforço das mentes mais brilhantes da humanidade durante cerca de trezentos
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anos. Por exemplo, problemas que hoje parecem elementares, como o estado de tensões numa viga
em balanço, foi objeto de estudos de Galileu, que forneceu uma solução incorreta. Esse fato explica
a grande di�culdade que parte considerável dos estudantes experimenta em seu estudo da matéria,
agravado pelo fato de que o equacionamento é tão simples que leva ao aluno a subestimar o esforço
necessário em seu aprendizado.

Com isso, considera-se correta a estratégia �partir do mais simples e ir ao complicado� para
a escolha e ordem de tópicos básicos para o curso. Considera-se totalmente desaconselhável, num
curso introdutório, o desenvolvimento do assunto seguindo o caminho inverso, (�deduzir e simpli�car
uma formulação geral para chegar ao caso particular�) isto é, partindo da formulação geral, 3D do
assunto, para em seguida chegar aos casos de interesse, barras e vigas, através de simpli�cações.
Esse procedimento, entretanto, é aplicável numa segunda visita ao assunto, em disciplina avançada.

Uma outra característica do texto consiste na ordem de alguns tópicos. Tradicionalmente, a
transformação de tensões e critérios de falha é apresentada após a apresentação de problemas de
carregamento combinado. A forma adotada aqui é a de que sejam mostradas desde o início, de
forma a permitir sua utilização quando da apresentação de cada elemento estrutural. Considera-
se que quanto mais cedo o estudante for exposto aos problemas de modos e teorias de falha de
material, mais facilmente ele poderá �suportar�toda a carga de abstração dos conceitos de tensão,
deformação e suas transformações, uma vez que a maioria dos critérios de falha utilizados são
baseados em tensões.

O material é dividido em duas partes, com o seguinte conteúdo.

PARTE I
A menos de algumas seções, esta parte corresponde a um curso de graduação em Engenharia

Mecânica. Civil, e a�ns, de 60 horas-aula.

� ESFORÇOS INTERNOS. Equações diferenciais de equilíbrio de viga. Problemas isostáticos.

� TENSÕES. Tensor tensão, componentes, equações diferenciais de equilíbrio. Caso de cilindro
pressurizado. Barras sob tração.

� DEFORMAÇÕES E TENSÕES. Diagramas tensão-deformação, Lei de Hooke 3D, defor-
mações térmicas. Aplicações em experimentos. Princípio de sobreposição. Problemas hiper-
estáticos de barras.

� TRANSFORMAÇÃO DE TENSÕES E DEFORMAÇÕES. Transformação plana de tensões.
Círculo de Mohr. Tensões principais em estados triaxiais de tensão usando autovalores. Rose-
tas.

� CRITÉRIOS DE FALHA. Teorias de início de escoamento. Aplicações com problemas de
cilindro pressurizado.

� TORÇÃO. Tensões e rotação de barras de seção circular. Problemas hiperestáticos de torção.

� FLEXÃO DE VIGAS. Tensões em �exão plana. Análise de seções: momentos de inércia,
determinação de centroide, eixos principais de inércia.

� CISALHAMENTO EM VIGAS. Fluxo de cisalhamento. Tensões combinadas de �exão, cor-
tante, torção.

PARTE II
Essa parte é vista em uma segunda disciplina de 60 horas-aula, geralmente oferecida apenas a

cursos de engenharia mecânica, civil e a�ns.

� CARREGAMENTOS COMBINADOS. Carregamento de torção, tração e �exão. Carrega-
mento oblíquo. Produto de inércia, translação e rotação de eixos de inércia.
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� APLICAÇÕES DE ELASTICIDADE E PLASTICIDADE PLANA. Soluções analíticas clássi-
cas, como tubo pressurizado de parede espessa, sob resposta elástica e sob plasti�cação, placa
tracionada com furo, torção de barras de seção arbitrária, �exão de vigas curvas espessas.

� DEFLEXÃO DE VIGA SOB FLEXÃO. Problemas isostáticos e hiperestáticos pelos métodos
de integração direta e de sobreposição. Problemas multicorpos de viga-mola.

� ESTABILIDADE DE BARRAS. Conceito de instabilidade estrutural. Casos de �snap-trough�.
Vigas longas e vigas curtas. Efeitos de excentricidade e de plasti�cação. Cálculo normalizado.

� MÉTODOS DE ENERGIA. Conceito de densidade de energia de deformação. Teoremas de
Castigliano. Cálculos em treliças e pórticos planos.

� MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS. Construção do método para elementos de barras e
vigas, para modelagem de treliças e pórticos. Dedução via análise matricial usando os conceitos
de Resistência dos Materiais obtidos nos capítulos precedentes. Os objetivos são: (a) habilitar
o estudante a realizar análise de estruturas complexas com o auxílio de programa comercial;
(b) preparar o aluno para um estudo posterior, mais detalhado, do método de elementos �nitos
aplicado a estruturas e outras; (c) familiarizar o estudante com conceitos como valores nodais,
aproximação, matriz de rigidez, elemento, singularidade de matriz, condições de contorno e
carregamentos, formas típicas de entrada e saída de dados de programas de Elementos Finitos
e estratégias de interpretação de resultados.

Material de apoio ao Professor

1. Todos os exercícios propostos possuem gabaritos detalhados, reunidos no livro 800 proble-
mas resolvidos de Mecânica dos Sólidos, propostos no livro Resistência dos Materiais e Fun-
damentos de Mecânica dos Sólidos. Esse volume é apenas em forma digital, e é de acesso
apenas a professores.

2. Video-aulas são disponíveis em diversos tópicos, para auxílio aos professores e alunos.

3. Todas as �guras do livro são disponibilizadas para facilitar o preparo de aulas pelo professor.



Resumo de fórmulas

Equilíbrio diferencial de vigas: (página 43)

dNx

dx
= �px(x);

dMz

dx
= �Vy(x)

dMy

dx
= Vz(x)

dVy
dx

= �py(x)
dVz
dx

= �pz(x)

De�nição de vetor tensão: (página 69)

t(n)(x) := lim
�A!0

�f

�A

Equações diferenciais do movimento para um elemento diferencial de volume: (página 75)

@�x
@x

+
@�xy
@y

+
@�xz
@z

+ fcx = �
@2u

@t2
;

@�xy
@x

+
@�y
@y

+
@�yz
@z

+ fcy = �
@2v

@t2
;

@�xz
@x

+
@�yz
@y

+
@�z
@z

+ fcz = �
@2w

@t2
:

O equilíbrio ocorre para o caso quasi-estático em que os termos de inércia são tomados como nulos.
Em estado plano de tensões ou deformações, em coordenadas polares as equações de equilíbrio
são: (página 376)

@�r
@r

+
1

r

@� r�
@�

+
�r � ��

r
+R = 0

1

r

@��
@�

+
@� r�
@r

+
2� r�
r
+ S = 0

Coe�ciente de segurança n num ponto de coordenada x do corpo, para um dado modo de falha:

n(x) =
�resist
�aplic(x)

=
máxima tensão de resistência do material

tensão aplicada no ponto
:

Relações deformação-deslocamento (relações cinemáticas) triaxiais, lineares, (para peque-
nas deformações, deslocamentos e rotações): (página 97)

"x(x) =
@u

@x
, "y(x) =

@v

@y
, "z(x) =

@w

@z
,

xy(x)=
@u

@y
+
@v

@x
, xz(x) =

@u

@z
+
@w

@x
, yz(x) =

@v

@z
+
@w

@y
.

Em estado plano de tensões ou deformações, em coordenadas polares as relações cinemáticas são:
(página 377)

"r =
@u

@r
"� =

u

r
+
1

r

@u�
@�

r� =
1

r

@u

@�
+
@u�
@r
� u�

r

De�nição do coe�ciente de Poisson, para um material homogêneo isotrópico: (página 99)

� := �"trans
"axial

:
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��yzmax
h=2

= �2G� onde � =
3T

bh3G

Torção de tubos não circulares de parede delgada: (páginas 409 e 409)

� =
T

2h �A
, � =

TS

4G �A2h

Fórmula de �exão para viga de Euler-Bernoulli: (página 282)

�x(x:y) = �
Mz(x)

Izz(x)
y

Posição �Y do centróide da seção em relação a um eixo temporário Y : (página 284)

�Y =
1

A
QZ =

1

A

Z
A
Y dA

Teorema dos eixos paralelos: (página 289)

IZZ = Izz +AY
2

Rotação plana de momentos de inércia: (página 360)

Iz�c = Iycsen
2� + Izc cos

2� + 2Iyczc sen � cos �,
Iy�c = Iz�c = Iyc cos

2 � + Izc sen
2 � � 2Iyczc sen � cos �,

Iy�cz�c = (Izc � Iyc) sen � cos � + Iyczc(cos2 � � sen2 �):

Momentos de inércia principais centroidais: (página 362)

Iy
Iz

�
=
(Iyc + Izc)

2
�

s�
Iyc � Izc

2

�2
+ I2yczc

Curva elástica em �exão. Equação diferencial: (página 431)

EI
d2v

dx2
=Mz; EI

d3v

dx3
= �Vy; EI

d4v

dx4
= py

Tensão cisalhamento em viga sob �exão: (página 317)

� =
VyQF
tIz

QF é o momento estático da área AF em relação ao eixo principal z. Tensão máxima em
seção retangular e circular: (páginas 318 e 320)

�max(x) =
3Vy
2A

e �max =
4Vy
3A

Fluxo de cisalhamento: (página 315)

q(x) =
VyQF
Iz

Carregamento combinado: tração + torção: (página 346)

�max =
2

�

s
N2
x

(d2e � d2i )2
+

64M2
xd
2
e

(d4e � d4i )2




