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Prefacio

Tradicionalmente, o trabalho de engenharia no dimensionamento de componentes estruturais, e sua
andlise quanto & adequacao a solicitagoes mecanicas, sempre foi baseado no uso de formulagoes
algébricas desenvolvidas para componentes de geometria e carregamentos simples, como barras, vi-
gas, alguns tipos de placas circulares e retangulares, e alguns tipos de cascas cilindricas e esféricas.
Mesmo nesses casos, os carregamentos deviam ser simples, do tipo concentrado ou uniforme na
maioria dos casos. Entretanto, a partir da década de 1960, com o desenvolvimento dos computa-
dores, desenvolveu-se uma nova classe de métodos de andlise, que pode ser geralmente denominada
métodos numéricos, que visava incorporar na andlise uma quantidade cada vez maior de detalhes
de geometria e carregamento, tornando-a progressivamente mais capaz de simular os processos e
fenomenos presentes num problema real. O principal e mais versdtil desses métodos se constitui no
chamado método de elementos finitos.

Até o inicio dos anos 1990, entretanto, a aplicacdo do método era restrita apenas a universi-
dades, grandes corporacoes e centros de pesquisa, devido ao alto volume de computacao envolvido,
ao alto preco e as limitagoes da capacidade dos computadores da época. Durante os anos 1990,
com a disseminacao dos computadores pessoais e seu correspondente aumento de capacidade de
processamento, os softwares comerciais de elementos finitos anteriormente desenvolvidos para com-
putadores de grande porte nas décadas anteriores foram sendo adaptados para os PC’s e seu preco
reduzido. Dessa forma, tanto os computadores quanto os programas de elementos finitos tornaram-
se disponiveis ao uso de qualquer engenheiro em seu trabalho diario. Essa nova realidade, por um
lado, tornou obsoletos diversos dos antigos métodos de andlise disponiveis, e por outro lado, passou
a exigir um tipo novo de qualificacdo ao engenheiro. Apenas a partir da década de 1990 as escolas
de engenharia passaram a oferecer, de forma sistemadtica, disciplinas de formacgao em andlise estru-
tural numérica. Por outro lado, as escolas que buscam uma atualizacao em seu curriculo encontram
séria dificuldade em obter material diddatico adequado. Em geral os livros existentes sao compén-
dios volumosos, escritos em formato nao didatico, adequados a um piblico ja especialista, escrito
em lingua estrangeira e sem exemplos e sem exercicios propostos que auxiliem no processo ensino-
aprendizagem. Este livro visa atender a essas deficiéncias: procura-se usar uma linguagem o mais
simples e clara possivel e as dedugoes sao feitas incluindo o maior nimero possiveis de etapas. A
exposicao de todos os conceitos é sempre acompanhada por exemplificacdo detalhada, que permite
facil acompanhamento pelo leitor.

O material do livro é agrupado em trés grandes partes. A primeira parte consiste numa revisao
de conceitos que normalmente os engenheiros em seus cursos de graduagao veem nas disciplinas de
Resisténcia dos Materiais ou Mecdnica dos Sdlidos, isto é, conceitos como o de tensao, deformacao,
equacoes de equilibrio, transformacao de tensoes e critérios de falha. A razado da presenca deste
material, além de permitir fdcil referéncia a partir do restante do texto, é a seguinte. Observa-se que
o material da drea de Resisténcia dos Materiais é, normalmente, apresentado aos alunos de maneira
segmentada, baseada em andlise de componentes simples, como barras e vigas, obscurecendo a forte
correlacdo dos conceitos subjacentes. Assim, por exemplo, apesar de que os conceitos de tensao e
tensor tensao tenha sido, provavelmente, apresentados e desenvolvidos, essa exposi¢ao se concentra
geralmente a uma ou duas aulas de graduacao. Em geral, durante todo o desenrolar das disciplinas
de Resisténcia dos Materiais, o aluno lida apenas com uma unica componente desse tensor, e mesmo
esta, é dependente de apenas uma tnica coordenada. Assim, o objetivo da exposicao desse conteido
aqui consiste em prover uma visao mais abrangente do assunto e das formulacoes matemadticas,



iniciando o habito de uma interpretagao tridimensional das grandezas e dos fendomenos. Por exemplo,
a transformacao de tensoes abandonard a restricao bidimensional e sua representacao de circulo de
Mohr, e serd vista através da formulagao tridimensional de transformagao de tensoes e de conceitos
de autovalores e autovetores. Também, conceitos que serao essenciais nos capitulos seguintes, como
mudanca de base, notagao indicial e regra do somatdrio sao apresentados previamente na primeira
parte do texto.

A segunda parte do texto apresenta a analise estrutural realizada através do método de elemen-
tos finitos. Aqui o método ¢é introduzido paralelamente em duas formas distintas. Primeiramente
nos Capitulos 5 e 6, o método é apresentado usando conceitos e ideias mecénicas bastante intuitivas
com as quais um leitor normalmente é familiarizado: os comportamentos de barras e vigas sob
flexdo. Assim chega-se, de forma bastante natural, a estrutura algébrica basica do método, isto &,
aos conceitos de matriz de rigidez, de vetores de deslocamentos nodais e de forcas nodais. Nesta
forma, o método tem todas as caracteristicas daquilo que nas décadas de 1960 e 1970 chamava-se,
em alguns circulos da engenharia estrutural, de “anélise matricial de estruturas”. Sem duvida que
os procedimentos usados ali tem sua aplicabilidade restrita apenas aqueles tipos de problemas. Sao,
em geral, impossiveis de serem estendidos a problemas planos ou tridimensionais como os de placas,
cascas ou sélidos, ou & modelagem de outros fendmenos fisicos. Dessa forma, ainda nessa parte
do texto, o método é re-introduzido no Capitulo 7, utilizando agora procedimentos consistentes de
mecénica do continuo. Nesse capitulo, o problema de barras ainda é usado como pano de fundo, de
forma que o leitor possa comparar resultados chaves com aqueles previamente obtidos no Capitulo 5.
Entretanto, uma vez que o método foi bem apresentado, os procedimentos sao prontamente estendi-
dos a problemas mais complexos, como o de andlise de tensoes de corpos eldsticos tridimensionais e
de placas, nos capitulos seguintes. Adicionalmente, a modelagem de problemas de transferéncia de
calor é apresentada nessa parte do texto, num capitulo que também pode ser usado como material
inicial no estudo do Método de Elementos Finitos.

A terceira parte do texto faz aplicagbes do método geral delineado na parte dois. Assim,
enquanto que a parte dois considera apenas o problema da resposta eldstica estdtica do corpo, na
parte trés diferentes fendmenos sao abordados, como andlise dindmica e plasticidade.

Ao final de cada capitulo, uma lista de exercicios ¢ proposta como forma de fixar os conteidos
e desenvolver a autoconfianca. A maioria dos exemplos pode ser resolvida usando um software
comercial como o Ansys® ou o Abaqus'¥ dentre outros, além de manipuladores simbdlicos como
o Mathematica® ou Maple®. Adicionalmente, diversos problemas sao propostos para o estudante
adquir destreza em programagcao dos algoritmos. O trabalho do engenheiro no projeto e anélise de
estruturas através de elementos finitos é sempre feito baseado em um programa jé disponivel, quer
seja um cédigo préprio ou um cddigo comercial de grande porte. Os cédigos comerciais possuem
a vantagem de permitir andlise de diversos tipos de fenémenos e, principalmente, possuem inter-
faceamento gréfico para manipulacio de dados de geracio de dados e visualizacio de resultados. E
uma caracteristica marcante do método a de necessitar quantidades muito grandes desses dados,
de forma que os programas de elementos finitos possuem uma vasta quantidade de procedimentos
e comandos que permitam sua operacao. Essa quantidade de procedimentos implica sempre numa
maior ou menor complexidade em sua operacao e tempo de aprendizagem. Assim, o engenheiro que
deseja qualificar-se como analista estrutural enfrenta miltiplas exigéncias em seu aprendizado: ele
deve adquirir conhecimento teérico sobre o método, através de cursos como o descrito no presente
texto, e simultaneamente, deve adquirir destreza na operacao de um ou mais programas comerciais.
Finalmente, no ambito de pesquisa, é necessdria a capacidade de programacao.



Origens histéricas do método de elementos finitos

A origem do método de elementos finitos pode se tornar dificil de identificar, pois alguns tra-
balhos mateméticos, espalhados desde o século 18 até meados do 20, podem ser vistos como ap-
resentando algumas das ideias do método. Existem diversas tentativas de escrever a histéria do
método e, curiosamente, sob certos aspectos, elas apresentam diferengas no que sao considerados os
pontos mais importantes. Alguns artigos de levantamento histéricos sao os de Oden, 1990 [78] e o
de Clough e Wilson, 2010 [24] que traga uma histéria até o inicio os anos 1970.

Em geral, a comunidade de engenharia e de matemédtica costuma marcar dois trabalhos como
a origem “oficial” do método. O primeiro é um artigo de Courant, de 1943 [27] (e similarmente o
de Polya em 1952 [84]), em cujo apéndice ele descreve uma aproximagao por fungoes lineares por
partes para um problema de Dirichlet usando triangulos. E interessante observar que o primeiro
computador eletronico, digital e programavel, de uso publico, o ENTAC, foi colocado em operacao
dois anos depois, em final de 1945, na Universidade da Pensilvania. Os primeiros dois computadores
da histéria, a bomba de Turing e o Colossus, haviam sido desenvolvido e construidos na Inglaterra
durante a segunda guerra, porém foram construidos sob secredo de guerra, sendo o primeiro desmon-
tado logo em seguida.

O segundo trabalho chave é o célebre artigo de Turner, Clough, Martin e Topp, de 1956, [103]
em que uma aproximacao local foi obtida de maneira consistente para as equagoes de elastoestdtica,
ja com o uso de algumas estratégias essenciais ao MEF. Esse trabalho ainda obtinha as equagoes
elementares sem o uso de principio variacional. O préprio nome, métodos de elementos finitos, foi
cunhado apenas em 1960 pelo préprio Clough [23]. A década passou a ser ocupada por aplicagoes do
método a todos os problemas com principio variacional conhecido. Nesse periodo era considerado
que o método era limitado apenas a problemas auto adjuntos (baseados em operadores simétricos).

Jé no final dos anos 1960 tornou-se aparente que o método podia também ser aplicado a proble-
mas com operadores nao simétricos e com diversos tipos de nao linearidade, sem nenhuma dificuldade
formal. Assim, problemas de mecénica dos fliidos comecaram a ser tratados pelo método, a partir
das equagdes completas de Navier-Stokes [80][79]. Também na década de 1970 os desenvolvimentos
matematicos das décadas anteriores sobre equagoes diferenciais comecaram a ser dirigidos ao MEF,
e comecaram a surgir os teoremas de convergéncia e estimativas de erro.
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Lista de Simbolos

o=

, U, F*, R

* &

- transposta de uma matriz quando super-indice.

- térmico, quando super-indice.

- para qualquer.

- barra indica grandeza num segundo sistema de coordenadas,

- ou indica valor prescrito de uma varidvel no contorno,

- ou indica modificagao da grandeza -.

- diferenciagao de uma fungao, d(e)/0x.

- primeiras derivadas em =x.

- funcao peso, primeira variacao.

- variagao finita de uma grandeza.

- a é definido por por b.

- se e somente se.

- parcela do conjunto 9€2, nao contido em I'y.

- negritos em mintsculos e maiisculos em geral indicam vetor e tensor respectiv.
- componentes de um arranjo unidimensional de valores ou fungoes. Th. vetores.
- componentes de um arranjo bidimensional de valores ou fungoes. Tbh. matrizes.
- dominio e contorno de um corpo.

- drea de secao transversal (em EPT e EPD, por exemplo) e seu contorno.

- produto escalar entre vetores (pg.7) e entre tensores (pg.12).

- produto interno de tensores, pg.12.

- produto tensorial, pg 10.

- produto vetorial.

- operador delta de Kronecker.

- funcao generalizada delta de Dirac em x,,.

- sfmbolo de permutagao, pg.9

- espaco dos nimeros reais, e espaco de dimensao d, onde d = 1,2 ou 3.

- conjunto das func¢oes cinematicamente admissiveis.

- espaco das funcoes das variagoes.

- niimero de nés de uma malha.

- nimero de graus de liberdade por né.

- nimero de nés do elemento.

- nimero de graus de liberdade do elemento.

- nimero de elementos no modelo.

- vetor normal unitério.

- vetor tensao num ponto, for¢a por unidade de drea, eq.(2.15).

tensor identidade de segunda ordem.

- tensor identidade de quarta ordem.

- matriz de rigidez global, vetor deslocamento nodal, nodais

vetor forga aplicada conhecida e vetor de reac¢oes nodais, eqgs.(5.22), (10.13).

- matriz de deformagoes do elemento finito.

- vetor posi¢ao de um ponto, com coordenadas cartesianas (x1;x2;x3) ou (x,y, 2).
- eixos locais em elementos de barra, viga e casca.



