Capitulo 4

Deformacoes e tensoes

Nesse capitulo definimos mais uma grandeza fundamental em mecéanica dos sélidos, a deformagao,
que se juntard as demais grandezas ja estudadas, as forgcas externas, os esforgos internos, e as
tensoes. O conceito de deformagao é embasado em uma outra grandeza fundamental, o campo de
deslocamento, o que geram relagoes deformacao-deslocamento, também denominada relagao
cinemédtica. A segunda parte do capitulo trata da relagao entre deformacoes e tensdes, as chamadas
relagoes constitutivas, ou relagoes tensao-deformacao.

4.1 Ideias béasicas de deslocamento e deformacao

Considere uma barra reta de segao uniforme, de comprimento L,, como na Figura 4.1a, engastada na
extremidade A. Se aplicamos uma forca axial trativa, a barra se deforma e passa a um comprimento
L como na figura (b). Existem pelo menos duas formas de equacionar o fenémeno cinemético:
através dos conceitos de campo de deslocamentos e do campo de deformacao.

Lo -
4
dO
N
A B C
Ly/2 R . DL
DL/2
Z df —>
al L/ ‘ b C
@ (b) L >

Figura 4.1: Elongamento de uma barra, de um comprimento inicial L, para um comprimento
final L.

Se consideramos a barra fixa pela extremidade A, é visivel que cada ponto do material sofreu uma
certa quantidade de deslocamento axial (na diregao ). Por exemplo, o deslocamento em A é nulo,
e a extremidade C deslocou-se AL para a posigdo c¢. Se considerarmos que a deformacgao seja
uniforme, temos entao que os deslocamentos sao proporcionais a coordenada inicial z do ponto.
Assim, o ponto central B de coordenada inicial L,/2 sofre deslocamento AL/2. Se prosseguimos
com a hipétese de proporcionalidade, uma simples “regra de trés” mostra que o deslocamento
axial wu(z) numa segao qualquer localizada inicialmente numa coordenada z é dada pela fungao

AL
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Quando uma barra como a ilustrada é tracionada, além da variacao de comprimento existe também

u(z) x. (4.1)
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Figura 4.2: Deformagao angular num elemento de material num tubo torcionado.

identificar uma porcao de material qualquer em sua configuragao indeformada, situada numa posigao
P, definida por suas coordenadas cartesianas x = {z;y; z}. Quando aplicamos o carregamento, cada
particula de material se move, i.e., muda de posi¢ao no espago. O material inicialmente na posigao
P move-se para a posigao p de coordenadas X = {Z;7y;Z}.
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Figura 4.3: Configuracgao inicial e deformada de um corpo genérico.

Podemos identificar o vetor deslocamento u(x) como o vetor que define a diferenca entre a
posicao final e a inicial de uma porc¢ao de material inicialmente localizado na posigao x, i.e.

u(x) =X — x. (4.4)

Esse vetor é representado por suas componentes cartesianas,

u(x)
u(x)=4¢ v(x) ;. (4.5)
w(x)

i.e., u, v e w sao as componentes do movimento do ponto nas diregoes x, y e z respectivamente.
Note que isto nao significa uma suposicao de que o ponto deslocou-se ao longo de uma linha reta
entre as posigoes x e X. Ao contrdrio, u(x) indica apenas as posigoes inicial e final do movimento.
Na Figura 4.3 a trajetoria entre os dois instantes é representada pela linha tracejada unindo P a p.
A funcao vetorial (4.5), ou suas trés fungoes escalares correspondentes, constituem o campo
de deslocamento do corpo. A partir desse campo, define-se um campo de deformagoes como
segue.
Primeiramente, consideramos um ponto A no corpo em sua configuracao indeformada, de coorde-
nadas x, e a partir desse ponto identificamos um elemento volumétrico de dimensoées finitesimais
Ax x Ay x Az, com faces paralelas aos eixos cartesianos. Na Figura 4.4a temos uma vista do
plano zy, com o elemento indeformado formando um retdngulo ABCD. Em seguida aplicamos um
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Figura 4.4: (a) Incrementos de deslocamentos de um elemento finitesimal contido no plano zy;
(b) Vista 3-D da deformagao cisalhante no plano zy, com o elemento tombado sobre o plano xz.

carregamento ao corpo e o material no retdngulo deforma-se e os pontos tomam as posicoes abed
como ilustrado. O ponto A sofre deslocamentos u e v nas diregoes x e y. Na dire¢do =, o ponto B
desloca-se num valor diferente de A, i.e., up = v+ Au. Na diregdo y, o ponto B também desloca-se
diferentemente de A, i.e., vg = v + Av’, o que forma o angulo «. Para o segmento AD a interpre-
tagao é andloga: up = u+ Au' e vp = v + Av. A Figura 4.4b ilustra a deformacao cisalhante no
plano zy. (O elemento foi tombado para facilitar a visualizagao.)

Temos aqui a descricao de uma teoria simplificada, linearizada, cuja primeira premissa ¢é a
de que as rotagoes sao pequenas. Esse “pequeno” significa que os dngulos « e § estao naquela
faixa em que

sen a & tg ar « e cosa ~ 1. (4.6)

Quantitativamente, podemos arbitrar um limite, por exemplo a < 0,08727 rad (cerca de 5%), o que
produz sen o = 0,08716 e tg o = 0,08749, i.e., os desvios relativos sao de ordem de 0,1 %.

Os incrementos de deslocamentos no elemento podem ser usados para identificar medidas de
deformagao. Primeiramente, tomemos o segmento horizontal AB ao longo de x, de comprimento
inicial Az. Observando a Figura 4.4, é visivel que o comprimento final do segmento, ab, é diferente
da projecao ab’. Entretanto, para o pequeno, consideraremos que ab ~ ab’. Assim, a medida de
deformagao normal de engenharia sofrida pelo segmento AB é dada por (4.2), que aqui toma
a forma

atl —AB  (u+Au)—u  Au

B = = —. 4
T AR Az Az (4.7)
Para o segmento vertical AD, a deformacao de engenharia é
d — AD Av) — A
Ey = ¢ = w+Av)—v_ v (4.8)

AD Ay T Ay

(AP} (A9

Os indices “x” e “y” em ¢ ajudam a indicar a direcao do segmento a que se refere a deformagao.
Finalmente, a deformacao cisalhante de engenharia vem de (4.3), que nesse caso é

y=a+pB. (4.9)

Observando os tridngulos associados a « e § na Figura 4.4a, temos que a deformagao cisalhante
sofrida pelo elemento volumétrico é

Av AY
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As medidas (4.7)-(4.10) s@o valores validos na regido macroscépica ABCD. Entretanto, buscamos
valores que descrevam a deformag@o num ponto, o ponto A de coordenadas x. Para isso, fazemos
os limites para Az — 0 e Ay — 0. Assim as equagbes acima resultam em

o =2 ()= 204 O
ox’ VY oy Toy\®) = 5y oy’

£z € gy sao deformagoes normais especificas e 7, € a deformagao cisalhantes associada ao plano zy.

ea(x) = (4.11)

Todas as consideragoes feitas de (4.6)-(4.11) podem ser repetidas para os planos zz e yz, no
ponto x. Isso resulta no conjunto completo das seis componentes de deformagao no ponto:

ou ov ow
£x(x) = o 8y(X) ~ou £2(x) ~ 0 (4.12)
ou Ov gu ow ov Ow '
")/:cy(x):aiy + %7 'Y:cz(x> :a + %7 Psz(X) :% + 873/

Essas sao as relagoes cinemadticas (ou relagoes deformagao-deslocamento) lineares. Elas sao vélidas
para qualquer corpo, qualquer geometria, carregamento, tipos de apoios e qualquer tipo de material
sélido. Sao limitadas apenas pelas hipéteses de linearidade usadas em sua dedugao, i.e., a geometria,
o material, o carregamento, devem ser tais que as componentes sejam pequenas.

Figura 4.5: As seis componentes de deformacao associadas aos eixos xyz.

Cada uma das componentes de deformacao é representada individualmente na Figura 4.5. Serd
provado que essas deformagoes sdo as componentes de um tensor deformacgao. A matriz das
componentes desse tensor em relagao ao sistema cartesiano xyz é

exX)=| exy €y €y |, (4.13)
Exz Eyz &z
onde os termos fora da diagonal principal sao deformacgoes cisalhantes tensoriais, dadas por
Exy = Vay/2) €xz = Vuz/2s €yz = Vys/2, € 08 termos na diagonal sdo as deformagdes especificas
normais no ponto de coordenadas x. As propriedades mateméticas desse tensor sdo idénticas as do
tensor tensao, e serao exploradas no capitulo 5.
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4.3 Efeito de Poisson

Considere uma barra reta sob tragao como na Figura 4.6, com comprimento inicial Lg. Um primeiro
efeito da aplicacao da forga axial é o aumento do comprimento para L. Um segundo efeito observado
¢ uma reducdo do diametro, de d, para d, i.e., uma variacdo Ad no didmetro. Esse é o chamado
efeito de Poisson: qualitativamente, sabe-se que se tracionamos a barra, ela contrai-se na diregao
transversal e, reversamente, uma compressao axial gera uma expansao diametral.
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Figura 4.6: Efeito de Poisson numa barra tracionada.
Podemos definir as duas componentes de deformagao especifica na barra:
AL Ad
Eazxial = To € Etrans = d70- (414)

Em 1828 o cientista francés S. D. Poisson identificou o fendmeno e propos a hipétese de que, no
regime eldstico-linear de um material isotrépico-homogéneo, a relacao entre essas deformagoes seria
uma constante para o dado material, i.e., a relagdo €¢rans/Earial ¢ uma propriedade de material.
Essa constante é definida como o coeficiente de Poisson, dado por

y = - Strans, (4.15)

Eazxial

Alguns aspectos podem ser apontados sobre essa relagao:

(a) v é sempre um valor positivo para materiais isotrépico-homogéneos, i.e., v > 0.

(b) O sinal “—” é incluido na férmula porque se busca uma propriedade positiva, porém num ensaio
uniaxial, sempre €irans € Eqria tém sinais distintos, i.e., sempre uma das duas deformacoes
serd negativa num ensaio.

(¢) No regime eldstico em todos os materiais homogéneos-isotrépicos, se tem que
0<v<0,5. (4.16)

Note que nao é possivel, nessa classe de materiais, termos v = 0 ou v = 0, 5. Valores aparentes
de coeficiente de Poisson nulos ou negativos ocorrem em diversos materiais, como alguns tipos
de materiais porosos. Em qualquer caso, sdo sempre em materiais heterogéneos e anisotrépicos.

(d) Em materiais tradicionais de engenharia, v situa-se tipicamente na faixa

0,2< v <0,33. (4.17)
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(e) Por exemplo, alguns valores tipicos sao

e Acos Carbono — v =0,292,
e Aluminios — v =0,334,
e Aco inoxiddvel — v = 0,305,
e Vidro-fibras —v=0,25.

(4.18)

Valores para outros materiais sao vistos no apéndice.

(f) Uma observagao superficial a uma figura como 4.6 frequentemente gera a ilusao que a redugao
na secao transversal ocorre numa propor¢ao tal que compense o elongamento axial de forma
a manter o volume do corpo constante. Isso nao é correto. No regime eldstico o volume
varia com a deformacgao. Isso serd mostrado mais a frente através de um exemplo.

(g) Prova-se que o coeficiente de Poisson v = 0, 5 representa uma deformacao a volume constante.
Isso ocorre em processos de escoamento puro do material.

Exemplo 4.1 Efeito de Poisson e deformagao volumétrica especifica

Considere a barra da Figura 4.7 sob uma forga axial F' = 100 kN, fabricado em ago com coeficiente
de Poisson v = 0,3, médulo de elasticidade FF = 207 GPa e tensao limite de escoamento o = 300
MPa. As dimensdes iniciais da barra sdo L, = 1200 mm, b, = 30 mm, h, = 15 mm. Determine: (a)
as componentes de deformagao; (b) as variagoes nas dimensoes da barra; (c) a variagdo volumétrica
percentual sofrida pela barra em decorréncia do carregamento.

Figura 4.7: Barra do Exemplo 4.1.

Solugao:
O esfor¢o normal na barra é uniforme, N = F =100 kN. A tensdo normal média em qualquer
ponto é

N F _100-10°
A, boh, 30x15
As demais componentes de tensao sao nulas. Como o, < og, a tensao aplicada é menor que a tensao
de inicio de escoamento do material, i.e., a barra encontra-se na faixa eldstica-linear do material.
Entao podemos prosseguir nos célculos. Da lei de Hooke uniaxial, eq(4.43), a deformacgao axial
€z €

= 222.2 MPa.

Oy =

O 222.2 MPa
E€x = —

- 2522 _1.07-1073. 4.1
E 207 - 103 MPa ,07-10 ( 9)
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EV =€g + €&yt ¢, (4.26)

Observacao 1: No exemplo se tem ey = 4,26 - 1074, i.e., o tracionamento na barra gerou uma
variagao volumétrica de 0,0426 %. De fato, esse efeito observado no exemplo ocorre em qualquer
outra situagao que envolva pecas submetidas a um estado de deformacgoes suficiente-
mente pequenas para poderem ser analisadas pela presente teoria de cinemadtica linear. Entao,
quando as deformagoes sao menores que 0,01, por exemplo, a soma das componentes normais tem
a mesma ordem de grandeza do limite, ~0,03, enquanto seu produto é de vérias ordens superiores,
~ 1076, que pode ser ignorado em presenca da soma, ~0,03.

configuragéo
indeformada

Figura 4.8: Em (a), um corpo arbitrdrio em sua configuragao indeformada, e um ponto P na
coordenada x. Em (b), o elemento diferencial em x em sua configuragao deformada.

Observagao 2: a deducao de (4.26) foi feita usando o volume finitesimal do exemplo, i.e., as
dimensoes L,, h, € b,. De fato, a deducao pode ser repetida para um ponto do corpo de dimensoes
diferenciais dV, = dx X dy x dz. Um elemento desse tipo é ilustrado na Figura 4.8, em que se
tem as componentes normais de deformacdo atuando sobre o elemento diferencial. As dimensoes
do volume deformado sao dz(1 +¢,), dy(1 +¢y) e dz(1 +€.). Nesse caso, a dedugdo mostrada em
(4.24) se repete da mesma forma, apenas que adaptada para um volume inicial diferencial dV, que
se deforma em um volume dV:

L _dv—dv, _av
L A A
_ dV,(1+ EJ;)SV—F gy)(l+e) 1, (4.27)

= EptéEyte,tereye, 2extEy+es.

No exemplo, a deformacgao volumétrica calculada se aplicava & barra como um todo. Entretanto,
num problema arbitrdrio, em que as deformagoes possuem um gradiente, i.e., seus valores variam
de ponto a ponto, se tem que £, = €;(x), gy = £4(x),e, = €,(x), entdo a deformacao volumétrica
também varia ponto a ponto, i.e., ey = ey (x). Assim, diferentes regides do corpo desenvolvem
diferentes deformactes volumétricas especificas.

Observagao 3: a dedugao da deformagao volumétrica em (4.27) foi feita apenas com as compo-
nentes normais de deformacao. Isso é feito pela consideracao que, no regime de pequenas defor-
magoes, as deformacgoes cisalhantes nao causam mudanca de volume, se passam a volume
constante. O cisalhamento causa apenas distorgao geométrica, enquanto as deformagoes normais
mudam o volume, sem distor¢oes na geometria.
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Figura 4.9: Corpo de prova cilindrico padronizado na norma ASTM-8M-97. R, = 75 mm, L, =
62,5+ 0,1 mm, D, =12,5+ 0,2 mm, r = 10 mm. Outras dimensées, devem ser vistas na norma.

4.4 Casos cldssicos de campos cinematicos

As relagoes deformagao-deslocamentos (4.12) podem ser usadas para identificar o campo de de-
formagotes associado a um campo de deslocamento conhecido. Consideremos um corpo hexaédrico
regular, com dimensoes a X b X ¢ nas diregoes cartesianas. Fsse formato do corpo foi escolhido apenas
por conveniéncia para simplificar a visualizacdo das ilustracées. Consideremos alguns campos de
deslocamentos tipicos.

Elongamento simples

Este tipo de deformacao é definido pelo seguinte campo de deslocamentos

u(x) = kz, v(x) = —vky, w(x) = —vkz, (4.28)

onde x = (z,y, z) € o vetor posi¢do no corpo. k é uma constante real e v o coeficiente de Poisson.
Esse campo de deslocamento ¢ ilustrado na Figura 4.10 para um valor real positivo de k.

y“:__________________________% yA
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@ ;Z_’/f a fj (b) e a o]

Figura 4.10: (a) Corpo prismético em forma de barra e (b) visualizagdo do campo de deslocamento.

As deformacées sdo:

ou ov ow
ex(x) = 9 k, o ey(x) = oy —vk,  ex(x)= o —vk,
Vay(X) = Vaz(X) = 7,.(x) = 0. (4.29)

Entao, o tensor deformacao em todos os pontos do corpo é

k 0 0
ex)=10 —vk 0 (4.30)
0 0 —vk

Cisalhamento plano puro

Este ¢ definido pelo campo de deslocamentos

u(x) = ky, v(x) = w(x) = 0. (4.31)
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que é ilustrado na Figura 4.11. As deformagoes sdo dadas por
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Figura 4.11: Bloco prismdtico e visualizagao do campo de cisalhamento plano.

e2(x) = gy(x) =e:(x) =0,
() = 42 () = 7,2(x) =0 (132
Tay\X) = oy Ox Taz\X) = TyX) = V. :
E o tensor deformacao correspondente é
0 k/2 0
ex)=| k/2 0 0|, (4.33)
0 0 0

= Yay /2 = k/2. A deformagao de engenharia Vay € ilustrada na Figura

uma vez que gy = Eyg
3 e se a deformacao

4.11b. Por exemplo, se o corpo tiver dimensoes a X b x ¢ = 40 x 30 x 20 mm
for controlada por k = 0,002, o campo de deslocamento ¢ u(x) = 0,002y e v(x) = w(x) = 0, e
o deslocamento méximo ao longo de x é umax = u(z,b,z) = 0,060 mm. O angulo de deformagao

cisalhante de engenharia no plano zy ¢ v,,(x) = 0,002 rad.

Flexao plana

Considere o seguinte campo de deslocamentos:

u(x) = —2kzy, v(x) = ka?, w(x) = 0.
e
A
yt wloo 5 /,‘»;Ad‘”dx ‘{ dv/dx
bI L ox _’)'c_'_it'_—:'—:':—'::}:};:"’ =1 yf v(x)
P — —— e

Figura 4.12: Bloco em forma de barra e deslocamentos de flexao plana.

Se ela for submetida ao campo

A Figura 4.12 ilustra uma barra longa de secao retangular.
Um segmento

de deslocamentos descrito, sua configuracao deformada serd como na figura (b).
PQ perpendicular ao eixo x desloca-se como um corpo rigido, sofrendo translagdo v e rotagao 0,
mantendo-se reta, assumindo a posi¢ao pq. O deslocamento transversal v(z) s6 depende de z. A
rotagao 6 ¢ igual a tangente da linha axial flexionada, i.e., 8 = dv/0x = 2kx. Entéao, o deslocamento
de um ponto S sobre a linha PQ, de coordenada y, desloca-se axialmente por u(zx,y, z) = —0y, i.e.,

u(z,y, z) = —2kzxy.
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u(x,t) = —2wq cos(wt) zy, b(x,t) = qw cos (wt) z2, w(x,t) =0, e
i(x,t) = 2w?qsen(wt) zy, B(x,t) = —qw? sen (wt) z?,  W(x,t) =0. (4.39)
As aceleragoes dao origem as forgas de inércia na barra.

Uma vez que o campo de deslocamentos varia no tempo, todos os demais campos, de deformacao
e de tensoes, também variam de maneira coerente. Por exemplo, as deformacées se tornam

ex(x,t) = ?;:z = —2¢ sen (wt) y, gy(x,t) = e,(x,t) =0,
ou  Ov
'yxy(xv t) - aiy + 87.% - 0) ’Yzz(xa t) - ’sz(xa t) =0. (440)

Observagoes. Note que, sempre que se tenha um campo de deslocamento dado, o processo de
obtencao das deformactes é direto, i.e., basta efetuar as diferenciagoes nas relagoes deformacao-
deslocamentos. Entao, para qualquer funcao que se possa escrever para um campo de deslocamento,
existird um tnico campo de deformagoes, facilmente obtenivel. Entretanto, na mecénica dos sélidos,
a situacao quase universal é a inversa: o campo de deslocamentos é consequéncia dos campos de
deformacao e de tensao, e estes sao associados ao carregamento e as condigoes de vinculagao. Isto
pode ser visto no seguinte diagrama:

Forcas,
deslocamento

NOS apoios

Deslocamentos

v
v

Tensoes

v

Deformacoes

(4.41)

Uma vez que é bastante complexa essa sequéncia de operagoes, existe uma grande quantidade de
métodos sofisticados que busca inverter a sequéncia de cdlculo. O mais poderoso e versatil desses
métodos, o Método de Elementos Finitos, consegue justamente isso, i.e., consegue obter primeiro
uma aproximacao dos deslocamentos. Assim, as demais entidades podem ser obtidas de maneira
direta, i.e.:

Critérios
Deslocamentos——{Deformagdes » Tensbes —» de
\ / falha
Relactes Relagbes
Deformacao- Constitivas
Deslocamento (1.42)

Com o campo de tensoes se pode avaliar a seguranga do componente quanto a todos os modos de
falha dependentes do campo de tensoes. Para os modos de falha dependentes dos deslocamentos,
como as falhas por baixa rigidez, a avaliacao ja é feita diretamente do campo de deslocamentos
obtido inicialmente.

4.5 Ensaio de tragao - diagrama tensao-deformacgao

O chamado ensaio de tracao é a forma mais bésica e utilizada para a determinagao experimental de
propriedades mecéanicas de materiais da engenharia. O procedimento consiste em, primeiramente,
construir corpos de provas do material que se deseja testar. Duas formas s@o mais comuns aos
corpos de prova, os cilindricos e os de segao retangular. A Figura 4.9 mostra as dimensoes
normalizadas do corpo de provas cilindrico conforme a norma ASTM[2] para teste de materiais
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Figura 4.14: Esbocgo geral de ensaio de tracdo numa méquina padrao.
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Figura 4.15: Diagrama forca x variacdo de comprimento no ensaio de tracao, tipico de um ago

doce.

aplicada torna-se permanente no corpo de provas, mesmo que a carga seja re-
movida. Essa regiao termina quando se atinge a médxima carga que o material é capaz de
suportar, Fiax-

Trecho DE - Regiao de estric¢ao no corpo de prova. Quando a carga atinge Fihax, qualquer
tentativa de incrementar a carga levaria & ruptura do corpo. Entretanto, por um controle de
deslocamento do travessao da maquina de ensaio, a carga pode ser gradualmente reduzida de
forma a permitir um acréscimo lento da deformagao. Entretanto, nessa regiao, a deformacgao
nao mais é uniforme sobre a extensao til do corpo de provas (segmento AB na Figura 4.9. Em
vez disso, ela passa a concentrar-se numa regiao de pequena extensao, formando uma zona
de estricgao, como indicado nas linhas tracejadas da Figura 4.9. Nessa zona, o estado de
tensoes é varidvel de ponto a ponto, e é triaxial. O ponto E do diagrama 4.15 indica o ponto
de fratura do corpo de provas em duas partes.

Deve-se observar que um diagrama F'x AL depende nao apenas do material mas também

da geometria do corpo de provas, do comprimento ttil L, e da drea inicial da segao
transversal A,. Essas influéncias podem ser eliminadas, até certo ponto, normalizando o diagrama
F x AL da seguinte forma:

1. Dividindo AL por L,, o que define a deformacao de engenharia: ¢ = AL/Ly;

2. Dividindo a for¢a F' por A,, o que define a tensao normal média de engenharia na regiao ttil

da barra: o = F/A,.
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de um material. Entretanto deve-se notar que sempre resultarao modificagoes permanentes na
microestrutura do material, ndo importando quao pequena seja a deformacao. A consideragao de
que o material possui uma faixa eldstica é feita de forma aproximativa, quando as diferencas geradas
na microestrutura sao tao pequenas a nao poderem ser observadas com equipamentos simples nas
condicoes rotineiras de medicao dos ensaios padronizados tipicos.

Para metais, o comportamento eldstico ocorre sempre que a tensao aplicada durante o carrega-
mento, o, tenha sido inferior a um certo valor limite, denominado tensao limite de escoamento,
og. Entao, se durante o carregamento trativo

o< og, (4.44)

teremos comportamento eldstico. Nota: o diagrama 4.17 apresenta também a curva ¢ X € para
compressao. Para agos, essa curva é bastante semelhante & curva de tragao, enquanto materiais
fréageis como o concreto e o ferro fundido (Figuras 4.20 e 4.21) apresentam curvas bastantes distintas
no primeiro e no terceiro quadrantes.

Em materiais que possuem uma regiao linear no gréfico o X €, como o0s agos, o limite plédstico
praticamente coincide com o limite de proporcionalidade (o final do trecho reto do diagrama),
e sao frequentemente tomados como um tunico ponto no diagrama. Entretanto, o comportamento
eldstico é observado mesmo em materiais cujo comportamento é completamente nao-linear, como
as borrachas (elastomeros), por exemplo.

Tensdo [MPa|
Novas,-

\4

mV

0 B e 0

@ |0.002 (b)

Figura 4.18: (a) Método da deformacao 0,2 % para determinagao da tensao de escoamento do
material; (b) Lago de histerese.

Comportamento plastico

Quando o carregamento no material metélico é tal que
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Figura 4.19: Diagramas tensao-deformacao de engenharia tipicos para agos de baixo e alto teor
de carbono e para aluminio. (Os valores de deformagao até o limite linear foram multiplicados por
5 para melhor visualizacao.)

o>o0g, (4.45)

o descarregamento se processa ao longo da linha BC da Figura 4.17. Assim, quando a tensao cai a
zero, o material mantém uma deformacgao residual, de valor 0—6‘ Note que, apds remover toda
a tracao, podemos continuar a solicitar o material em compressao, seguindo no diagrama ao longo
da linha C—D> Se a compressao progredir, eventualmente chegaremos a uma situagao de deformagao
nula, no ponto E, porém af a tensao serd nao nula, de valor O? .

O processo de plastificagao (ou escoamento do metal), se caracteriza entao pelo
desenvolvimento de alteragoes permanentes na estrutura atémica do material.

Tensao limite de escoamento inferior e superior

Quando se observa o diagrama 4.16 notam-se dois niveis caracteristicos de tensao, indicados por
Op; € Ops, as chamadas tensao de escoamento inferior e superior. Essa forma de diagrama, com o
patamar horizontal de escoamento estendendo-se até deformagoes da ordem de € ~ 0,03, é carac-
teristico dos acos de baixa resisténcia, chamados agos doces, que sao acos com contetido de carbono
baixos, da ordem de 0,2 % ou menos. Acos de mais alta resisténcia, como os acos carbono de 0,06
%, apresentam curva suave, como ilustrada na Figura 4.19.

4.5.3 Tensao de ruptura, de fratura e elongamento maximo

O ponto méximo do diagrama o X € de engenharia indica a tensao limite de ruptura do material,
OR, que é associada a for¢ca maxima no ensaio de tracdo. A tensdo no final da curva indica a tensao
de fratura op. A deformagdo méxima de engenharia, e, é denominada elongamento maximo
do material, e é obtida no ensaio por

ARmax
R,

ERp = (4.46)

ARn.x = R— R, é a variacao de comprimento do corpo de prova rompido. E obtido apds a ruptura,
tornando as duas partes resultantes do corpo de provas rompido, e medindo a distancia final entre
os pontos C e D marcados na superficie do corpo de provas, e comparando & distdncia inicial R,
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Figura 4.20: Curvas tensao-deformacgao de engenharia tipicas para polietileno e para concreto
(preparado com 36 litros de dgua por saco de 50 kg de cimento, ensaiado com 28 dias de idade). Os
valores de deformacao para o concreto foram multiplicados por 10 para melhor visualizagao.

200 V
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-200
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cinza

400 /
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-8007 |
-0,06 -0,04 -0,02 0,00 0,02
Deformagéo
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Figura 4.21: Diagrama tensao-deformagcao de engenharia tipico para o ferro fundido cinzento.

4.5.4 Materiais frageis e dicteis

De forma nao muito rigorosa, materiais sao ditos diicteis se sao capazes de desenvolver deformacgoes
relativamente grandes até a ruptura final. Do lado oposto, os materiais frageis atingem sua tensao
final de ruptura com pequenas deformacoes.

Observando os diagramas 4.19, 4.20 e 4.21, se tem uma visao mais clara desse conceito. Um ago
de baixo carbono, (0,1 % de C), desenvolve uma larga faixa de deformagoes plésticas, enquanto o
aco de alto carbono, mais resistente, deforma-se menos até a fratura. Entao pode-se dizer que o

segundo material é mais frégil que o primeiro.
Materiais de engenharia tipicamente frageis sao, por exemplo, os seguintes:

> concreto > rochas
> ferro fundido > vidro
> agos de alta resisténcia > cerdmicas

> alguns polimeros

Materiais diicteis tipicos sao:
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Figura 4.22: Ilustracdo do principio de sobreposicdo dos efeitos em um problema de flexao de
vigas.

Observe que esse principio depende apenas da linearidade do problema - nao é restrito a problemas
de flexao de vigas como na presente ilustragao, mas a todo problema de formulacao matemaética.

Que esse principio funciona apenas em problemas lineares pode ser visto rapidamente com um
exemplo simples. Considere-se inicialmente um problema linear, como uma equagao de uma varidvel,
f(x) = ax. Entao o dado de entrada, o “carregamento”, é z, e a solugao é o valor resultante, f(x).
Assim, tem-se que:

e Problema 1: f(z1) = azy;
e Problema 2: f(x2) = azy;

e Problema 3: f(z2 + x1) = ax; + axy. Entdo, f(ze + z1) = f(z1) + f(22), 0 que confirma o
principio.

Agora consideremos o problema nao linear mais simples possivel, f(z) = axz?. Agora temos:

e Problema 1: f(z1) = ax%;
e Problema 2: f(x3) = ax3;

e Problema 3: f(x2 +x1) = a(z1 + x2)2 = az? + az? + 2ar179. Entdo, f(wg + x1) = f(21) +
f(z2) + 2az122, 0 que é diferente de f(x1) + f(x2), e o principio nao é aplicavel.

4.7 Relagao tensao-deformacao triaxial - Lei de Hooke

No Capitulo 3 definimos o vetor tensao e suas componentes, que formam o tensor tensao. In-
dependentemente, no presente capitulo, definimos as componentes do tensor deformacao e suas
relacGes com o gradiente do vetor deslocamento. Temos entdo duas entidades, tensao e deformacéo.
Ambas definidas de forma independente uma da outra. De fato, cada uma, é definida de forma
puramente abstrata, matemadtica. Nenhuma delas tem relacao com o comportamento de um dado
material. Por exemplo, se tomamos uma barra de 100 mm de comprimento, e aplicamos uma vari-
acao de comprimento de 0,1 mm, pode-se calcular uma deformacao média de 0,1%. Nota-se que
isso é apenas uma relacao geométrica entre dimensoes antes e depois de aplicado o campo de deslo-
camento. Nao ha nenhuma relagao fisica com o carregamento aplicado ou com as caracteristicas do
material. Da mesma forma, se uma forca de 20 kN for aplicada axialmente numa barra de segao
transversal de drea 100 mm?, se tem uma tensdo média de 200 MPa. Isso seria assim tanto para
uma barra de aco quanto de papelao. Esse valor nao leva em conta as caracteristicas do material,
e nao implica que, de fato, seria possivel essa tensao ser aplicada.

Dessa forma, na ciéncia geral denominada Mecanica do Continuo, dentro da qual se insere a
mecinica dos sélidos e a mecanica dos fluidos, existe um terceiro grupo de relacoes gerais além
das equagoes de equilibrio e das relacoes cineméticas: sao as denominadas relagoes constitutivas.
Essas sao relagoes entre o campo de tensao e o de deformacao, i.e., entre os tensores tensao e
deformacao. Podem ser representadas por relagoes do tipo
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Figura 4.23: Ensaios uniaxiais de tragao e cisalhamento.

de tensao e deformacgao. Entretanto, as situagOes reais de pegas em engenharia envolvem estados
triaxiais de tensao e deformacao. Assim, o grande desafio é definir relagoes entre as componentes
de ambos os tensores, i.e., entre

Ox Txy Taxz Ex Exy Exz
o= Oy Ty e €= €y  Eyz (4.51)
sim. o sim. €y

num dado ponto de um corpo. A forma como tensoes e deformagoes se relacionam depende de uma
grande quantidade de aspectos e condigdes como:

e material;

e velocidade de carga, se lenta, oscilante, de impacto ou outra;

e temperatura de trabalho;

e faixa de deformacgao, se “pequenas”, “médias” ou “grandes” deformagoes;

e tipos de comportamento: eldstico, plastico, viscoelasticidade, viscoplasticidade, etc.

e tipo do material, se homogéneo ou heterogéneo (composto, poroso, granulado como concreto,
...), se isotrépico, ortotrépico ou anisotrépico.

Para cada uma dessas situagoes, ou combinacao de situacoes, a relacao constitutiva é expressa de
forma apropriada: via equagoes algébricas, via equagoes diferenciais envolvendo taxas de deformagao
e de tensdo, ou via equacoes integrais. Como estamos apresentando um primeiro curso em mecanica
dos sélidos, trataremos do caso mais simples e tradicional em engenharia, que, de resto, mostra-se
adequado ao tratamento da quase totalidade das estruturas mecéanicas e civis tratadas rotineira-
mente. A relacdo constitutiva desenvolvida a seguir terda validade apenas dentro das seguintes
condigoes:

e materiais homogéneos;
e materiais isotrépicos;
e materiais que possuem faixa linear nos diagramas o X € e 7 X 7;

e materiais que possuem uma faixa eldstica no diagramas o x € e 7 X 7;
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Figura 4.24: Parcela de deformacao €, proveniente das tensoes o, 0y € 0.

efeitos. Isso significa que a variacao de comprimento do elemento na direcao x é a soma das variagoes
obtidas quando as tensoes eram aplicadas uma por vez, i.e., somando (4.53), (4.55) e (4.56) temos

ey dr = el dz + e dr 4P da,

i.e.,

g v 14
€m:§m—an— EO'Z. (457)

Note que, implicitamente, estamos usando o resultado de uma observagao experimental:

Em materiais isotrépicos, tensoes cisalhantes ndo provocam deformagoes normais,
da mesma forma que tensoes normais nao provocam deformagoes cisalhantes.

A equagao (4.57) produz entao a deformagao em x proveniente da aplicagdo simultanea das trés
tensoes normais. De forma semelhantes, as deformacoes €, e €, podem ser obtidas, gerando mais
duas equagoes constitutivas.

Para as tensoes e deformagoes cisalhantes, usamos uma outra observagao experimental:

Num material isotrépico, a tensao cisalhante num plano, por exemplo 7, provoca

- i 4.
apenas deformagoes cisalhantes no mesmo plano, no caso v,,, i.e., 75, =7,, = 0. (4.58)

Entao, v,, se relaciona apenas a Tuy, Vg, & Taz € Yy, a Tyz. O relacionamento entre tensao e
deformacao na faixa eldstico-linear do material é dada pela equacao (4.17):

Tz Tz Tyz
Yoy = Fyv Yoz = G e Yyz = é : (459)

Com isso, coletando (4.57) e (4.59), temos o conjunto completo de equagoes tensao-deformagcao
para o material eldstico-linear:
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(e [+ % -2 0 0 07 ( os aAT
£y = —% 0 0 0 oy aAT
1
€, _ o (1] 0 0 o + aAT (4.68)
")/yz a 0 0 Tyz 0
Yza é 0 Tzx 0
\ Ty | sim. é 1\ Tay 0
Isso pode ser compactado na forma simbdlica
e =Co + €. (4.69)

onde €' = {aAT,aAT,aAT,0,0,0}7 ¢ o vetor de deformacdes térmicas. A forma inversa pode ser
obtida pela inversa da matriz de flexibilidade:

o=D(e—¢€"). (4.70)

Exemplo 4.1.1 — bloco sob compressao

Considere um bloco ortogonal de material eldstico linear, de dimensoes A x B x C' nas direcoes carte-
sianas, respectivamente. Fle é montado numa cavidade que consideraremos infinitamente rigida,
como na Figura 4.25. O bloco ¢é ajustado & cavidade de forma a manter contato em 5 de suas faces,
podendo se deformar sem atrito. Na face superior, uma pressao p é aplicada na direcao z. Qual o
valor das tensoes transversais o, e 0, em termos de p?

xA

4

L L
/7

VA (@) (b) >

Figura 4.25: Bloco sob compressao ajustado numa cavidade absolutamente rigida.

Solugao:

O estado de deformacao do bloco é uniaxial, com apenas a componente vertical £, nao nula.
As tensoes sao determinadas pela Lei de Hooke triaxial (4.63), que resulta em todas as tensoes
cisalhantes nulas, e as tensoes normais dadas por

or = (2G+ Ney,
Oy = 0,= Mg (4.71)

Como o, = —p, temos na primeira equacgao a deformacao axial
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Figura 4.27: (a) Barra indeformada, (b) sob o efeito térmico, desvinculada, (c) com as extremi-
dades fixas.

AL = Lol =3.000 x 11,7-107% = 3,51 mm,
Ab = bpel, =10x11,7-107* =11,7- 10 *mm, (4.76)
Ah = hpet =10x11,7-107% = 11,7103 mm.

(b) A situagao em que a barra se encontra biengastada sob o efeito térmico pode ser simulada
considerando como ponto de partida a solugdo do item (a) acima. O comprimento final ali é
L =Lo+AL = 3.003,51 mm. Consideramos que, se aplicarmos uma for¢a F' de valor adequado nas
extremidades, compressiva, essa forga vai reduzir o comprimento a partir de 3.003,51 mm até que a
barra retorne ao seu comprimento original. Com isso, a barra desvinculada assume a configuragao
de uma barra biengastada, em que a tendéncia de dilatacdo do AT é compensada pela forca F,
pelo menos axialmente. A forca F' é interna, e é aplicada pelos apoios para reprimir a tendéncia de
deslocamento axial. Os cédlculos sao os seguintes.

Para o caso da barra, podemos considerar que uma forca axial F' gere uma distribuicao uniforme
de tensoes e de deformagoes dados por

F AL

O'x:Z € Ex I

Usando a lei de Hooke uniaxial, o, = Fe,, temos a relagao entre a forca e o elongamento AL:

(4.77)

or = FEeg,
F AL FL
A L - EA (4.78)
Entao, a forga necessaria para anular o AL gerado termicamente no item (a) é
FL F 3.003,51
—AL = — -3,hl=— ——— 4.79
EA 7 217 200,000 x 100° (4.79)

o que resulta em F' = —23.373 N. Essa forca é sustentada pelos apoios, e gera uma tensao o, =
F/A = —233,73 MPa.

Exemplo 4.3 — Barra sob tragao e temperatura

Considere uma barra de ago estd engastada numa extremidade, sob a a¢ao de uma forga F' na outra
extremidade, como na Figura 4.28, e sob a agdo de um incremento de temperatura AT. Qual a
variacdo do comprimento da barra? Obtenha expresstes analiticas e aplique os valores: A = 100
mm?, Lo=3m, F=1kN, a=11,7-1076/°C, AT = 100 °C.
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Figura 4.28: Barra sob a agao de carga concentrada e incremento de temperatura.

Solucao:
Temos duas parcelas de deformacao axial, uma devida a forca aplicada, que gera uma tensao
0z, € outra devida ao incremento de temperatura, como indicado na Figura 4.28:

EgF = % e el = aAT. (4.80)
Entao, a deformagao total fica
Ox
€ =5 + aAT (4.81)

Para o caso de barras, podemos considerar a tensao e a deformacado axial uniformemente dis-
tribuidas, de forma que

F AL
Oy = Z (S Ex = T (482)
Usando (4.81), temos a relagao entre a forga, a temperatura e o elongamento AL:
o
Exr = Ex + OéAT,

AL F FLg
_— = = AT AL =—— ATL 4.83
Lo EA + o = EA + « 0 ( )

Nota-se que o primeiro termo a direita da igualdade, F'//EA, é o mesmo do elongamento d barra
no caso nao térmico. O segundo termo incorpora mais uma parcela de elongamento devido ao
incremento de temperatura. Para os numéricos do exemplo,

FL
AL = 7ﬂQJraATLO,
103 x 3.000 _6 3
= o 1,71 100 x 1 4.84
200108 x 100 T 11 T 10T 100> 107, (4.84)

= 0,15+ 3,51 = 3,66 mm.

A deformacao axial final vem de (4.83), ou mais simplesmente de ¢, = AL/Ly = 0,366 %.

4.7.2 Experimentagao das propriedades elasticas

As relagoes (4.62) sao definidas por apenas trés constantes de material, F, G e v, em lugar das 21
da forma (4.52). Entretanto, prova-se que apenas duas dessas constantes sao independentes
num material homogéneo, isotrépico eldstico linear. Existe uma relagao fixa entre elas, dada por
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Exemplo 4.4 — Determinacgao experimental de propriedades eldsticas

Considere um ensaio de tragao para determinar as propriedades eldsticas de uma certa liga de ago.
O corpo de prova é do tipo cilindrico padrao como na figura 4.9, com comprimento util L, = 62,5
mm, didmetro inicial D, = 12,5 mm. As medic¢oes indicaram que, para uma carga axial F' = 40
kN, a variacdo no comprimento ttil foi AL = 0,101 mm e houve uma reducdo no didmetro de
AD = —5,94 um. Determine os médulos de elasticidade F e G, e o coeficiente de Poisson v.
Solucao:

Nesse problema usamos diretamente as equagoes (4.86) e (4.87). A tensdo axial o, e as defor-
magoes axial €, e transversal €4.qns S0

F 40-10% 40-10°
r T AT TDZj4 T 1227 a’
AL 0,101
=—=—"—-—=1,62-10"3
T, T 625 ’
AD  —5,94-1073
Etrans = D, = 12,5 =—-4,75- 1074,
As propriedades eldsticas vém de (4.87):
Oz 326 MPa
FE = —=———=201GP
e, 1,62-10-3 &
Etrans _4, 75 - 10_4
= - = = 0,293
Y Ea 1,62-103 70
E 201
G = = = 77,7 GPa.

2(1+v)  2(1+0,293)

Observe que a validade desses valores depende de que um descarregamento seja realizado no ensaio,
de forma a verificar se o material, sob aquele nivel de tensao (o, = 326 MPa), encontra-se em sua
faixa eldstico-linear. Além disso, como em qualquer experimentacdo, é necessdria a realizacdo de
diversos ensaios nas mesmas condigoes devido & dispersao estatistica de valores. Usualmente, pelo
menos trés corpos de provas devem ser testados.

Exemplo 4.5 — Caso de Estado Plano de Tensoes.

Considere uma placa de ago retangular de dimensoes a X b x h nas diregoes z,y, z, submetida a
forcas estdticas coplanares ¢, e g, em (N/ m?), uniformemente distribuidas sobre suas bordas, como
na Figura 4.29. Num certo ponto foram colocados dois extensometros, A e B, para medirem
as deformacoes nas direcoes x e y, respectivamente. Os valores obtidos foram ¢, = 5,0-107% e
gy, = 1,0-107% Determine: (a) as tensdes o, e 0y, € 0s carregamentos ¢, e q,; (b) a deformagao
transversal ¢, na placa. O ago usado tem F = 204 GPa e v = 0, 25.

:++qu+++++
i

22222237

Figura 4.29: Placa bi tracionada do Exemplo 4.5.
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Figura 4.30: Vistas de uma torre de transmissao elétrica tipica.

barras da estrutura como um todo podem ser determinados, por exemplo, pelo método das se¢oes,
no caso de uma estrutura simples, como detalhado no Capitulo 2. Para estruturas mais complexas,
se pode usar métodos de energia, como no Capitulo 14, ou o Método de Elementos Finitos, como no
Capitulo 15. Em geral, o processo de andlise de uma estrutura de barras segue, aproximadamente,
os passos ilustrados no diagrama da Figura 4.31.

Tenso axial Falhas:
Estrutura > Esforgos c;?t?araé: em >{ - por escoamento;
. - por flambagem.
Métodos:
- das seges,
- de energia;
- MEF;

Figura 4.31: Fluxograma aproximado para andlise de uma estrutura de barras.

Um tipo ainda mais simples que uma barra do tipo que constitui estruturas como as torres de
transmisséo ilustradas acima, sdo os cabos de ago, que suportam apenas esforcos trativos. A Figura
4.32 ilustra um cabo usado como pendural de sustentacao do viaduto central da Ponte Hercilio Luz
em Florianépolis. Também a andlise de cabos se insere no escopo da formulagao vista nessa secao.

Consideremos um segmento de barra reta, com drea de segao transversal dada por uma
fungao de z, A = A(z), como na Figura 4.33a. Para um problema tridimensional, as forcas de
corpo nas equagoes diferenciais de equilibrio, (4.98), tem as componentes feg, fey € fe. em unidades
[N/m?]. No problema de barra, buscamos uma idealizagdo em que todo o carregamento seja axial.
Assim, comegamos por limitar o carregamento apenas & componente axial da forca de corpo, fe;.
Também, buscamos uma situagdo em que todos os campos (deslocamentos, tensoes, deformagoes),
sejam uniformes ao longo de cada secao, i.e., todos os campos devem depender apenas da coordenada
axial x. Assim, admite-se na formulagdo de barra apenas forcas de corpo uniformes em cada secéo,
de forma que fe.; = fex(x). Nesse caso, é usual definir uma carga distribuida por unidade de
comprimento, dada por

pa(z) = A(2) fea (). (4.103)

Esse é um carregamento distribuido p, na dire¢do axial, de forca por unidade de comprimento
axial. O valor da carga é uma fun¢@o conhecida p, = p;(x) como na figura 4.33b. Adicionalmente,
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Figura 4.32: Detalhe do cabo de agco de um pendural de sustentacao do vao central da Ponte
Hercilio Luz, em Florianépolis.

sabe-se que cada secao transversal suporta um certo valor de esfor¢co normal N, i.e., temos a
fungao N, = N (z) do esforgo como na Figura 4.33c.

A(X)

Cargadistribuida p, [N/m]

X

Figura 4.33: Segmento de barra de se¢ao varidvel, sob carga axial distribuida q,.

Desejamos obter uma relagao que nos dé o deslocamento axial de uma se¢ao x na direcao axial,
u = u(z), em termos de fungoes conhecidas: p,(x), do médulo de elasticidade do material E e das
condicoes de vinculagao da barra. Isso serd feito usando os trés grandes conjuntos de equagoes gerais
da mecanica dos sélidos. Primeiramente consideramos as trés equagoes diferenciais de equilibrio
estatico, eqs.(4.98), para acelera¢oes nulas. Consideramos que no problema de barras retas sob
carga axial, todas as componentes de tensao sao nulas, exceto o, i.e.,

Oy =0, ="Tgy =Tgz =Ty, =0. (4.104)
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Além disso, considera-se que o, seja uniforme em cada se¢do, de forma que o, = o,(z). Assim,
das trés equagoes de equilibrio (4.98), as duas tultimas se tornam identicamente nulas, e a primeira
reduz-se a

%(;““ + feo = 0. (4.105)
Uma vez que todos os termos dependem apenas de x, podemos integra-los sobre a drea da segao
transversal:

0oy
A 8$

dA + / fondA = 0. (4.106)
A

A integral a esquerda pode ser trocada de ordem com a derivada, resultando

9 N,
O [ aas po [ a4 — 41
ax/AadH /Ad 0 N = p(a) (4.107)

Como a carga p, é suposta conhecida, o esfor¢o N, (x) pode ser determinado em qualquer se¢ao. Essa
é a forma da equacao de equilibrio da barra em sua forma diferencial, em termos do carregamento
local e do gradiente do esfor¢o normal.

Figura 4.34: Segmento de barra de comprimento diferencial dzx.

2a dedugao. Uma outra forma de deduzir (4.107) é a seguinte. Primeiro nos concentraremos nao
na barra inteira, mas num pequeno segmento de comprimento diferencial dz, localizado na segao
de coordenadas z, como na Figura 4.34, que mostra um diagrama de corpo livre. A forga externa
atuando no segmento é p,dz, e nas segoes transversais atuam N, e (N, + dN,) como indicado.
Entao, a equagao de equilibrio de forgas na diregao axial é

Y Fo—  =Ng+ (Ny+dN,) + ppdz =0,

o que gera (4.107).
A hipdtese que as tensoes se distribuem uniformemente em cada secao significa que a tensao em
cada ponto é igual ao valor médio

_ Ny (z)
oz(x) = )

Sendo as demais componentes nulas. Em seguida, consideramos as seis relagoes deformacgoes-
deslocamentos (4.12). As hipéteses simplificativas do modelo indicam que cada segao
transversal da barra permanece plana e se desloca apenas axialmente. Entao, a com-
ponente de deformagao axial u ¢ uma fungdo apenas de z, i.e., u = u(x). Como consequéncia, a
componente axial da deformacao se se torna

(4.108)

x(7) = (4.109)

%7
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(©

u(L)
(d)

®) o N
Figura 4.35: (a) Barra uniforme; (b) Diagrama de corpo livre; (c¢) Diagrama de esforgos normais;
(d) Diagrama de deslocamento axial.

A reagao no apoio ¢ obtida pela condigao de equilibrio global Y~ F, =0, i.e., R — F =0, tal que a
reagao ¢ R = F', como na Figura 4.35a.

O esforgo normal em cada segao é obtido pelo método das segdes, como na Figura 4.35b. Por
equilibrio, N, (z) = F, Vx € (0; L). O diagrama de esfor¢o normal é uniforme como na figura (c).
O deslocamento numa secao arbitraria, u(z), vem de (4.117). Como a barra estd fixa na extremi-
dade, a condi¢@o de contorno é u(0) = 0. Como N,, E e A independem de z, eles podem ser postos
fora da integral resultando

u(z) —@ = % /:0 dt — u(z) = %, V€ [0; L] (4.122)
=0

Trata-se entdo de uma variagdo linear em z, como ilustrado na Figura 4.35d. A deformacao é
uniforme, ¢, := du/dx = F/EA. A variacao total do comprimento da barra é obtida para x = L:

AL =u(L) = % (4.123)

Dedugao alternativa

Em lugar de obter a expressao para o esforgo normal e usarmos (4.117), podemos integrar (4.115).
Como a carga no problema ¢é concentrada na extremidade C (Figura 4.35a), a carga distribuida é
nula, g;(xz) = 0, Vx € [0; L]. Entao, integrando (4.115) duas vezes temos
du
e C1 e u(x)=Ciz+ Cy, (4.124)
x

onde C] e (s sao constantes de integragdo a serem determinadas pelas condigoes de contorno
do problema, que sao:

A segunda condigdo pode ser posta em termos do deslocamento, substituindo N, = EAdu/dx de
(4.113). Entao as duas condicoes de contorno do problema diferencial ficam

u(0) =0, na extremidade do apoio B,

N.(L)=F, na extremidade carregada C. (4.125)

u(0) =0,
P (4.126)
dx )

=L

A primeira condigao, u(0) = 0 em (4.124) resulta Cy = 0, e a segunda condigao produz FAC] = F,
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ie., C1 = F/EA. Usando as constantes a (4.124) temos a solugao do problema, u(z) = Fx/EA,
que é a mesma ja obtida pelo outro método em (4.122).

Exemplo 4.6.1 — Elongamento de barras em paralelo

Considere uma plataforma AB inicialmente horizontal, suportada por barras verticais 1 e 2, como
ilustrado na Figura 4.36. A barra AB suporta uma forca F' a uma distancia a do ponto A. Considere
que as barras 1 e 2 possuem as seguintes caracteristicas: Ly, A1, F1 e opg1, € Lo, As, Eoy € ops
respectivamente, para comprimento, secao transversal, médulo de elasticidade e tensao de inicio
de escoamento. Considere a plataforma AB absolutamente rigida. (a) Identifique a posi¢ao a da
forga que faz com que o sistema se deforme mantendo a plataforma AB na horizontal. (b) Qual
o coeficiente de seguranca quanto ao inicio do escoamento? Considere os valores numéricos: L; =
Ly =L =1m, E; =200 GPa, Ey = 70 GPa, A; = 5 mm?, Ay = 15 mm?, 01 = 0py = 0p =
350 MPa, D = 1,5 m, F' =1 kN. Considere que as barras verticais sao suficientemente longas para
que se possa ignorar os efeitos dos momentos fletores devidos a jungao rigida entre a plataforma e
as barras. Entao, a analise pode ser feita como se as unices fossem rotuladas.

| T &
A r
. D R L;
Yigle—2 »F
y AL Ly B
I "X I
avV
’r"~}_ S— - v,
IR .. )

Figura 4.36: Barra horizontal AB suspensa por duas barras verticais 1 e 2.

Solugao:
O problema ¢é isostético, como pode ser visto no diagrama de corpo livre da Figura 4.37. As
condicoes de equilibrio global sao

> F, - Ri+Ry=F,
> M} — RyD=Fua. = R =F(1—-a/D) e Ry=Fa/D. (4.127)

As condigoes de compatibilidade geométricas da configuragao deformada é a relagao entre os elonga-
mentos v; e vy das barras. A relagdo imposta é:

V1 = Vg. (4.128)
Os esforgos normais nas barras sao obtidas pelo método das secbes, que resultam Ny = Rj e
Ny = Rs. A relagao entre os elongamentos e as reagoes é

_ N1 Ly v — NaoLg
E1A1 2 E2A2‘

01 (4.129)
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deformacoes cisalhantes em (4.119):
Ou Ov
’ny(l',y,z) - aiy + % - 07
= 0+ W =0 — CO1(z,2) = C1(2) (4.135)
ou Ow
= o _— = O
’}/LBZ(:'E’ y’ Z) az 6.%' Y
oC:
= o+28(f’y) =0 — Oy(z,y) = Ca(y). (4.136)
ov  Ow
= 240
PYyZ(x7 y’ Z) 82 + ay Y
= 41 (z) + dCs(y) =0 — (1 = const., Cy = const. (4.137)
dz dy
Entao a solugdo é o campo de deslocamentos (4.133) na forma
Ny N
v(y) = —vY +Cy e w(z) = UL % + o (4.138)

As constantes C e Cy devem ser identificadas pelas condi¢oes de contorno da barra. Por exemplo,
se a barra for vinculada com um ponto fixado, por exemplo v(0) = w(0) = 0, se teria C; = Cy = 0.

@

(b)

(©

Figura 4.38: Dados e diagramas de corpo livre do Exemplo 4.7. Forcas em kN.
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Exemplo 4.8 — Variagao de comprimento de barra escalonada

Considere uma barra escalonada como na Figura 4.38a, com trés segmentos, AB, BC e CD, de
comprimentos L1 = Ly = 100 mm e Lz = 150 mm. As dreas de secdo transversal sdao A1 = Ay =
800 mm? e A3 = 1200 mm? respectivamente. As forcas axiais sio concentradas, aplicadas nas se¢oes
B, C e D, de valores Fg =20kN, Fo = 30 kN e F)p = 55 kN. O material é aluminio, com E = 70
GPa. Determinar o deslocamento das se¢oes C, D e E.

Solucgao:
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2H

Figura 4.40: Barra de segao retangular varidvel sob tragao.

normal, que em qualquer segdo ¢ N, = F. A meia altura da segao, r(x), numa se¢ao de coordenada
x, € obtida da funcao ae® a partir dos dados geométricos dados. As constantes a e ¢ sao obtidas
de forma a satisfazerem as condicoes 7(0) = H e r(L) = h. Isso produz a = H e ¢ = (1/L)In(h/H).
Entao, a funcao a meia altura fica

r(z) = H Exp (% ln(h/H)) . Vzel0:L). (4.142)

A drea da segao transversal é A(x) = 2br(x). O deslocamento numa se¢ao arbitréria  é dado por
(4.116)

= 0 df = —— —
uw) = w0+ | Fa@ ¥ 2mE /f:o ect
F(1—e )
= ——=. 4.14
u@) 2H Ebc (4.143)
O elongamento total é
FL(1—e k)
AL=u(l)= ————~. 4.144
L) = S Ebm(h ) (4.144)
Usando os valores numéricos do exemplo, temos ¢ = —2,31 - 1073/mm, @ = 10 mm, obtemos
AL = 0,155 mm. A deformagao axial e a tensdo normal variam por
du Fe Fe~
ex(z) = T = SHED e 0z(x) = Feg(x) = S (4.145)

Como a secao transversal diminui com z, a deformagao maxima ocorre na se¢ao B, em x = L:

. _ Feel 5.000e "
TR 2HED 2 x 10 x 70.000 x 10
Entao, a tensao normal méxima também ocorre na segdo B: 04 max = 04 (Lx) = Eeymax = 70.000
x 7,14 -107% = 50 MPa. A constante de mola da barra é dada por k = F/AL = 5.000/0,155 =
32,3 kN/mm.

=7,14-107% (4.146)

Exemplo 4.10 — Elongamento de barra sob carga distribuida

Consideremos uma barra de comprimento L, de se¢ao uniforme, montada num furo executado num
outro corpo, como ilustrado na Figura 4.41. A montagem é tal que existe contato com entre ambas
as superficies. Uma forca axial F' é aplicada na extremidade livre A. Essa forca é resistida por uma
forga de atrito distribuida sobre toda a superficie lateral da barra. Estimar o deslocamento sofrido
pela extremidade A. Usar as hipéteses que a forga de atrito p,, em N/m, seja uniforme em toda a
extensao. Usar os valores F = 1 kN, L = 200 mm, £ = 207 GPa, v = 0,25, e se¢do transversal
circular de didmetro uniforme d = 10 mm.

Solucao:
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Figura 4.41: Barra inserida em contato com meio continuo, sob atrito lateral.

O campo de deslocamento da barra pode ser obtido de (4.116), EAdu/dx = N (z). Entao,
primeiramente precisamos obter a expressao do esfor¢o normal N,. Antes disso, é necessério obter
uma relagao entre F' e p,. Essa relacao é o equilibrio global da barra:

F—p,L =0 = Pe =7 (4.147)

O esforco pode ser obtido pelo método das segoes, com um corte s numa coordenada x, como na
Figura 4.42. Entao, o equilibrio resulta em

F —pyx — Ny(z) =0 = Nz(z) = F — pp. (4.148)

yA D

F :L—ﬁy_gx
«—F—

A_’_’_’s‘

A
A

Figura 4.42: Diagrama de corpo livre para o Exemplo10.

A equagao diferencial de equilibrio (4.116) gera

_ CONe(z) [T (F — paZ)
u(z) = u(0)+ L EA dz = /x—O A dz,
= u(z) = u(0) + % (1 - %) . (4.149)

O deslocamento na segao A, uy = u(0), é desconhecido, mas consideramos que seja nulo em B, i.e.,

- L N __ I (4.150)
LT EA 2L AT ToEA '

0 U

FL
u(L) = u(0) +
—~—
Levando de volta a (4.149), temos a fun¢ao de deslocamento axial na barra:

al <:c S L) . Vze(oL). (4.151)

A variagao da deformacéo e da tensdo axial média sdo obtidas da relagao deformacao-deslocamento
e da lei de Hooke uniaxial:

du F(1—2x) F(1—x)
_ — =F = 4.152
e == e () = Bele) = g (4152)
Substituindo os valores numéricos do exemplo obtemos p, =5 N/mm, uq = —6,15 pm, 0,4 =

12,7 MPa. 0,4 € a tensdo na secio A. E o valor maximo na barra, como pode ser visto nos
diagramas da Figura 4.43. Nota-se que a regiao critica é a secao de aplicacao da forca, a segao
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A, independentemente do comprimento da barra. Uma situagao distinta, porém de alguma forma
andloga, ocorre em unioes parafusadas, em que a tendéncia de falha é sempre no primeiro filete de

rosca proximo a cabeca do parafuso.

P, A
[N/m] 2
—_—
A B X
N, 4,
[N]
X
Sx T127
[MPa
—
X

Figura 4.43: Diagramas de forca distribuida, esfor¢os normal e de tensao na barra do Exemplo
10.

Exemplo 4.11 — Treliga simples de duas barras

A trelica mostrada na Figura 4.44a tem duas barras e estd submetida a uma forca horizontal no né
A, de valor F' = 30 kN. Calcular as componentes de deslocamento horizontal e vertical da rétula A.
Os dados sao: b = 1,5 m, L = 8 m, £ = 210.000 MPa e a drea da secao transversal das barras é

A = 2.500 mm?2.

(b)

Figura 4.44: Dados do Exemplo 11 e indicacao dos esforcos.

Solucao:
O problema é isostdtico, e os esforgos nas barras podem ser obtidos com a ajuda do diagrama de

corpo livre mostrado na Figura 4.44b. Eles sao dados por:

> F, = 0 = Ngpsenf—F=0,
> F, = 0 = Ngc+ Napcost =0, (4.153)

cuja solucao é:

Fl FL
Nap=--=1626kN e Nic=-—~=-16,0kN. (4.154)
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Figura 4.48: Estrutura hiperestdtica do Exemplo 13.

Esse é um problema hiperestdtico, como pode ser visto pelo nimero de reagoes na Figura 4.48.
As equacoes globais de equilibrio s&o

ZFy — Ri+ Ry+ Rs=F,
> M} —  R2a+ Rs2a=Fua, (4.167)

onde F' = 2qa é forga resultante da carga distribuida. Como sao trés reacoes e apenas duas equagoes
de equilibrio nao triviais, precisamos de uma equacao adicional, que serd construida para garantir
a compatibilidade geométrica na configuracao deformada. Essa relacao de compatibilidade, no
presente caso, ¢ a condicdo que as reagoes devem ser tais que as deformagoes em cada coluna
permitam a barra ABC deslocar-se verticalmente, porem mantendo-se reta, como ilustrado na Figura
4.49.

Figura 4.49: Deslocamentos nas barras e configuracao deformada.

Essa condicao pode ser representada, para pequenos deslocamentos e rotacoes, por

V2 — U1 U3 — U1

a 2a

(4.168)

Os esforgos internos em cada coluna podem ser obtidos pelo método das se¢bes. Por exemplo,
fazendo um corte s; na coluna 1, como na Figura 4.49a, temos o diagrama de corpo livre mostrado
na Figura 4.49b. Por equilibrio temos N1 = R;. De forma similar, No = R e N3 = Rs.

Podemos usar o valor absoluto dos elongamentos em cada coluna, pois no problema sabemos
que o deslocamento das extremidades A, B e C serdo no sentido negativo de y. Entao, os valores
absolutos dos elongamentos sao dados em termos dos esforcos por

M| L N9 L e |N3| L

= = = . 4.169
ElAl 3 V2 E2A2 ) 3 E3A3 ( )

U1

Isto significa que



150

Capitulo 4. Deformagoes e tensoes
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Figura 4.50: Modelo estilizado de caminhao de trés eixos.

Consideramos o diagrama de corpo livre do chassi na Figura 4.51, com a indicagao das reagoes

nas rodas, R4, Rp e Ro. O deslocamento dos pontos do chassi em contato com cada uma das
molas sdo v4, vg € vo. Nota-se que esses deslocamentos sdo convencionados positivos se forem para
baixo. Essas s@o as seis incégnitas do problema, que é hiperestatico. As seis equagbes governantes
do problema sao:

9 c d
B P
D| * chass 9 ¥ |
—— 'kk ——— —— t _____ kB_. — -kE -
A f B C
A 74
|, I / a b T
) ' R\ R
Ry chassi
deslocado

Figura 4.51: Diagrama de corpo livre do chassi.

. Equilibrio de forcas verticais:

Ras+ Rp + Rc = Pr; (4.177)
onde Pr = P, + P> + P3 ¢é a carga total aplicada.
Equilibrio de momentos em relacao ao ponto D na extremidade esquerda do chassi:

Rai+ Rp(i+a)+ Ro(i+a+b)=Pig+ Pa(g+c+d)+ Ps(g+ ¢); (4.178)

m

Compatibilidade geométrica, com a condigao que o chassi é indeformavel (permanece reto).

Sua inclinacao « ¢é tal que:

tana = 2 A _ YO0, (4.179)
a a

Relagoes constitutivas, em que as relagoes forca x deflexdo em cada mola sao:

Ry =kavy, Rp = kpup, Re = keove; (4.180)

Esse sistema de seis equagoes pode ser resolvido de forma mais facil reescrevendo as equagoes

num sistema algébrico na forma:
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[ 1 1 1 0 0 0 Ry ) Pr )
i 1+a it+a+b 0 0 0 Rp m
0 0 0 =b 1 —a Rc 0
a+b a+b — 4.181
1 0 0 —ka 0 0 VA 0 (4.181)
0 1 0 0 —kp 0 UB 0
| O 0 1 0 0 —ko | Vo L 0 )

A solugao do sistema algébrico gera diretamente a solucao do problema. Para os dois enunciados
se obtém:

e Caso sem carga ttil, se tem av = —0,170° e (em kN e mm):

Ri=10,5,Rp =3,37, Re = 2,11,  v4=19,7, vg =7,89 , vc = 4, 93.

e Caso com carga 1til, se tem o = 0,0483° e (em kN e mm):

Ra=14,1,Rg = 15,4, Rc = 16,5, va=9,21, 05 =12,6 , vo = 13, 4.

Exemplo 4.14 — Barra bimetal - problema hiperestatico

Consideremos uma barra constituida por trés camadas de se¢ao retangular, como na Figura 4.52
duas externas de aluminio e uma interna de ago. Elas sao engastadas numa extremidade e unidas
entre si na outra, de forma que, quando o conjunto é submetido a uma forga axial F', as trés camadas
se elongam no mesmo valor. (a) Determine uma relagao analitica entre F' e o elongamento da barra.
(b) Determine o valor da forca Fg que leva a barra ao inicio do escoamento, e identifique em qual
camada ela ocorreria. (c¢) Determine as tensoes em cada camada para Fg. Construa um diagrama
tensao-deformagao para ambas as camadas. Use os valores: L = 1 m, E,., = 200 GPa, E, = 70
GPa, 0 geco = 350 MPa, 0 = 250 MPa, Ageo = 100 mm?, Ay = 40 mm?.

Figura 4.52: Barra bimetal - deformacao axial elastopldstica.

Solugao:
(a) Esse é um problema hipereldstico, como pode ser visto pelas duas reagoes no diagrama de corpo
livre mostrado na Figura 4.53a. A equagao global de equilibrio é

Z F, — 2Ry + Rueo = F. (4.182)

Como etapa da solugao de problemas hiperestdticos, removemos o apoio em uma das camadas, por
exemplo na parte de aco. Assim, temos a reagao na parte de aluminio:

F — Raco
—y
Os esforcos em cada camada sao obtidos do diagrama de corpo livre mostrado na Figura 4.53b:

Ry = (4.183)

Naco = Raco € Nal = Ral- (4.184)

As variagbes de comprimento de cada camada s&o:
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Para os valores numeéricos do exemplo, obtemos

o= 2EalAal B 2 x 70 x 40

= = =0, 280,
EocoAaco 200 x 100
Caco = 44.800 N e Cq = 91.400 N.

(4.193)

Logo, o valor que leva ao inicio da plastificagdo na barra é Frp = 44,8 kN, sendo que a camada de
ago comeca a escoar antes das de aluminio. Nessa carga, cada camada suporta os esforcos internos:

F F - aco
E_ _ 35 kN o Ryt feo _ygpn (4.194)
1+¢ 2

(c) As tensdes sa0 0zaco = 350 MPa e 0,4 = 122,5 MPa. Nota-se que a parte de ago suporta a
maior parte da carga, devido ao seu maior médulo de elasticidade em relagao ao aluminio, e & sua
maior drea de secao transversal.

As deformacétes em cada camada sdo idénticas,

Raco =

O saco 350
_ _ —0.175 1195
Ezaco Eueo  200.000 % (4.195)
Opal 122,5
- - — 0,175 %,
Exal E,  70.000 0

tanto quanto os elongamentos: d4co = 0ai = L€gaco = 1,75 mm. Nota-se que essa deformacao é
pequena o suficiente para justificar o uso das teoria cinemética usada (teoria de pequenas defor-
magoes).

As deformacoes de inicio de escoamento para cada material sdo

0 Eaco

€ Baco = — 0,175 % e Bl = ?al —0,0,357 %. (4.196)

aco al

A Figura 4.54 mostra o diagrama tensao-deformagéao de ambos os materiais e tensdes para a forga
Fr = 44,8 kN aplicada na barra, que inicia a plastificagdo na camada de aco.

s [MPa] 400 -
Aco
Sgao =390 -
300
Sgy T 250 —f-mnmmfmmnbe oo :
200 -
s,=1225 | S |
100 - i
- 0175 | 0375
0 T T T |I ] 0
0 01 02 03 04 €%

Figura 4.54: Diagrama tensao-deformagao de ambos os materiais e tensoes para a forca Fg =
44,8 kN no Exemplo 14.

Exemplo 4.15 — Barra bimetal - problema nao linear elastopléastico

Considere a barra bimetal de ago-aluminio do Exemplo 14, mostrada na Figura 4.52. Considere os
diagramas tensao-deformagao de cada material, idealizados com materiais elastoplasticos ideais,
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como na Figura 4.54, i.e., idealizagbes em que se desconsidera o encruamento do material apds o
inicio do escoamento. Determine a deformagdo da barra, seu elongamento e as tensoes em cada
camada, para uma forca axial F' = 50 kN. Note que essa forca é superior a forca Fr = 44,8 kN que
inicia a plastificacdo na camada de ago, deixando ainda a camada de aluminio eldstica. Elabore o
diagrama forca-deslocamento da barra.

Solugao:

Uma vez que a forga aplicada é superior aquela de inicio do escoamento na camada de ago, o

problema como um todo se torna nao linear. Problemas nao lineares, como regra geral, ndao podem
ser resolvidos em uma tnica etapa; em vez disso, usam-se métodos incrementais e, frequentemente,
iterativos. No presente problema, devido & sua simplicidade, nao precisaremos utilizar iteragoes,
mas apenas separando a carga total F' = 50 kN em incrementos menores, definidos de tal forma,
que a solugao seja linear em cada incremento. Isso serd detalhado a seguir.
Incremento 2.Quando observamos os resultados do Exemplo 14, vemos que, para ' = Fg =
44,8 kN, a camada de aco inicia o escoamento, porém as de aluminio ainda estao eldsticas. Como
estamos usando modelos de materiais considerados sem encruamento, se aumentarmos a carga
em um incremento AF acima de Fg, a camada de agco nao poderd aumentar sua tensao, que
permanece igual a opg.., = 350 MPa. Entado, a parcela de forca suportada pela camada de aco
permanece constante, igual a R,., = 35 MPa, com deformacao do conjunto €geco = €gar = 0,175
% e elongamento d4e0 = 04 = 1,75 mm. Entdo, o diagrama for¢a-deslocamento possui o primeiro
trecho definido, uma reta da origem ao ponto 1, de coordenadas (Fi;01) = (44.8 kN;1,75 mm),
mostrado na Figura 4.55.

F,=50
o0
F [KN] _‘\__ ________ l 1 DF;= 52
T A
407 F =448 /
30 - i |
. | | DF, =44
' Dd,=185 | 1= 448
20 « »,
10 ! |
. . =175 1 d, 7361
0 — 4
0 1 2 3 4 d[mm]

Figura 4.55: Diagrama forga-deslocamento do Exemplo 15.

Incremento 2. Buscamos em seguida o segundo trecho do carregamento, do ponto 1 ao 2, de
coordenadas (Fy;d2), sendo Fy = F' = 50 kN. Assim, o segundo incremento de Exemplo forga é AF5
= Fy - F1 = 50 - 44.8 = 5,2 kN, e buscamos Ady = do - §1. Esse incremento deve ser linear.

O incremento AF5 deve ser suportado completamente pelas duas camadas de aluminio, gerando
incrementos de tensao e de deformacgao dados por

AF,  5.200
Ao, = - — 65 MP
Tal 24,  2x40 &
A
Aey = EJ ;‘l — 9,286 -10~* e A6y = LAy = 1,857 mm. (4.197)
a.

Os incrementos de deformagao e do elongamento para a camada de ago sao os mesmos da camada
de aluminio. Entao, para a barra como um todo, temos: (AF3; Ady) = (5,2 kN; 1,857 mm). Os
valores das coordenadas do ponto 2 sao
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Ab = elbg=3,51-10"* x 10 = 3,51 - 1073 mm,
Aht = elhg=3,51-10""x20="7,02-10"° mm. (4.204)
Na segunda parte do problema, adicionamos os efeitos da forga axial R = —14 kN. Como o problema

¢ linear, podemos determinar os efeitos de R independentemente da temperatura. A variagdo na
secao transversal depende apenas do efeito de Poisson, para R compressivo:

el =elf = —veff = -0,25x3,51- 107" =8,78-107°. (4.205)

Entao, a variagao da secao transversal puramente devida a R ¢

Ab =ellbg =8,78-107  mm, e AL =¢chg=17,6-10"* mm. (4.206)

Com a sobreposicao dos efeitos de temperatura e de R, temos as variagoes na secao transversal

Ab = AP+ AR =8,78-1074+3,51-1072 =4,39- 10> mm,
Ah = ARE 4+ AR =17,6-107%47,02-1073 = 8,78 - 10" mm. (4.207)

4.10 Principio de Saint-Venant e concentragao de tensoes

Figura 4.58: Ilustragdo do Principio de St.-Venant. Carga distribuida p sobre a drea A e sua
resultante F'.

Consideremos um corpo de geometria arbitraria, e uma carga distribuida p aplicada de forma
distribuida sobre uma regido de superficie de drea A. Essa carga gera um estado de tensdes em
todos os pontos do corpo. Consideremos um ponto P situado a uma certa distdncia do centro da
drea A definido pelo vetor distancia d. O que se observa experimentalmente em solugoes exatas do
problema, mostra que

o estado de tensdes num ponto P se torna progressivamente mais insensivel
a forma como a carga p se distribui sobre a drea A, conforme a distancia
|d| cresce, desde que a resultante F' da carga seja a mesma, F' = pr dA.

Esse ¢ o Principio de Saint-Venant para estados de tensoes em corpos sélidos. Por exemplo, a
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carga uniforme p sobre a drea A pode ser aplicada em diversas formas como na Figura 4.59 com a
mesma resultante, /' = pA. Nesse caso, o estado de tensoes em pontos distantes de A no corpo serao
aproximadamente os mesmos, para distancias |d| suficientemente grandes. A diferenga de valores
cai assintoticamente com a distancia.

Em termos praticos, diferengas no estado de tensoes da ordem de 1% sao obtidas para distancias
|d| > 10V/A. Praticamente, todas as andlises de tensdes realizadas em engenharia levam esse
principio em conta, de alguma forma, mesmo que nao seja explicitamente mencionado.

YYVVVVY m m
kA »\A

- S—_

Figura 4.59: Diferentes formas que a carga distribuida pode assumir, com a mesma resultante.

4.10.1 Concentradores de tensao
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Figura 4.60: Barra de se¢ao retangular com um furo centrado, sob tracao.

Em todos os exemplos mostrados no livro até esse ponto, consideramos apenas elementos estru-
turais simples, como barras retas sob carga axial. Esses sao os poucos casos em que o estado de
tensao ¢ tao simples que pode ser obtido por uma férmula elementar do tipo o = F/A, i.e., a tensao
em cada ponto da barra é muito bem aproximada pelo valor médio da tensao na secao transversal.

Entretanto, na quase totalidade das geometrias de componentes estruturais, o estado de tensoes
nao é uniforme ao longo de um dado segmento, o que inviabiliza o cdlculo da tensao através de ex-
pressoes simples. Consideremos o exemplo de uma barra de secao retangular com um furo centrado,
sob tragdo, como na Figura 4.60. Podemos considerar que o carregamento seja p, uniformemente
distribuido nas extremidades, com resultante R = p,A, onde A = bh é a chamada drea plena.
Numa regiao da barra distante do furo, o estado de tensoes é bem aproximado pelo valor médio
g = R/A ~ p,. Entretanto, em pontos préximos ao furo, os valores de tensao séo distintos ponto
a ponto. Na secao transversal que contém o centro do furo, podemos fazer um corte s e construir
um diagrama de corpo livre do lado esquerdo, como na Figura 4.61. Podemos calcular uma tensao
média na segao liquida de drea Ay = b(h — d), usando a resultante das forcas internas N, = R:

Px< > Px< >
<« -«
- < N -
< > < — S max
- / - Ll
(@ Ao S So (b A s So

Figura 4.61: (a) tensoes médias na segao transversal que passa pelo centro do furo; (b) distribuigao
real de tensoes, com gradiente.
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Figura 4.62: Curvas de fatores de concentracao de tensoes para barra escalonada de segao circular
sob tragao.

A tensao nominal o é geralmente simples de ser calculada. Os capitulos seguintes do presente texto
mostra o calculo de oy para os casos tipicos de flexao e torcao de eixos.

Uma vez obtido opyax, este pode ser usado para testar a seguranca quanto a diversos modos de
falha. Por exemplo, a falha por inicio de escoamento da barra tracionada da Figura 4.62 tem
todo seu material na faixa eldstica linear sob o carregamento aplicado se

Omax = Kiog < 0. (4.213)
. @
<« D d }—>
F v 3 F

FC+ r r ©
< ? d —>

Figura 4.63: Barra escalonada de secao circular sob tracao, sem e com entalhe de transicao suave
de raio r.

Irregularidades geométricas usuais em elementos estruturais, como furos circulares ou elipticos,
ranhuras de lubrificagdo, raios de concordancia em eixos escalonados e outros, sao conhecidos em
geral pelo termo entalhe. Em todos os casos, o entalhe possui um raio geométrico caracteristico.
O nivel de concentragao de tensoes é maior quanto menor for o entalhe. Por exemplo, consideremos
o eixo escalonado da Figura 4.63a, de sec@o circular. Na figura (a), o esbogo mostra uma mudanga
brusca de didmetros, entre D e d. Na realidade, jamais esse tipo de construcao é projetado
ou construido. Em vez disso, é usado um raio de concordéancia r na transicdo. O valor desse
raio é escolhido no projeto, de forma a definir um K; o menor possivel. Por exemplo, usando o
grifico de K; da Figura Kt7 do Apéndice, nota-se que, se

D
d=10mm, D=15mm,r=1mm = —=1 =0,1 = K; ~1,87.

r
757 3

d (4.214)
, 0

1 ,2:0,2 - K;~1,53.

dzl()mm, D:15mm77':2mm :>E

Nota-se que para valores fixos dos didmetros, D e d, o aumento no raio de concordancia r de 1 mm
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O max 200
= ——=—— =107 MPa. 4.220
07K, T 187 : (4.220)
A tensdo nominal se refere a area de secao transversal minima, i.e.,
F 10.000 N
oo = " - 107 = e — d =10,9 mm. (4.221)

Entretanto, esse valor de d é associado a um valor de K; distinto daquele utilizado. Para o conjunto
de dimensoes d = 10,9 mm, D = 15 mm e » = 1 mm, obtemos os valores adimensionais

D r

=138 e = 0,092.

Q|

Os valores disponiveis nos gréficos de K; geralmente nao possuem resolugao suficiente para permitir
a identificacao dos efeitos de pequenas variacoes dimensionais como no atual exemplo. No presente
caso, as curvas apenas permitem estimar que o valor pouco se altera com o novo valor de d, de
forma que podemos manter K; ~ 1,87 nos cédlculos, o que gera a estimativa de d = 10,9 mm.

4.11 Exercicios 4.6 Considere a barra bimetal de trés laminas
mostrada na Figura. Na superficie externa

4.1 Considere os dados do Exemplo 14, pdgina de uma face de aluminio foi colado um ex-
151.  Obtenha as reagoes, as tensoes e tensometro de resisténcia alinhado na di-

o elongamento da barra para uma forca re¢ao axial. Uma forga axial F' foi apli-
F=122,4kN. cada na barra e foi medida uma deformacgao

axial € = 0,15 %. Determine o valor da
forca aplicada, as tensGes em cada mate-
rial e verifique se ambos os materiais es-
tao eldsticos sob essa forca. F,., = 200
MPa, 0 geeo = 350 MPa, Ayeo = 100 mm?,
Eal =70 MPa, OFql = 250 MPa,Aal =40

4.2 Considere os dados do Exemplo 14, pdgina
151, porém com as dreas de segao transver-
sal de aco e de aluminio idénticas, i.e.,
Ageo = 100 mm? e A, = 50 mm? em
cada camada. Quais as reagoes, tensoes e o
elongamento da barra para uma forga axial

F =99 4 kN? mm? em cada camada.
z
4.3 (a) Para os dados do Exemplo 14, obtenha e 4 ~Y .
as reagoes, as tensoes e o elongamento da 7 = i >
barra para uma forga axial F' = 15 kN. Use A a aco B

Ageo = 100 mm? e A, = 20 mm? em cada
camada. (b) Qual a for¢a que inicia a plas-
tificacdo na barra?

4.4 Considere os dados do Exemplo 14, pdgina
151. (a) Qual a relac@o entre as dreas de
secao transversal das camadas de aco com
a de aluminio, para que as parcelas de forca
suportadas por cada material sejam iguais?
Usar as propriedades de material do Exem-
plo 14. (b) Caso As = 100 mm?, qual
seria Ay? (¢) Quais as reagoes se F' = 10

4.7 Considere o enunciado do Exemplo 6.1,
pagina 137. (a) Determine a posi¢ao a da
for¢ca F' para que a plataforma AB sofra
se desloque de forma a manter um angulo

kN a = 1/3000 rad com os deslocamentos dos
4.5 Refaga o Exercicio 4 acima, substituindo a pontos A e B tais que vy > va. (b) Deter-
barra de ago por uma de cobre, usando os mine o elongamento das barras. (c) Deter-
valores E., = 120 MPa, og¢, = 200 MPa, mine o coeficiente de seguranga quanto ao
E, = 70 MPa, o, = 250 MPa. (a) Caso infcio do escoamento. Use L1 = Lo = 1
Aey = 100 mm?, qual seria Ay? (c) Qual m, A; =5 mm?, Ay = 15 mm?, E; = 200

a forca que inicia a plastificagdo na barra? GPa, Fs = 70 GPa, 0 g1 = o0 g2 = 350 MPa,



Capitulo 5

Transformacao de tensoes e
deformacoes

Nesse capitulo trataremos dos procedimentos de transformacao de componentes tensoriais, como as
componentes de tensoes e deformagoes, em presenca de rotacao de sistema de coordenadas carte-
sianas. A transformacao de tensoes é fundamental na representacao dos critérios de falha de material,
que é tratado no préximo capitulo.

5.1 Aspectos qualitativos de transformacao de tensoes

Alguns aspectos concernentes as tensoes e suas componentes podem ser melhor entendidas através
de uma analogia com os vetores e suas componentes. Lembremos que um vetor é basicamente uma
entidade abstrata, cuja melhor representacao é realmente a flecha, como aquela ilustrada na Figura
5.1a, ligando os pontos O a P. Além disso, exigimos que a forma com que um vetor soma-se a
outro vetor seja aquela forma conhecida, a regra do trapézio. Note que, embora nao tenhamos uma
maneira de representar diretamente o vetor, podemos representd-lo em suas componentes relativas
a um certo conjunto de outros vetores, denominado base. Usaremos aqui o sistema cartesiano de
coordenadas, Ozxyz, com a base de vetores unitdrios ortonormais i, j, k. Entdao, um vetor v pode ser
representado por suas componentes cartesianas como

v = v,i 4+ vyj + vk (5.1)

Quando a base sendo usada for subentendida, as direcoes i-j-k, é possivel representar o vetor
indicando apenas suas componentes, isto &,

(%"

{v"} =1 vy o (5:2)

(%

Note que {v*} é apenas um arranjo, uma matriz, com as componentes. v é o vetor, a entidade ab-
strata. Sem divida, v pode ser representado por infinitos conjuntos de componentes. Por exemplo,
para um novo conjunto de eixos, Oz'y 2z (Figura 5.1a), as componentes passam a ser v, Vyly Vg,
isto é,

v=ugi + vy/j‘/ + ik, ou {vx/} =< vy o, (5.3)

onde i-j-k sdo os vetores unitarios nas novas direcoes.

Quando consideramos um tensor tensao, podemos identificar uma certa analogia com os ve-
tores. Também o tensor é uma entidade abstrata, o, que pode ser representado apenas por suas
componentes em relagdo a um certo sistema de coordenadas. A Figura 5.1b ilustra as componentes



170 Capitulo 5. Transformacao de tensoes e deformagoes

num ponto arbitrdrio de um corpo, em relacao a um sistema Ozyz, num estado triaxial de ten-
soes. Como visto no Capitulo 3, sdo necessdrias 9 componentes para representar um tensor, da
mesma forma que a representagdo de um vetor exige 3 componentes.

Uma parte importante dos problemas considerados nesse texto refere-se ao estado plano de
tensoes (EPT), cujas componentes no plano O-z-y sao vistas na Figura 5.1c. A figura (d) mostra
a projecao plana do EPT.

O problema geral de transformagao de componentes tensoriais pode ser enunciado da seguinte
formas:

(a) Considere um sistema cartesiano de coordenadas, Ozyz, e um segundo sistema ortogonal,
13 13 13 . ~ .
Oz y z , obtido por uma rotagao do sistema Oxyz.

(b) Para um vetor, consideremos conhecidas suas componentes {v*} = {v,;vy;v,}7 em relagio ao
. / ~ .
sistema Ozyz, e buscamos as componentes {v” } = {v,;v,;v,}T em relagio aos novos eixos
Ox'y' 2.

(¢) Para um tensor, consideremos conhecidas as componentes

em relag@o ao sistema Oxyz, e buscamos as componentes

UZ/ Tw/y/ Ta:’z’
Tl —

0= | Tyw oy Ty

T ol ! Tzly/ T,

em relagao ao sistema Ox'y'z’.

y Syl
t
i
< O
Vi Sy
-

(d) ()

Figura 5.1: (a) Transformacao plana de vetores; (b) Estado triaxial de tensdes num ponto; (c) e
(d) Estado plano de tensdes; (e) e (f) Rotacao plana das tensoes.

Frequentemente trataremos de um estado plano de tensoes sob rotacao plana do sistema de
eixos, isto &, os eixos Ox'y’'z’ sao obtidos por uma rotacao de angulo € dos eixos x e y em torno
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Figura 5.2: (a) Barra tracionada; (b) Corte normal ao eixo x; (c) For¢as numa superficie normal
ao eixo z‘; (d) Tensoes na superficie normal ao eixo x°.

5.2 Transformacgao plana do EPT

No exemplo ilustrativo da Figura 5.2 tfnhamos uma pega, um corpo de dimensao finitas, adequado
para tratar apenas de tenstes uniformes. Entretanto as tensoes sao, por natureza, grandezas as-
sociadas a cada ponto do corpo. Dessa forma, buscaremos aqui encontrar expressoes gerais para
transformacao de estados planos de tensao em presenca de rotagao plana do sistema de coorde-
nadas. Buscamos expressoes que tenham validade geral, irrespectivamente & forma do corpo ou seu
carregamento ou condicao de contorno. Isso porque a operacao de transformacao serd feita num
elemento infinitesimal. Antes de tratarmos do caso de transformacdo de componentes de tensao,
consideremos um exemplo em que as componentes de tensao sao tratadas indiretamente através
das forgas locais obtidas pelo produto de cada componente pela drea onde ela atua. As operagoes
realizadas nessa se¢ao sao baseadas na seguinte constatacgao:

As tensdes sdo componentes de um tensor. Entretanto, as componentes de tensdes que
atuam numa dada drea infinitesimal, formam as componentes de um vetor e, dessa forma,
podem ser manipuladas na forma usual dos vetores.

(5.9)
Essa afirmacao pode ser entendida melhor através do exemplo a seguir.

Exemplo 5.1 - Forgas e tensoes num plano inclinado

Consideremos um ponto num corpo em que as componentes de tensdo em relagdo a um sistema de
eixos Ozyz seja o, = 20 MPa, 0, = —50 MPa e 7, = —25 MPa, com as demais componentes nulas.
Buscamos identificar as forcas diferenciais que atuam na face do elemento diferencial de volume
ortogonal ao eixo cartesiano z’. Esse eixo pertence ao sistema cartesiano 0z'y’z’, sendo 2’ paralelo a
z. Ambos os sistemas de eixos diferem apenas por uma rotagdo em torno de z definida pelo angulo
0 = 30°. Com as forgas diferenciais, buscamos identificar as componentes de tensdo nas superficies
ortogonais ao novo sistema de eixos. A relacdo entre esses eixos e tensoes € visualizada na Figura
5.3.
Solugao:
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(b)

Figura 5.3: Componentes de tensao no Exemplo 1, em dois sistemas de coordenadas.

O elemento diferencial na Figura 5.3 estd em equilibrio sob o conjunto de forcas desenvolvidas
pelas componentes de tensao aplicadas. Entao, cada parte do elemento diferencial também estd em
equilibrio. Se buscamos as forgas que atuam numa superficie de normal orientada em z’, podemos
fazer um corte perpendicular a esse eixo e gerar o volume em formato de cunha mostrado na Figura
5.4a, que mostra a lateral da cunha no plano zy, tendo espessura dz. As tensées nas faces inferior
e esquerda sao as mesmas do elemento quadrilateral, i.e. 0., oy e T5. Na face inclinada de
normal z, as componentes normal e tangente sao designadas por o,/ e T,1,y. Desejamos obter o,
e Ty em termos de o, 0y € T4y e do dngulo 6. Novamente deve ficar claro que nao é possivel
combinar componentes de tensao como se fosse de vetores, por exemplo, nao hé sentido em somar
as componentes T, COMO Ty — 0. Isso porque cada uma dessas componentes atua em uma drea
distinta. Entretanto, se cada uma dessas componentes for multiplicada pela drea onde atua, as
forgas resultantes podem ser somadas como vetores. Essas forgas sao ilustradas na Figura 5.4b. Os
indices foram escolhidos tal que o primeiro indica a orientacao da face e o segundo indice indica a
direcao da forca. Por exemplo, F), ¢ a forca na direcao x aplicada na superficie de normal y.

Y.
y
q tx’y . X q I:x’y’
sX X Fx’x
Sy 4 FXX q
q q
dA,~| - dA ‘
q Xy\d ny \dAy
F Ay
s,¥d F,Ya
Y @ (b)

Figura 5.4: (a) Componentes de tensao e de (b) forgas diferenciais nas superficies de uma cunha
do Exemplo 1.

Podemos designar a drea inclinada na cunha da Figura 5.4 por dA. E um valor diferencial, nao
quantificdvel. As dreas nas superficies vertical e horizontal sao dadas por

dA; = dAcosf e dA, = dA sen 0. (5.10)
As componentes das forcas diferenciais aplicadas na cunha sao

Frp = deAa:a Fym = |7'xy| dAya Fpg = 0gpdA,

ny = ’sz’ dAa?? Fyy = ’Uy’ dAy, Fx’y’ = T:E’y’dA- (511)

Substituindo os valores de o, oy e T4y e do angulo 6 obtemos as forgas
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dAcosg~—|

q

Y dAsen
q
() Syvd

Figura 5.5: (a) Elemento diferencial no ponto P do corpo; (b) Tensoes planas no elemento difer-
encial; (c¢) (d) Cortes nos elementos diferenciais a —a e b — b.

Y Fy — opdA=(0ydAcosf)cosf+ (o,dA sen ) sen §
+ (TzydAcosf) sen § + (T,ydA sen 6) cosb,
Y Fy — TypydA=—(0ydAcosf) sen  + (0,dA sen 0) cos 0
+ (TaydAcos ) cos O — (TyydA sen 0) sen 6,

Simplificando temos

Oy = Oy cos? 6 + oy sen? 6 + 274y sen 0 cos 0,

Tery = (04— 0z) sen 0cosd + 7yy(cos? 0 — sen?d). (5.16)

Finalmente, o elemento diferencial original (Figura 5.5b) pode ser cortado por um plano b — b,
definindo uma superficie inclinada perpendicular ao eixo y’, como na figura (d). Nessa superficie
atuam o, e T,,. Como ji tinhamos obtido 7., do outro corte, equagao (5.16)2, basta uma
equagao de equilibrio, na dire¢ao y’, para determinar o,/. Isso resulta uma terceira equacao que,
juntando a (5.16) define o conjunto de equagoes de transformacgao plana de tensoes:

Oy = 0q4c082 0 + oy sen’d + 27 3y send cos 0,

oy = 05 sen®d + oy cos® 6 — 274, send cos ), (5.17)

Ty = (0y — 04) sen 6 cos 6 + Tay(cos® 6 — sen?0),

Frequentemente os calculos sao realizados mais facilmente quando representamos essas equagoes em
forma matricial:



5.3. Tensoes principais e cisalhamento médximo no plano 177

Oy cos?(—30°) sen?(—30°) 2 sen(—30°) cos(—30°) 20
oy = sen?(—30°) cos?(—30°) —2 sen(—30°) cos(—30°) —50
Tty —sen(—30°) cos(—30°)  sen(—30°) cos(—30°)  cos?(30°) — sen?(30°) —25

A matriz de rotagao T torna-se

0,75 0,25 —0,866
T=| 0,25 0,75 0,866
0,433 —0,433 0,5

E as tensoes nas direcoes Ox'y’ sao {azl} = {24,15; —54,15;17,81}7 MPa. Essas componentes sio
representadas no elemento diferencial na Figura 5.6b. A Figura 5.7 mostra os resultados para as
tensoes {J:""/} para todo angulo de rotagdo em torno de z, conforme a eq.(5.18). O gréfico plota
entre 0° e 360°, e mostra que as curvas sao periédicas de perfodo 180°. De fato, esse periodo é uma
caracteristica geral das equagoes de transformagao (5.18).

30

S 15
[MPe]

W
o o
T I |

Figura 5.7: Tensoes planas {axl} para todo dngulo de rotagao em torno de z para os dados do
Exemplo 2: o, = 20 MPa, 0, = —50 MPa e 7., = —25 MPa.

5.3 Tensoes principais e cisalhamento maximo no plano

As equagoes (5.17) ou (5.18) s@o adequadas para o cédlculo direto, porém, para as dedugoes que
seguem é mais vantajoso converte-las a uma outra forma. Isso é feito usando as conhecidas identi-
dades trigonométricas

1 1
2sen 6 cos = sen 26, sen’f = 5(1 — cos20), cos’f = 5(1 + cos 20). (5.20)

Com isso, (5.17) toma a forma

Oy = % + % €08 20 + T4, sen 20,
oy = @ — % cos 20 — T4, sen 20, (5.21)
Taty = — % sen 20 + 74, cos 20.

Se consideramos a tensao normal ¢,/, notamos que para # =0 — o, = 0,. As fungoes sen 20 e
cos 20 sao limitadas a £1, conforme 6 varia de 0° a 180°. Entao o,/ tem seus valores limitados,
de um minimo até um maximo, como ilustrado na Figura 5.7 para o estado de tensées do
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variam de 0 a 27. Entretanto, a fungao arco tangente é capaz de identificar apenas angulos entre
—m/2 e m/2,1.6., ndo consegue identificar &ngulos no segundo e terceiro quadrantes. De fato, &ngulos
no terceiro e no primeiro quadrantes possuem o mesmo valor de tangente, da mesma forma que
angulos nos quadrantes dois e quatro. Dados dois valores de 7, e d, eles podem ser representados
como um ponto no plano cartesiano associado a um raio a partir da origem, como o ponto A na
Figura 5.9. Ali estd também representado o angulo associado 20;. Se o ponto estiver em A ou B
(no primeiro ou no terceiro quadrantes), i.e., se 74y > 0e d > 0 ou 74y < 0 e d < 0, se obtém
atan(7,y/d) = 261. Se o ponto estiver em C ou D, no segundo ou no quarto quadrantes, i.e., 7, > 0
ed<0ourty <0ed>0, se obterd atan(26;) = —26,.

3
20
D —_d A
K 126 by .
0 d
B C

Figura 5.9: Ponto A de coordenadas (74y; d) e ponto B de coordenadas (—74y; -d).

Em diversas situacgoes, ¢é titil identificar o &ngulo na faixa —m e 7, correspondente ao quadrante
correto em que o ponto se localiza no plano. Isso pode ser conseguido de diversas formas, e apre-
sentamos uma delas a seguir. O cdlculo é feito em quatro casos, dependendo de qual quadrante o
ponto se localiza. Primeiramente ¢ feito o célculo direto 26 = atant,,/d. Em seguida realizam-se
correcoes para determinar 20:

1. Sed#0— 20 = atant,, /d

2. Quadrante 1: se 7,y >0ed>0— 20 = 20,

3. Quadrante 4: se 7, <0ed>0— 20 =20, (5.26)
4. Quadrante 2: se T, >0ed<0— 20 =20 + T,

5. Quadrante 3: se Ty <0ed<0— 20 =20+.

Caso d = 0, se T4y > 0 se tem 20 = 7/2 e se T4, < 0 se tem 260 = —7/2.

5.3.2 Tensoes cisalhantes maximas

Buscaremos agora as diregoes em que a tensao cisalhante seja extrema, minima ou méxima no plano
Oxy. isso é feito derivando (5.21)3 em relagao a 6 e igualando a zero:

d’]’ Il Oy — O
d”;y = -2 (’32@’> 0820 — 274, sen 20 = 0. (5.27)
As raizes 8 que satisfazem & segunda igualdade sao dadas por
— 2
tg 26 = _M (5.28)
Ty

Novamente, existem dois angulos, [5; e (5, que satisfazem (5.28), defasados de 90°. Esses dois
angulos definem dois eixos ortogonais, a e b em cujas faces as tensoes cisalhantes sao méxima e
minima, respectivamente, dentre todos os eixos no plano zy.

Comparando com (5.23), vemos que tg 20 = —1/tg 2. De trigonometria temos que, se tg
a = 1/tg §, entdo a e 6 sdo defasados de 90°. Entdo, 0 e 3 sdo defasados de +45°, isto é, as direcdes
principais e as dire¢bes de maximo e minimo cisalhamento sao defasados de miiltiplos de £45°.
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Uma vez que se tenha calculado os angulos das direcdes principais, 01 e 1, que definem os eixos
principais 1 e 2, da méxima e minima tensdo normal respectivamente, os angulos que definem os
dois eixos a e b onde a tensao cisalhante e mdxima e minima no plano zy, podem ser calculadas
mais facilmente que com o uso de (5.28), bastando fazer:

™

2ﬁ1:291_ 27

2B, = 2B, + 7. (5.29)

Usando diretamente (5.28) também se obterdo as mesmas duas raizes, porém possivelmente o an-
gulos B, e B9 obtidos indiquem os eixos de tensao cisalhante minima e méxima, respectivamente.
Ja com o uso de (5.29) se terd sempre que (3, indicard o plano de maximo (positivo) e 85 0 plano
de mfnimo (negativo), se ; tiver sido obtido para indicar a maxima tensdo normal.

yl

Figura 5.10: Diregoes Oxyz, 012z e Oabz, tensoes principais e tensoes cisalhantes méximas no

12
plano zy, Thix-

A Figura 5.10 ilustra a disposi¢ao relativa das dire¢des principais 012z no plano Oxyz, e as
diregdes Oabz de cisalhamento méximo, 712, definidos pelos angulos 3 e B5. O valor 7i2 & obtido
numericamente levando 8, a (5.21)3:

T2 = <(M;Uy)sen 2614 Taycos 2. (5.30)

Tomando os valores de 3; e B, obtidos por (5.29) e aplicando-os em (5.21)3, obtém-se dois valores

de mesmo médulo e sinais contrérios, i.e., 712, > 0e 712, = —72_. O primeiro indica a tensio

nas duas faces normais no eixo a (Figura 5.10) e o segundo dé o valor nas faces normais ao eixo b.
12

Observagao: Posteriormente, na equacao (5.43), indicaremos uma expressao fechada para 7,25,

diretamente em termos de o, 0y € T4y.
Observagao: O supra-indice 12 em 712 _indica que esse valor ¢ a maxima tensao cisalhante apenas
para todas as transformagoes realizadas por rotagao plana em torno do eixo z, i.e., no plano xy (que
é 0 mesmo plano ab ou 12). Posteriormente, outros dois valores de tensao cisalhante maximas serao

obtidos, para transformacoes em dois outros planos ortogonais a 12.

Exemplo 5.2 - Determinagao das tensoes extremas no plano Ozy.
Para o estado de tensoes do Exemplo 5.1, determine as tensoes extremas no plano Ozy.
Solugao:

As componentes de tensao conhecidas sdo em relagao aos eixos Ozyz: {o”} = {20; —50; —25} MPa.
As diregoes principais e diregoes de cisalhamento maximo no plano Oxy vem de (5.23) e (5.28):
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0, = —17.77°
_ T —25 —25 JL= 0
tg 20 = Y = = = —0,7143 = 0
& (02 —0,)/2 20— (—50)] /2 35 ’ AR :9:7;9230
_ 0 E_ . 0\ o__ o ﬁ1:—62,770,
26, = 20, + 5 = 2(—17,77°) — 90° = —62,77 — { By = B, 4 90° = 27, 93°.. (5.31)

Essas direcdes sdo vistas na Figura 5.11a. Note que para o cilculo de 26, o ponto (Tay3d), com
d = (0, —0y)/2, se encontra no quarto quadrante e para o calculo de 23, o ponto (—d; 7,,) encontra-
se no terceiro quadrante. O célculo de f3; foi feito a partir de 1: 28, = 20; — /2, de forma a
gerar uma triade levégera de eixos Oabz. Entretanto, uma outra triade levégera, que designamos
por 0a'b'z’, pode ser obtida seguindo as regras em (5.26), calculando atan(1/0,7143) = 54,46°,
como se estivesse no primeiro quadrante e em seguida fazendo a correcao para o terceiro quadrante:
23] = 54,46° + 180° = 234°, o que resulta em 3] = 117,2°. Em seguida, 3, = 37 + 90° = 207°.
Ambas as triades definem as mesmas direcoes, apenas com os eixos a’ e b/ sdo os eixos a e b
respectivamente, refletidos em torno da origem 0, como na Figura 5.11. No restante do texto
usaremos sempre o cdlculo de 3, através da eq. (5.29).
Os valores extremos das tensoes no plano Ozy vem de (5.21); e (5.21)3, ou (5.24) e (5.30):

b <20+ 50)>+<

(= - (=

2 2
oy = < +§ 50)) + <20 _é 50)) cos (2 x 72,23%) + (—25) sen (2 x 72,23%), (5.32)
28)) = — <O_§_50)> sen (2 x (—62,77°)) 4+ (—25) cos(2 x (—62,77°)) = 43,01,
(
2

20 — (—
2(8) = — <O5O)> sen (2 x 27,23°%) + (—25) cos(2 x 27,23°) = —43,01.

50)) 008 (2(—17,77%)) + (=25) sen (2(—17, 77°)),

Logo, o1 = 28,01 MPa, 03 = —58,01 MPa, 712 = 712(3,) = 43,01 MPa.

max
y 2 ¢52:758,01 MPa
o
\ q,= 72,2°
\ 2~
b
| \ ~
b, = 117,20 \b2:27230 f s,= 28,01 MPa
3 :
’ — o 4‘
b, =207 « -15MPa
/// ]q12717,77° sb:-15 MPa
/6// 1
b,= - 62,77°
1a /v\ 1r§dx—43 01 MPa

Figura 5.11: Resultados do Exemplo 5.2. O eixo z é perpendicular para cima do plano.

Observe que sempre os dois valores de tensdo cisalhante, 712(3;) e 712(3,), terdo valores absolutos
idénticos. Esses valores, assim como as dire¢des principais 1 e 2, e as dire¢oes a e b definidas por 55
e f35, sao vistos na Figura 5.11.

Observe que nas direcoes dos eixos a € b, em que o cisalhamento ¢ maximo no plano, as tensoes
normais nao sao nulas. Elas podem ser facilmente obtidas usando as egs.(5.21); aplicada em (3, e

Ba:
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20 4 (—50 20 — (—50
Oy = < +§ )> + < é )) cos (2 x (—62,77%)) + (—25) sen (2 x (—62,77%)),
2 — 20 — (—
oy = ( (H_; 50)) + < 0 ; 50)) cos (2 x 27,23%) + (—25) sen (2 x 27,23°),
que resultam em o, = 0 = —15,0 MPa. Nota-se que esses valores sao sempre idénticos.

O fluxograma para o cdlculo das tensoes extremas e os dngulos de orientagao dos eixos corre-
spondentes e o seguinte

1. Célculo das tensoes principais
1.1 Eixo principal 1

a. Sed#0 — 20 = atant,,/d

onde d = (o,

—0y)/2

al. se 74y >0 e d>0— Quadrante 1: 201 = 20
a2. se Tzy < 0ed>0— Quadrante 4: 201 = 20
a3d. se T4y > 0 e d <0 — Quadrante 2: 20, =20+
ad. se Ty < 0 e d <0 — Quadrante 3: 201 =20 + 7
bl. Sed=0e 75 >0— 201 = /2
b2. Sed=0e Ty <0— 20, = —m/2
b3. Sed=0¢e Ty =0— 61 =0

1.2 Eixo principal 2 20, = 201 + 7

1.3 Tensao principal maxima

Tensao principal minima

2. Eixos a e b de cisalhamento méximo: 283, = 207 — T
20y =26, +m
- Ti2 Op — Oy 2
2.1 Tensoes cisalh. méx. e min. no plano zy T%ax =+ — ) * T2,
min

(5.33)
As expressOes mostradas para as tensoes principais e cisalhante maxima no plano xy serao ainda
deduzidas na préxima se¢ao. Todos os dngulos obtidos sao positivos se forem anti-hordrios medidos
a partir do eixo x, em torno do eixo z. Os angulos obtidos serdo tais que 6; corresponde ao eixo
principal 1, tal que o1 é a méxima tensdo, enquanto 6y é associado & tensdo minima oo e ao eixo
principal 1. As triades 012z obtidas com esses dngulos sao levégeras. Da mesma forma, os angulos

B1 e By definem os eixos a e b, e a tensdo cisalhante maxima e minima no plano zy. A triade Oabz
é levégera.

5.4 Circulo de Mohr para rotacao plana de EPT

Quando observamos as trés equagoes (5.21), observamos que, de fato, necessitamos apenas de duas,
a primeira e a terceira. Note que a segunda expressao, de o, , produz a tensao normal a face
orientada na dire¢ao 3’. Mas a primeira equagao produz o, para uma face orientada na dire¢ao z’,
em qualquer angulo 6. A tnica diferenca entre os eixos 2’ e 3y’ é que z’ é orientado de 6 a partir de
x, enquanto gy’ é orientado em 6 + 90° a partir de x. Entdo, se usarmos a primeira equagao (5.21)
com 6 +90° em lugar de 6, também obteremos o,,. Entao reescreveremos a primeira e terceira das
equagoes (5.21) como
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Figura 5.15: Direcao da tensao cisalhante maxima no plano zy.

Duas caracteristicas das equagoes (5.34) sao:

e Os angulos fisicos de rotagao entre dois eixos, no circulo de Mohr sao duplicados, i.e., uma
rotagao fisica 6 torna-se 20;

e No circulo os dngulos sao representados com orientacao invertida da orientacao real, i.e.,
uma rotacao fisica 6 anti-hordria é representada no circulo como horéria.

(5.45)
A duplicagao do angulo é claramente vista no 26 que aparece nas equagoes (5.34). Esses dois efeitos
podem ser ilustrados considerando os dois pares de eixos do circulo de Mohr da Figura 5.13, Oxy
e Oz'y’, representados pelos pontos XY e X'Y’. Ali, o eixo 2’ estd representado por uma rotagao
anti-hordria 2o a partir do eixo x. Fisicamente, o eixo 2’ é obtido por uma rotacao horaria de o
a partir de eixo x, como visto na Figura 5.16.

y y

Figura 5.16: Angulo a de definicdao de 2/, associado ao circulo de Mohr da Figura 5.13.

5.5 Processo de construgao do circulo de Mohr plano

As etapas de construgdo do circulo de Mohr s@o as seguintes:

Etapa 1 - Conhecidas as componentes de tensoes planas em relagao a um sistema qualquer de eixos,
Oz, Oy € Ty, plotar no plano o — 7 dois pontos de coordenadas: X = (04;7T4y) € Y = (0y; —Tay).
Etapa 2 - Localizar o centro do circulo em o, = (0, + 0,)/2 e tracar o circulo de Mohr passando
por X eY.

Etapa 3 - Localizar os pontos extremos do circulo: as tensoes principais o1 e o9 e o cisalhamento
méaximo no plano, 7.2 | como na Figura 5.15, e os eixos associados, 012 e Oab.

Etapa 4 - Se o desenho for feito em escala 2, os valores de o1 e 02 e 712 podem ser diretamente

2Esse era o procedimento tradicional desde o final do século 19 até os anos 1970. Com o advento das calculadoras
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obtidos simplesmente medindo com uma régua as coordenadas dos pontos. Os dngulos entre os
eixos 1 ez e a ez, (01 e B3y), sdo igualmente medidos com transferidor e tem suas orientacdes
invertidas para definir as orientacoes fisicas dos eixos. Entretanto, é mais simples obter os valores
das equagoes do fluxograma da eq.(5.33).

Exemplo 5.3 - Aplicagao de circulo de Mohr em EPT.

Para o estado de tensdes do Exemplo 5.2, {0%} = {20; —50; —25}7 MPa, construa o circulo de Mohr
e indique as tensoes extremas.

Solucgao:

Seguimos as etapas indicadas no inicio da secao.

Etapa 1 - As coordenadas dos pontos que representam os eixos x € y s80 X = (0] Tay) = (20; —25)
MPaeY = (0y; —Tay) = (—50;25) MPa.

Etapa 2 - O centro do circulo fica em o, = (0, + 0y)/2 = (20 + (=50))/2 = —15 MPa. Temos
os pontos X, Y, e C' no plano ¢ — 7, como na Figura 5.17, o que permite desenhar a linha reta
diagonal e tracar o circulo.

-50 14 20

A 4

A

lmM%
< 25MPa

YL l_}
X1V 20 MPe

Figura 5.17: Circulo de Mohr do Exemplo 5 .3. Tensoes em MPa.

Os pontos correspondentes aos eixos 1.2, a e b sdo facilmente identificdveis. Os valores podem
ser mais facilmente obtidos pelas equagoes do fluxograma da eq.(5.33). As tensdes principais vem
de (5.44):

2

ora= (REED) o (CIN o pesmoe G

c R
Como, de (5.43), 712 = R, temos que 7.2 = 43,01 MPa, o1 = 28,01 MPa e 0y = —58,01 MPa,

max max
como jd tinha sido obtido no Exemplo 5.2, equagoes (5.32).
Os angulos 6 e § sao obtidos diretamente do circulo de Mohr, usando relagoes trigonométricas.

Assim, o tridngulo sombreado na Figura 5.17 produz

eletronicas e computadores, os valores numeéricos sdo mais facilmente obtidos pelas equagdes, e o circulo é apenas
esbocado, a mao livre, para permitir ao engenheiro uma interpretagao visual do processo.
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Tlo MPa s, = 34,51 MPa
1y 25MPa \4
V tyy = 27,56 MPa
l ]4: T 40 MPa
4 ?\ &X, = 15,49 MPa
@ I ()

Figura 5.18: (a) Dados do Exemplo 5.4; (b) tensdes no sistema Ox'y’.

A A
t,y = 27,56 ty=25
\/

Sy =341

~—+
2
wn
1
N
o

Figura 5.19: Circulo de Mohr para a transformacao do Exemplo 5.4 - (tensoes em MPa).

O novo sistema de eixos ¢ definido tal que o eixo 2’ é gerado por uma rotagao horaria (em
torno de z) a partir de z (Figura 5.18a). Logo, o eixo 2’ serd representado no circulo por uma
rotagao anti-horaria do eixo CX no valor 20 = 2 - 25° = 50°. Isso define a linha tracejada C X’
na Figura 5.19. Extrapolando a linha C' X’ temos a linha CY”.

Os valores das tensoes no elemento diferencial nas faces normais a ' e ¥’ podem ser obtidos
medindo diretamente na figura (se feita em escala), as coordenadas dos pontos X’ e Y'. Entretanto,
valores numéricos desse tipo podem ser mais facilmente obtidos pelas equagoes de transformacgao,
equagoes (5.17), (5.18) ou (5.21). Usando (5.18) com 6 = —25°, temos

Oyt cos? 25° sen?25° 2 sen25° cos 25° 40
oy = sen?25° cos? 257 —2 sen25° cos 25° 10 ¢ MPa,
Tty — sen25° cos 25°  sen25° cos 25°  (cos? 25° — sen?25°) 25

Cuja solucao é: 0,7 = 15,49 MPa, o, = 34,51 MPa e 7,,, = 27,56 MPa. Essas tensoes sao
representadas no elemento diferencial na Figura 5.18b.

5.6 Tensoes principais num estado triaxial de tensoes

Todo o desenvolvimento apresentado nas se¢oes anteriores concentra-se na transformacao de estados
planos de tensao (EPT) sob rotacao plana do sistema de eixos coordenados em torno do eixo z.
Nessa se¢ao ¢é apresentada, de forma sucinta, os resultados da teoria de mecénica do continuo para
a determinacgao de tensbes principais no caso geral de um estado triaxial de tensoes.

Dada a matriz [0] das componentes de tens@o em relagdo a um certo sistema de coordenadas
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y4 s, S,
Ly S
e
j——»
/)_‘ t o
SZ Xz
V.
V2l {vi} - S3
X
{va}

Figura 5.20: Tensoes e direcoes principais no espago 3D.

20 30 —10
[0]=| 30 40 0 | MPa. (5.57)
~10 0 —10

Determine as tensoes e diregdes principais.

Solucao:
As tensoes principais sdo os autovalores de [o], dados por (5.51):

20—0; 30 ~10
det | 30  40—o; 0 —0. (5.58)
~10 0 —10—o0;

O polinomio caracteristico é p(oj)=det([o] — 0;[I]), que em forma expandida fica

p(o;) = (20 — 0,)(40 — 0;)(—10 — ¢) — (40 — )(~10)? — (=10 — 0;)30% = 0,

que pode ser simplificada para 05? — 500? — 8000, 4 3.000 = 0. As rafzes sao 01 = 62,10 MPa,
o9 = 3,164 MPa e g3 = —15,27 MPa.

As diregoes principais sao dadas pelos vetores solucao de (5.54). Por exemplo, a diregao
principal 1 é a dire¢ao do vetor {v1}, que é solugao do problema

(lo] = aalf]){vr} = {0},

que expandida fica

20 — 62,10 30 —10 Vg 0
30 40 — 62,10 0 vy o =141 0 7, (5.59)
—10 0 —10 — 62,10 V1 0
i.e.,
—42,10 30 —10 Vg 0
30 —22,10 0 vy ¢=14 0 ¢, (5.60)
—10 0 —72,10 V1 0

Podemos obter a solucao por operagoes de linha da fatoracao de Gauss. Multiplicando a terceira
equacao por —4,21 e por +3 e somando a primeira e segunda equagao, respectivamente, temos

0 30 293, 5 V1g 0
0 —22,10 -216,3 vy p=4 0 p. (5.61)
~10 0 —172,10 1 0
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Entao, ou o primeiro paréntese é nulo ou o segundo o é. Caso o primeiro paréntese seja nulo,
o, —o; =0, com o que se tem a primeira das trés raizes o;. Fazendo j = 3, por exemplo, tem-se o
valor da tensao principal o3:

03 =0, (5.67)

As outras duas tensoes principais sao as duas raizes o (01 e 02) do polinomio de segundo grau em

(5.66),

(02 — Uj)(ay - Uj) -T2, = 0,

que pode ser expandido para

0'? —(op+0y)oj+ (0404 — Tiy) =0.

Usando a férmula para as raizes tem-se

1
9575 {(Uﬂc +oy) £ \/(UI +0y)? — 4(oz0y — 73,)

Expandindo e reordenando os termos chega-se a

2
Og+ 0 Oy — O .
o= 5 V4 \/( z 5 y) + 72, para j = 1,2. (5.68)

Esta é a mesma expressao anteriormente deduzida para obter o1 e o9 em estado plano de tensoes,
equagoes (5.44). Entao, se o tensor é como em (5.64), o fato de o, ser nulo ou nao, nao interfere
nos valores de o1 e 03. Como 7., = 7,, = 0, fica provado em (5.67) que ¢, é uma das trés tensoes
principais, quer seja nulo ou nao.

Isso tem uma consequéncia importante, que é a seguinte:

mesmo que uma ou duas possam ser nulas, ou uma, duas ou trés possam ser idénticas.
Sempre existe uma triade de eixos principais, 1,2 e 3, como Figura 5.20, mesmo que alguma
das tensoes principais seja nula.

sempre existem trés tensoes principais em qualquer estado de tensoes (uniaxial, biaxial ou triaxial),

(5.69)

Por exemplo, em todo o equacionamento e exemplos vistos nas secoes anteriores, além das tensoes
principais 01 e o9 obtidas, também existe o3 = 0.

Para um estado plano de tensGes no plano zy, como em (5.64), a diregao principal

correspondente, o eixo 3, coincide com o eixo z, como pode ser visto resolvendo para o

autovetor {vs} da matriz de estado plano de tensao (5.64). Para isso resolvemos o problema algébrico

(5.54)3

([o] = oslI]) {vs} = {0}. (5.70)

Para o3 = 0., se tem a forma aberta

Oy — O, Tay 0 U3z 0
Toy Oy =0z 0 vy =49 0 ¢. (5.71)
0 0 O, — 0, V3, 0

A solucao é que v3, pode ser qualquer valor real, por exemplo vz, = c. e v3; e v3, devem ser
resolvidos da submatriz remanescente

Ox — 02 Txy U3y . 0
Tay Uyaz}{wy }_{0}‘ (5.72)
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A submatriz é nao singular, pois os unicos autovalores que a tornam singular sdo o1 e g2. Isso
pode ser visto notando que o determinante dessa matriz gera exatamente o segundo polindémio
caracterfstico em (5.66). Entao, de dlgebra se sabe que a tnica solugao possivel é v3, = vy = 0.
Entao, o autovetor que define a dire¢ao principal 3 é

0
{vst=4 0 /. (5.73)

C

Essa forma mostra porque nao podemos usar ¢ = 0, mesmo no caso o3 = 0. Em geral se toma ¢ =1
para ter o vetor normalizado.

5.6.2 Rotacao das tensoes principais

Consideremos as trés tensoes principais e suas diregoes, como no elemento volumétrico da Figura
5.22a. As trés tensoes principais podem ser representadas no plano o — 7 do circulo de Mohr, como
na Figura 5.22b. Podemos rotacionar os eixos 1 e 2 em torno do eixo 3, por um angulo 63 como
na Figura 5.22b. As tensdes nas novas diregoes, r e s, sdo obtidas pelas equagoes (5.17), com x'e
y'substituidos por R e S, e 0, 0y € T4, substituidos por o1, o2 e 0 respectivamente. As tensoes
Or, 0 € Tpg 80 representados no plano o — 7 pelos pontos R e S do circulo vistos na Figura 5.22b.
Em geral, os pontos R e S descrevem o circulo de Mohr ilustrado conforme 03 varia de 0° a 180°.

g! t S
S3 O3 SE
R 2 :
‘2q r 3
y s; s, S, s
S s
S
E 2 @ () © S2

Figura 5.22: (a) Tensoes e diregdes principais, (b) circulo de Mohr e (c) rotagao em torno do eixo
3.

Note que o circulo de Mohr da Figura 5.22b é uma generalizacao do circulo de Mohr de um
estado plano de tensoes descrito no inicio do capitulo. No EPT, ¢, era nulo, enquanto no caso atual
ele nao o é.

Considere novamente as trés tensoes e diregOes principais, como na Figura 5.23a. Podemos fazer
uma rotacao 6, em torno do eixo 1 e definir novos eixos, t e u como mostrado. As tensoes nas faces
orientadas por t e u, (0¢, 0y € Tyt), definem os pontos T e U e o circulo de Mohr mostrado na
Figura 5.23b.

Comparando as Figuras 5.22 e 5.23, temos dois circulos de Mohr: um no plano O12 (para
rotagdo em torno do eixo 3), e um circulo no plano 023 (para rotagdo em torno do eixo 1).

ta

@ s, % (b)

Figura 5.23: Rotacao em torno do eixo 1.
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v

(a) Uniaxial (b) EPT

(d) Estado hidrostatico

e ca —< S
S,=5,=S3=S

Figura 5.25: Representagao dos circulos de Mohr em diversos estados de tensao.

705 — Max{r

12 . .13 . .23
max T

max’ max’ Tmax Y

1 5.74
zimax{|01—02|; lo1 —o3|; |02 — o3|} ( )

A tensdo méaxima absoluta ocorre sempre em eixos contidos no plano do maior circulo de Mohr, a
45° dos eixos principais associados. Por exemplo, para o estado de tensoes da Figura 5.24, os eixos
Oab estao contidos no plano 013, onde o eixo a estd a 45° do eixo 1, como na Figura 5.26.

Tl
b S a X
». R4
) : | [\ 45°
T RN

/ ................... S3 3

p 2 'S,
€) 2¢ S, (b 2

Figura 5.26: Tensoes e diregoes principais em (a), e diregoes a — b da tensao cisalhante méxima
absoluta.

Exemplo 5.6 - Tensoes principais e circulos de Mohr em EPT

Considere o estado de tensoes planas dos Exemplos 5.2 e 3, {07} = {20; —50; —25}7 MPa. Construa
os trés circulos de Mohr e indique as tensoes principais e tensoes cisalhantes maximas em cada plano.

Solucgao:
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Como se trata de um estado plano de tensoes no plano xy, podemos obter diretamente as tensoes
principais o1e o2 e a tensdo cisalhante maxima no plano 12, 7.2 | usando o equacionamento do

fluxograma da eq. (5.33). Isso j4 foi feito no Exemplo 5.3:

2
Trlr?ax = \/(UI 92 ay) +T%y € 012 = <O-$_;O-y> iT%r?ax? (575)

o que resulta

20 — (—50) 2
Thoox = \/(é )> + (—25)2 = 43,01 MPa,

20 + (=50
012 = <+§)> +43,0 = —15+ 43,0 MPa (5.76)

tal que o1 = 28 MPa e 0o = —58 MPa, como j4 tinha sido obtido no Exemplo 5.3, pagina 187. As

tensoes cisalhantes maximas nos planos 13 e 23, 713 e 723 podem ser obtidas de (5.74)

max

8 = oy — 03] /2 = 58/2 = 29 MPa. (5.77)

max

Com as trés tensoes principais determinadas, os trés circulos de Mohr podem ser esbogados,
como na Figura 5.27.

. —50 14 i’ le 50 MPa
= ™ 43 ‘l 25 MPa

YL l_»
X1V 20MPa

Figura 5.27: Circulos de Mohr e indicagao das tensoes principais e tensoes cisalhantes méaximas
em cada plano para os dados do Exemplo 5.6.

5.7 Transformacao de deformacgoes em estado plano

Nessa secao mostraremos que as deformacgoes sao valores associados a um determinado sistema de
eixos da mesma forma que as componentes de tensao. Em seguida apresentaremos as equagoes
de transformagao de componentes de um estado plano de tensoées (EPT) em presenca de uma
rotagao do sistema de coordenadas.
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Figura 5.28: Estado de tensdes numa superficie livre de um corpo.

Frequentemente as operacoes de transformacao de deformacoes sao realizadas para processar da-
dos obtidos em medigoes de deformagoes. Um dos métodos mais comuns de medicao de deformacgoes
é pelo uso de extensémetros de resisténcia. Esses extensémetros, como também diversos outros
tipos de transdutores cinematicos, medem apenas deformacgoes em pontos da superficie do
corpo, nao em pontos do seu interior. No caso mais comum a superficie é livre de tensoes,
i.e., em cada ponto as trés componentes de tensoes na superficie sdo nulas. Por exemplo, no ponto
ilustrado na Figura 5.28, se os eixos  — y forem tangentes a superficie tem-se 0, = 7., = 7, = 0,
0 que caracteriza um estado plano de tensoes, com o tensor tensao com as componentes

Or Tay O
o] =| Tay oy 0 |. (5.78)
0 0 0

Nesse caso, o estado de deformacgoes é obtido pela Lei de Hooke generalizada, dada pela equagao
(4.60), pagina 120, para um material homogéneo, eldstico-linear, isotrépico:

Ex = —= |0 — VO €y, =——=(0z+0 = =0.
T l['? T Yyl z Exy T y/)s Yy Yyz (5 )
€y E[Cy vo CL“]? ’ny G ’

Entao o estado de deformagoes tem componentes

€x 'me/Q 0
el = | 7ay/2 &y 0 |. (5.80)
0 0 €,

G ¢ dado por G = E/2(1 + v).

A relagao inversa de (4.125) pode ser facilmente obtida:

70 = T TR oy = (s, (5.81)
Tay = Gy O, =Tz, =Ty, = 0.
Além disso, uma relacao adicional é obtida para e,:
£, = ——(ex + &) (5.82)

1—w

Nota-se que este nao € um estado plano de deformagoes (EPD), pois €z # 0 quando o
coeficiente de Poisson v # 0. Entao, além das deformagoes coplanares (no plano zy) vistas na
Figura 5.29, existe também uma deformagao normal €,, na dire¢do perpendicular & superficie do
corpo, provocado pelo efeito de Poisson.

Entretanto, observa-se que a componente €, nao é afetada por uma rotacao de sistema de coorde-
nadas em torno do eixo z, isto é, as equagoes de transformagao de (5.80) sdo as mesmas do estado
plano de deformacoes (EPD):
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Figura 5.29: Deformacoes na superficie de um corpo.

€ Yay/2 O
el = | Vay/2 €y 0|, (5.83)
0 0 0

e €, permanece inalterado com a rotagao.

5.7.1 Aspectos gerais de transformacao de deformacgoes

A questao da transformacao de deformagoes pode ser entendida com a ajuda da Figura 5.30a, onde
temos um elemento ABCD de dimensoes diferenciais dz x dy, com as faces paralelas aos eixos z
e y. Como ilustracao, consideremos o elemento sujeito apenas a deformacoes €., de forma que ele
se deforma na configuracio ABCD, isto é, o segmento AB paralelo ao eixo z alonga-se em £,dz na
direcao .

Consideremos agora, no mesmo ponto do corpo, um outro sistema de eixos, Az'y’ como mostrado.
Um segmento de material na direcao z’, ao longo de AC, tem inicialmente comprimento dz’. Com
a deformacéo, o segmento AC deforma-se para AC, como visto na Figura 5.30a. E visivel que a
deformacao de AC, isto &, g,/, sera diferente de e,, uma vez que £, ¢ tal que o comprimento final
TC é (1 + dl‘/)&?m/.

Em segunda, consideremos, ainda na Figura 5.30a, um outro elemento diferencial, no mesmo
local, de dimensoes dx’ x dy’, com faces paralelas aos eixos x’' e y'. Na configuragao original o
elemento é retangular, isto é, com os dngulos internos retos. Entretanto, na configuracao deformada
os angulos estao alterados pelo valor 7,/,,, que é o angulo formado pela rotagao de AC em AC.

Da Figura 5.30a conclui-se, de forma geral, que a um simples elongamento uniaxial, €, cor-
responde um estado de deformagoes mais complexas num outro sistema de coordenadas, ' — v/,
envolvendo, pelo menos, um elongamento ¢,/ ¢ um cisalhamento 7,/,,.

Na Figura 5.30b temos a ilustragao de que um estado simples de cisalhamento, 7,,, num sis-
tema de coordenadas = — y, estd associada a um elongamento £,» numa diregdo z’(além de outras
deformagoes nao mostradas). Nos eixos z — y, o retangulo ABCD deforma-se para ABCD pelo
cisalhamento v,,. Jd o segmento AF na diregao 2/, elonga-se para AF, gerando uma deformacao
normal €.

Em lugar de tratar de uma componente de deformacao por vez, devemos considerar o conjunto
delas, como na Figura 5.31a. Para um sistema Ozy de eixos, temos dois segmentos ortogonais de
material, AB e AC, de comprimentos dz e dy. Cada um desses segmentos sofre um elongamento
e uma rotagao. Por exemplo, o segmento AB elonga-se no valor €;dz, e sofre uma rotagao v, /2,
de forma que o ponto B desloca-se para a posicio B. De forma semelhante, eydy € o elongamento
de AC, e vy, /2 serd sua rotagao, tal que o ponto C toma a posigao C.

Consideremos agora a mesma regiao do corpo, o mesmo estado de deformagoes, porém definimos
um segundo sistema de eixos, Oz'y’, através de uma rotacao € em torno do eixo z. Se definimos
um novo segmento, Ab, de comprimento dz’, paralelo ao eixo z’, o elongamento desse segmento
serd e,dx’, fazendo b mover-se para c, e sua rotagao Yury /2 faz b mover-se para b, como visto na
Figura 5.31b. Da mesma forma, um segmento paralelo ao eixo ¥/, terd elongamento e,/dy’ e rotacao

’yx/y//2.
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(b)

Figura 5.30: (a) Cisalhamento associado ao elongamento (b) elongamento associado a cisal-
hamento.

O que buscamos aqui é obter um conjunto de equacgoes que determine os valores de e,/, g€
Yy, €M termos de €4, €y, Yy € 0, isto é,

Ex ’}’my/Q 0 Eqxt 7%’3/’/2 0
Yey/2 €y 0 Transformacao Vary /2 £y 0 (5.84)
0 0 0 0 0 0

gy HC. ..y
Loy C! ;
y\Y , bic
dy h r/_l"
',/' B
A dgx B

|_|\Jexdx

q X

@ 0 =

Figura 5.31: Deformagoes planas nos sistemas Oxy e Oz'y/'.

5.7.2 Equacgao de transformacgao plana de EPD

Considere a Figura 5.32, onde temos um sistema de eixos Oz’y’ inclinado em relagao ao sistema Oxy
pelo angulo #. Uma porgao de material que ocupe as posigdes do retangulo OARa na configuragao
indeformada do corpo, ocupard as posi¢oes do trapézio ODrd na configuracdo deformada. Observe
que as deformagoes na figura foram grandemente exageradas par permitir a visualizacao. De fato, a
teoria sendo vista nesse curso é de pequenas deformacoes e rotagoes, cujas caracteristicas sao
listadas na segao 4.2.1, pagina 98.

A componente ¢,/de deformacéao é tal que define a componente do deslocamento AD ao longo do
eixo 2/, isto ¢, AD| = e,7dx’ como na Figura 5.32. Determinaremos €,dz’somando as componentes
dos segmentos AB, BC e CD ao longo de z’. Esses segmentos sao definidos pelas componentes &,

Ey € Vay'
AB = ¢, dz, BC = ¢,dy CD = v,,dy. (5.85)

Os dois primeiros termos sao ficeis de entender observando a regido hachurada OPAQ na Figura
5.32, que tem lados dx x dy. O termo CD pode ser entendido com auxilio da figura inferior & direita,
que mostra que 7,, gera uma parcela de deslocamento horizontal, 7,,dy, que define C'D.
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Figura 5.32: Deformacoes planas nos sistemas Ozy e Ox'y’.

Entao, a parcela de AD na direcao x’ é obtida somando as parcelas de AB, BC e C'D na direcao

AD |,= ABcosf + BC sen 6 + CD cos?,

isto é,

g de’ = epdx cosf + gydy sen 0 + 7, dy cos 6. (5.86)

Observando o tridangulo O PA nota-se que

dy dx
sen 6 = et cosf = gl (5.87)
Entao (5.86) gera
€a0 = g 08”0 + gysen® O + v, sen 6 cos (5.88)

Para a dedugao de ¢,/ seguimos procedimento andlogo, observando o deslocamento do ponto a
para a posicao d na Figura 5.32. ¢, ¢é tal que ad |,y= ¢,ydy’. Entao,

ad|,, = ab sen ¢ + bccos — cd sen 0. (5.89)

Os segmentos sao dados por

ab = e, dz, be = eydy e cd = 7,4, dy. (5.90)

Essas relagoes sao entendidas com auxilio do retangulo hachurado OTaS de dimensoes dx x dy,
que aparece em destaque com cisalhamento na figura inferior & esquerda da Figura 5.32. Usando
(5.90) temos (5.89) como
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gIZA
62,2

b

Figura 5.33: Circulo de Mohr de deformacoes.

Exemplo 5.7 - Deformacoes e tensoes principais

Sabe-se que num certo ponto da superficie de um corpo as deformacoes sdo €, = 250 - 1076, Ey =
150 -107% e 7, = 100 - 107%. (a) Determine as deformagdes e dire¢des principais; (b) Esboce o

abs .
max?

O material é aco, com médulo de elasticidade E = 207

circulo de Mohr de deformagoes; (c) Determine a deformagao cisalhante maxima absoluta, 7
(d) Determine as tensdes principais e 712,
GPa e coeficiente de Poisson v = 0, 3.

Solugao:

O cfrculo de Mohr ¢ obtido plotando os pontos X = (e4;7,,/2) = (250; 50) - 10%c Y =
(6ys —Vay/2) = (150; —50) - 1075. O circulo do plano xy é visto na Figura 5.34. Os valores
das deformacao principais do plano Oxy vem de (5.103):

2 2
er | (250+ 150 _6 _6 250 — 150 100\* [ 270,7-1076
€2 }_< 2 107 £10 2 72 ) =1 129,310
A terceira deformagao principal nao é nula como o3 no EPT, mas é dada em termos de €1 e €2 por
(5.82):

— —0,3
ﬁ(51 + £9) = —2—(270,7+129,3) - 107% = —171,4- 1076,
— UV

= (1-0,3)

As orientagoes dos eixos 1 e 2 sao dadas por (5.102):

— Vay 100 - 1076 _ )
tg 20 = - —1 28 = 45°.
& o — 2, (250 — 150) - 106 -

Os eixos principais 1 e 2 sao mostrados na Figura 5.34b, sendo que eixo 3 é obviamente normal ao
plano O12. A altura do bloco diminui, uma vez que €3 < 0.)

abs

Observando o circulo de Mohr vemos que a deformacao méxima absoluta 25

plano O13, e nao no 012, i.e.,

ocorre no

Nabs ep— ey 270,7 — (—171,4)

== 5 1078 = |qebs =442,1-.107

As tensoes principais vem de (5.81):
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g’2A y4
S, =
/2 2
g‘;@; 2 47,9 MPa
\ /‘_—’i\ Sl =
\ _» 70,4 MPa
e, / 1
X q=225°

e,=-1714 e]

1 \\ tx
A -

@) (b)

Figura 5.34: Circulo de Mohr de deformagoes do Exemplo 5.7 e elemento diferencial com as tensoes
e deformagoes principais.

B 20710 6 P
0'1—1_1/2(81+V€2>—1_0733(270,74-0,3X 129,3)10 —70, a,
E 207 - 10 e
09 = m(52 + 1/51) = m(129,3 + 0,3 X 270, 7) -10 = 47,9 MPa, (5104)
T12:G712:GXO:O,
o3 = 0.

Essas componentes de tensao também encontram-se ilustradas na Figura 5.34b, junto as deformacoes
principais 1 e 2.

5.7.3 Comentarios adicionais

Note que no exemplo partimos das deformagoes no sistema xy, obtivemos €1 e €5 e usamos a Lei de
Hooke para chegar as tensoes principais o1 e 03. Poderfamos ter seguido um outro caminho: usar
a lei de Hooke para converter as deformacgoes x — y nas tensdes x — y, e em seguida obter o1 e 09.
Esses dois caminhos sao mostrados da seguinte forma:

(€] Lei de Hooke o’
Transf. de deformagdes ! ! Transf. de tensoes (5.105)
€1, €2 Lei de Hooke ¢!, o2

(A8}

onde os indices “x” e “1” indicam os sistemas de eixos. No exemplo, a Lei de Hooke do EPT,
eq.(5.81), produz

E 207 - 10° _
0 = 7 5(Eatvey) = m(%o +0,3-150) - 107% = 67,1 MPa,
207 - 10° _
Oy = T2 &y T vee) = 333 (150+0,3-250) 10 ®=51,2 MPa,
207 - 10°
—q = ————-100-107% = 7,96 MPa.
Toy = Say 2(140,3) ’ ’

Agora buscamos as tensoes principais:

67,14 51,2 67,1 —51,2)2 , | 70,4 MPa,
‘71’2_( 2 )i\/< 2 ) +7,96 _{ 47,9 MPa.
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que, como previsto, sdo os mesmos valores obtidos em (5.104), usando o caminho & esquerda de
(5.105).

5.8 ExtensOmetros e rosetas

Extensometros elétricos sao transdutores de deformacao que consistem, basicamente, num filamento
metdlico colado numa pequena regiao da superficie de um corpo em sua configuragao indeformada. O
filamento tem um comprimento, L, drea de secao transversal Ay, e resistividade elétrica do material
conhecida, de forma que sua resisténcia elétrica R é conhecida. Uma diferenca de potencial elétrico
V' é aplicado nas extremidades do filamento em sua configuracao indeformada. Quando o corpo
¢ deformado, o filamento acompanha a deformacao local e altera seu comprimento em ALy e sua
secao transversal em AAy, o que resulta numa alteracao AR de sua resisténcia elétrica. A variacao
da tensao elétrica é medida e obtém-se uma relagao com a variagao de comprimento. De fato, apds
as operacoes matemadticas pertinentes tem-se uma medicao local da deformacao especifica média do
corpo na direcao do filamento, na pequena regiao em que o extensémetro foi colado.

Como as variacoes de resisténcia elétricas obtidas dessa forma sao muito pequenas, o usual é
a construgao dos extensdmetros com o filamento em “zig-zag” como na Figura 5.35a, de forma a
aumentar o comprimento do filamento e assim melhorar a resolugao da medicao. O extensémetro
como um todo é composto pelo filamento colado a uma pelicula polimérica bastante fina que por
sua vez serve de base na colagem & peca.

Va t
/vTermi nas G s

v 1, R BN\,

b \ Filamento \qr
@ Pelicula (b) X

Figura 5.35: (a) Extensometro simples, (b)roseta genérica de trés extensometros.

Para determinar o estado de deformacoes num ponto da superficie de um corpo precisamos es-
pecificar trés componentes de deformagao, €,, €, e Vays €I relacao a um sistema de eixos cartesianos
Oxy previamente determinado, tangentes a superficie. Torna-se necessdrio colar trés extensémetros
0 mais préximos possivel do ponto onde se deseja as deformagoes. Note que nao hd como medir
diretamente uma deformacao cisalhante, uma vez que extensometros medem diretamente apenas de-
formagoes extensionais. Entretanto, como serd visto a seguir, deformacoes cisalhantes sao medidas,
porém de forma indireta.

Como o processo de colar o extensometro é bastante delicado, a tarefa de colar trés deles per-
feitamente alinhadas é evitada com o uso das chamadas rosetas de deformagao. Uma roseta é
constituida por dois ou mais extensometros, montados em fabrica, numa mesma pelicula, em ori-
entacoes pré-definidas entre si. Dessa forma, a orientacao relativa entre eles é bastante precisa e
facilita o trabalho de montagem.

A Figura 5.35b mostra uma roseta hipotética com trés extensémetros alinhados em trés dire¢oes
arbitrérias, 0., 05 e 6;. Com a experimentacao, temos no ponto do corpo os trés valores de defor-
macao, ao longo dos eixos r, s e t, isto ¢, &,, €5 € £;. Com isso, as componentes €;, ¢ Vay VEM da
aplicac@o de (5.88);

Er cos? 6, sen® 6, sen 0, cosb, Ex
s = | cos? 6, sen?6, sen O,cosb, Ey . (5.106)
€t cos® 0, sen® 6, sen 6 cosb, Vay
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Figura 5.36: Extensometros mais comuns: (a) roseta retangular 0°/45°/90° e (b) roseta em A
com 0°/60°/120°.

Os valores de €5, gy€ 7,, sdo obtidos resolvendo o sistema algébrico. Por exemplo, as rosetas mais
comuns sao aquelas mostradas na Figura 5.36. Resolvendo (5.106) para essas rosetas temos

5.9

5.1

5.2

5.3

Para a roseta 6,./05/6, = 0°/45°/90°,

€ = Er, Ey =€ty VYay = 265 — (&r +&1) (5.107)
e ¢ para a roseta em delta: 6, /05/60; = 0°/60°/120°,
2 1 2
€z = &, Ey = 3 (es +et) — gsra Vay = ﬁ (es — €t) (5.108)
Exercicios planos de tensdo, conforme as eqgs. (5.17)
ou (5.18). Programe em Fortran e em
Considere o Exemplo 5.1, em que um ponto Mathematica ou Matlab. Tome como da-
P de um corpo encontra-se sob estado dos de entrada o, 0y € Toy € 0.
plano de tensdes com as componentes nao
nulas o, = 20 MPa, 0, = —50 MPa e 7, = 5.6 Considere o estado plano de tensoes o, =
—25 MPa, em relagdo ao sistema de coor- 20 MPa, oy = —50 MPa e Tyy = —25
denadas Oxyz. Determine as forgas difer- MPa, em relagao ao .Slstema de coorde-
enciais que atuam num plano normal a um nadas Ozyz. Determine as componentes
eixo 2, pertencente a um sistema Oz'y'2’ de tensao em relagao a um sistema de coor-
definido por uma rotagdo plana § = 60° em denadas Ox'y’'z’ definido por uma rotagao
torno do eixo z. Use o método do somatdrio plana 9~: 30? em torno df’ eixo z. Esboce
de forcas no elemento diferencial de volume as tensoes em ambos os sistemas de coor-
como feito no Exemplo. denadas em elementos volumétricos.
. s _ o
Repita o Exercicio 1 para uma rotagao 5.7 Repita o Exercicio 6 para 6 = 60°.
plana 6 = —30°. 5.8 Repita o Exercicio 6 para 68 = —60°.
Repita o Exercicio 1 para uma rotagao 5.9 Repita o Exercicio 6 para § = 90°.
plana 6 = —60°. i _
5.10 Considere o estado plano de tensées o, =

5.4

9.5

Repita o Exercicio 1 para uma rotagao
plana 6 = 90°.

Transformacao de tensoes planas

Construa um programa computacional
para a transformacao plana de estados

20 MPa, o, = 50 MPa e 7, = 25
MPa, em relagado ao sistema de coorde-
nadas Ozyz. Determine as componentes
de tensao em relagao a um sistema de coor-
denadas Ox'y’z’ definido por uma rotagao
plana 8 = 30° em torno do eixo z. Esboce
as tensdes em ambos os sistemas de coor-
denadas em elementos volumétricos.





