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Prefacio

Um modelo matemaético que descreve o comportamento de uma estrutura é composto por trés grupos
de equacoes: as equacoes de equilibrio, as relacoes deformagao-deslocamento e as equacoes consti-
tutivas, que envolvem os campos de deslocamento, deformagao e tensdao como incégnitas a serem
determinadas sob certas condigoes de contorno. O que determinamos do modelo corresponde exa-
tamente ao que ocorre com a estrutura? Provavelmente ndo. Cada modelo é fruto de hipéteses e,
consequentemente, sua aplicabilidade vai até onde as hipéteses permitem. Saber identificar o limite
da aplicacao e, quando necessdrio, transpor esse limite por meio de modelos mais refinados nos ensina
a conviver com a incerteza. E por nao existir um modelo correto de forma absoluta que nos motiva
aqui a dar atencdo aos fundamentos. Estes, sim, s&0 universais por lastrearem todos os possiveis
modelos.

Este livro aborda assuntos essenciais & mecénica das estruturas sob um ponto de vista moder-
no, escrito de forma simples mas rigorosa. Destina-se a cursos de graduacao e de pds-graduagao,
e a profissionais que procuram revisitar a drea, admitindo que o leitor possua os conhecimentos de
matemdtica e mecAnica comuns aos ciclos basicos dos cursos de engenharia. Optamos pela notacao
matricial, e pela dlgebra e cdlculo que dela decorrem, para manter o texto conciso. Focado nos
fundamentos, a énfase serd sempre no entendimento dos conceitos e nao na solugao de problemas
especificos. O livro é organizado em catorze capitulos e trés apéndices.

O que discutimos nos Capitulos 1-4, complementado pelas condigoes de contorno apresentadas no
Capitulo 5, representa a esséncia da teoria da elasticidade. A forma linearizada cldssica dessa teoria é
sintetizada no Capitulo 5. A presenca do Capitulo 6, sobre célculo variacional, é para introduzir uma
linguagem mais apropriada na discussao do principio dos deslocamentos virtuais no Capitulo 7 e em
seu emprego nos capitulos subsequentes. O Capitulo 8 traz a teoria de vigas de Euler-Bernoulli e a de
Timoshenko, com suas extensoes a vigas sob tor¢ao. Versoes nao lineares dessas teorias sao também
estabelecidas para vigas sob pequenas deformagGes mas grandes deslocamentos e rotagoes. O método
dos residuos ponderados e o de Ritz do Capitulo 9 sao ferramentas robustas na obtencao de solugoes
aproximadas dos modelos mateméticos utilizados. O método dos elementos finitos é apresentado no
Capitulo 10 como uma extensdo do método de Ritz. O Capitulo 11 apresenta a teoria de placas
de Kirchhoff e a de Reissner-Mindlin. A introdugao de geometria diferencial no Capitulo 12 é para
generalizar as teorias de cascas no Capitulo 13. Neste, identificamos a versao de Reissner e a de

Sanders da teoria de cascas de Love, além de suas formas modificadas que incorporam a deformacao



x Prefdcio

de cisalhamento transversal. Por fim, o Capitulo 14 aborda a estabilidade do equilibrio. O fato de se
lidar com teorias de vigas, placas e cascas, que sao os elementos estruturais tipicamente empregados
na engenharia, possivelmente torne o titulo do livro mais significativo para o leitor.

Exemplos simples sao colocados em pontos estratégicos de maneira que se tenha uma melhor
compreensao do assunto. Os problemas de fim de capitulo foram planejados para verificar o grau de
compreensao do leitor, estimulando seu raciocinio e iniciativa. Todos encontram-se detalhadamente
resolvidos num volume auxiliar intitulado Solugoes dos Problemas Propostos em Fundamentos da
Mecdnica das Estruturas, Orsa Maggiore, Florianépolis, 2021.

Embora uma vasta bibliografia nos tenha influenciado, listamos nas Referéncias apenas as pu-
blicacoes julgadas estritamente necessarias na complementacao da leitura de algumas passagens do
texto.

As milhares de horas dedicadas & tarefa de escrever este livro, muitas delas & noite, feriados
ou finais de semana, nem sempre foram momentos de euforia. Minha familia encarregava-se de me
socorrer com palavras de &nimo. A ela, minha gratiddo. N&ao posso deixar de mencionar que uma
parte significativa da motivagao em escrever veio do convivio com os colegas Adriano Luiz de Carvalho
Neto e Francisco Alex Correia Monteiro, que estimulavam interessantes discussoes técnicas enquanto
tentavam minimizar meus desacertos.

Espero que o leitor encontre no livro estimulo para aprofundar-se neste fascinante ramo da
mecanica tao importante as engenharias aeroespacial, civil, mecénica, naval, dentre outras. Criti-
cas e sugestoes podem ser enviadas para eliseu@ita.br ou elucenaneto@gmail.com, as quais serao

bem-vindas e valiosas numa futura revisao.

Sao José dos Campos, 28 de junho de 2021 Eliseu Lucena Neto



Capitulo 1

Tensao

Quanto ao modo como sao exercidas, as forcas externas que atuam num sélido dividem-se em duas
classes: forcas de volume e forcas de superficie. As forcas de volume, como o préprio nome sugere,
distribuem-se por todo o volume do sélido. Sao forgas de campo, exercidas a distancia por algum outro
corpo, especificadas em termos de forga por unidade de volume. O peso e a forga eletromagnética
sao exemplos de forcas de volume. As forcas de superficie, como o préprio nome também sugere,
aparecem na superficie do sélido devido ao contato fisico com outros corpos. Elas sdo especificadas
em termos de for¢a por unidade de drea. Desenvolvem-se ainda no sélido forcas internas que resistem
a tendéncia de uma parte do sélido mover-se em relagdo a uma outra parte do mesmo sélido. Sao
forgas de contato, ndo exercidas por algum outro corpo, que respondem pela integridade do sélido.
Supor que o sélido seja formado de pontos materiais que se distribuem continuamente no volume,
apesar da natureza discreta da matéria quando avaliada em niveis atomicos, permite tratar as forcas
internas usando o conceito de tensdo. Mostramos neste capitulo como as forcas externas e as tensoes

interagem, inclusive para o equilibrio do sélido.

1.1 Vetor tensao

Sob a acao das forgas externas um sélido se desloca, sofre mudancas de forma ou volume e surgem
nele forcas internas. Imaginemos o sélido nessa situacao transformada pela acao das forgas, ocupando
uma regiao qualquer do espago (veja Figura 1.1a), onde um ponto p(x1,x2,x3) ¢ identificado pelo
sistema de coordenadas cartesianas! (retilneas) ortogonais z1z223 (coordenadas eulerianas,? segundo
a nomenclatura do Capitulo 2). A base ortonormal do sistema é definida pelos vetores unitdrios ey,
es e ez, mutuamente ortogonais, nas dire¢oes dos eixos coordenados. A Figura 1.1b mostra o sélido
seccionado em duas partes, parte A e parte B, por um plano que passa pelo ponto p. O plano de
corte tem duas faces: uma na parte A, orientada segundo o vetor normal unitdrio n que aponta para
fora da parte A, e outra na parte B, orientada segundo —n que aponta para fora da parte B (vetor

nao mostrado na figura). A for¢a que a parte A exerce sobre a parte B e a forca que a parte B exerce

'René Descartes, filésofo e mateméatico francés nascido em La Haye em 1596, falecido em Estocolmo em 1650.
?Leonhard Euler, matemdtico suico nascido em Basiléia em 1707, falecido em St. Petersburg em 1783.
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Figura 1.1 (a) Sélido numa regido do espago apos a acao de forgas externas, com as coordenadas
x1, 2, r3 de um ponto genérico p; (b) a forca interna Af, exercida pela parte B sobre a parte A, é
distribuida na drea Aa, em torno do ponto p, segundo o plano de corte definido pelo vetor normal

unitério n.

sobre a parte A tém a mesma intensidade, a mesma dire¢do, porém sentidos opostos, conforme a
terceira lei de Newton?® (principio da agdo e reacio). E uma forca oriunda do contato entre as duas
partes de um mesmo sélido sendo, portanto, uma forga interna. Admitir que a forca de contato entre
as partes A e B seja continuamente distribuida na drea da segao de corte (distribui¢ao, em geral, nao
uniforme) é, também, admitir que o material seja continuamente distribuido no volume do sélido. A
resultante da forga que é distribuida na drea Aa em torno de p é indicada na Figura 1.1b por Af
(representamos a forga que a parte B exerce sobre a parte A; a forga que a parte A exerce sobre a
parte B seria —Af).

Chamemos de r o vetor posi¢do do ponto de aplicacdo de Af em relacdo ao ponto p e Am o
momento produzido pela forca, como indicado na Figura 1.2a. E indiferente se trabalhamos com a
parte A ou com a parte B. Se a drea Aa for reduzida progressivamente, mas sempre contendo o

ponto p, o vetor tensdo que atua no ponto segundo o plano considerado é definido por
t= lim —. (1.1)

O numerador e o denominador da fragao tendem simultaneamente a zero, mas a fragdo, em geral,
tende a um valor finito (veja, por exemplo, que 10710/10711 = 107100/107101 = ... = 10). A exis-
téncia desse limite ¢ um postulado fundamental na mecanica do continuo, introduzido por Cauchy*

por volta de 1822 | e baseia-se na idealizacao do material com uma distribuicao continua no volume

3Isaac Newton, fisico e matemético inglés nascido em Woolsthorpe em 1642, falecido em Londres em 1727.
* Augustin Louis Cauchy, engenheiro e matemético francés nascido em Paris em 1789, falecido em Sceaux em 1857.
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Figura 1.3 Vetor tensao que atua em p segundo o plano de corte paralelo ao plano zexs, indicado

nas faces positiva e negativa com suas respectivas componentes.

separa os dois paralelepipedos, onde uma das faces do plano tem normal e; (face no paralelepipedo
A), e a outra face tem normal —e; (face no paralelepipedo B). A face de normal ej, que se volta
para o sentido positivo do eixo x1, serd considerada positiva, e a face de normal —e; serd considerada
negativa. Denotemos por tle) oy tl-er) (= —t(el)) o vetor tensao que atua nesse plano. Se o vetor
tensao for representado pelas suas componentes no sistema xizors, adotamos a convencdao de ser
positiva a componente que na face positiva aponta no mesmo sentido do eixo correspondente ou que

na face negativa aponta no sentido contrério do eixo:
t(el) =01€1 -+ T12€2 + T13€3 = t(_el) = —t(el) — —01€1 — T12€2 — T13€3. (14)

Por essa notacao, uma tensao normal o; atuard na face perpendicular ao eixo x; e uma tensao de
cisalhamento 7;; atuard na face perpendicular ao eixo z;, segundo a direcao de x;. Perceba que uma
tensao normal positiva é de tracao e que uma tensao normal negativa é de compressao. A Figura 1.3
traz os sentidos positivos das componentes do vetor tensao, caso a representacao seja na face positiva
ou na face negativa do plano de corte.

Para facilitar a visualizacao das duas faces do plano sem recorrer as partes A e B, é comum o
seguinte procedimento: desenhamos a face positiva e a face negativa ligeiramente afastadas uma da
outra como indicado na Figura 1.4, onde a distancia que se observa entre as duas faces é puramente
esquematica, nao existe, é s6 para facilitar a visualizacdo. Sao as duas faces de um mesmo plano que
passa por p. A extensdo do procedimento para os planos paralelos a z1x2 € x12x3 que passam por p
resultard na representagao mostrada na Figura 1.5. Novamente, o paralelepipedo que vemos na figura

¢ meramente ilustrativo, sem dimensao, obtido apés afastar as duas faces de cada plano perpendicular
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Figura 1.4 Representacao esquemsitica do plano de corte paralelo ao plano xoxs com as faces

ligeiramente afastadas do ponto p: (a) face positiva; (b) face negativa; (c) ambas as faces.

aos eixos coordenados que passam pelo ponto p, ou seja, duas faces paralelas do paralelepipedo séo
as faces de um mesmo plano.

A Figura 1.6 mostra o caso simples de uma barra tracionada por uma forca de intensidade F',
cuja drea ag da secdo transversal mantém-se constante ao longo da barra apds as transformagoes
provocadas pela forga. A barra é seccionada num ponto p qualquer segundo trés planos. A secao de
corte no plano 0 coincide com a secao transversal, e as secoes nos planos 1 e 2 tém dreas a; e ao,
respectivamente. Supondo que a forca distribua-se uniformemente em cada secao de corte, o vetor
tensao tg no ponto p segundo o plano 0 tem maior intensidade do que o vetor tensao t; segundo o
plano 1, que por sua vez tem maior intensidade do que o vetor tensao to segundo o plano 2, pois
ap < a1 < ag. Generalizando, dizemos que num ponto de um sélido atua um nimero infinito de
vetores tensoes, havendo um vetor tensao para cada plano que passa pelo ponto. S6 “vemos” um

dado vetor tensao apds seccionarmos o sélido no plano onde ele atua, removendo uma das partes.

1.2 Tensor tensao

Sabendo-se que é o vetor tensdo que resiste no ponto, segundo o plano onde atua, & tendéncia de uma
parte do sélido mover-se em relagao a uma outra, é imprescindivel ao projeto que todos os vetores
tensodes no ponto sejam conhecidos. Mostremos que a infinidade de vetores tensoes que passam por
um ponto nao sdo independentes. Se conhecermos trés deles que atuam em planos mutuamente

ortogonais conheceremos os demais.
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ti_el)Aal

(b)

Figura 1.7 (a) Tetraedro extraido do interior do sélido, com as faces perpendiculares aos eixos
coordenados passando pelo ponto p e a face inclinada distante h desse ponto; (b) forgas resultantes

provenientes dos vetores tensdes t (7®) e t ™ e da forca de volume b.

onde, por uma questio de simplicidade, usaremos doravante t no lugar de t™. Designando por t; a

componente de t na diregdo de z; (veja Figura 1.8), ou seja,
t = tieq1 + toes + t3e3, (1.15)
obtemos de (1.14) as relagoes
t1 =o01n1 + Toing + T31n3 e = Tiang + 0ang + T3ang  tz = Ti3ng + Toesn2 +o3ng  (1.16)

ou, arranjando as componentes de t e n em forma matricial,

t1 o1 T21 T31 ny
t3 T13 T23 O3 ng

Esta expressao é conhecida por férmula de Cauchy.

A matriz o, que emerge naturalmente em (1.17), contém na primeira coluna as componentes do
vetor tensao que atua no plano perpendicular ao eixo z1; na segunda coluna as componentes do vetor
tensao que atua no plano perpendicular ao eixo x2; na terceira coluna as componentes do vetor tensao
que atua no plano perpendicular ao eixo x3. Percebemos claramente que o conhecimento dos trés
vetores tensoes (componentes agrupadas em o) que atuam em trés planos mutuamente ortogonais é
suficiente para identificar o vetor tensdo que atua em qualquer plano, definido por n, que passa pelo
mesmo ponto, como pioneiramente demonstrado por Cauchy.

Note que a componente 7;; aparece em o no cruzamento da linha j com a coluna . Alguns

autores redefinem a matriz posicionando 7;; no cruzamento da linha ¢ com a coluna j, mas com o
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Figura 1.8 Componentes do vetor tensdao t (notacao usada no lugar de t(n)) que atua no plano

inclinado que passa pelo ponto p e componentes do tensor tensao o no ponto.

cuidado de escrever t = o’n (Mase et al., 2010). Outros preferem manter (1.17) como estd, porém
com o indice ¢ identificando a dire¢do, e nao a face, onde atua a tensao de cisalhamento (Holzapfel,
2001). A diferenga entre adotar um ou outro procedimento torna-se irrelevante para o simétrico

T'=g).

(o
Na expressao (1.17) cada vetor unitdrio n associa-se ao vetor tensao t, que atua no plano normal
a n, por meio de um operador linear representado pela matriz o. O operador é assim denominado

por gozar das propriedades
o (n, +n) =on, +ony o (an,) = aon,, (1.18)

onde n, e n; sao vetores unitdrios arbitrdrios e o é um escalar qualquer. Um operador linear
que associa um vetor a um outro vetor no espaco tridimensional é um tensor de sequnda ordem
tridimensional. Talvez seja esta a forma mais simples de se definir um tensor de segunda ordem.
Foi o o primeiro tensor de segunda ordem a ser identificado, o que explica o emprego generalizado
do termo “tensor” (nome aparentemente dado por Voigt®). O paralelepipedo meramente ilustrativo,
sem dimensao, da Figura 1.5 costuma ser visto como uma representagcao do tensor tensao no ponto
p segundo o sistema x1x2x3.

Mostraremos na Secao 1.7 que
Tol = T12 T31 = T13 T32 = Ta3, (1.19)

ou seja, a matriz o é simétrica. Portanto, das nove componentes do tensor de segunda ordem o,

agrupadas na matriz quadrada o de ordem 3, apenas seis sao independentes (o1, 02, 03, T21 = T12,

T31 = T13, 7’3227'23)-

SWoldemar Voigt, fisico alemao nascido em Leipzig em 1850, falecido em Gottingen em 1919.
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X2

Figura 1.9 Sistemas cartesianos ortogonais zjxex3 e zjzhah, com indicacdo dos angulos entre z e

os eixos do sistema x1z973.

L1 Lo L3 ny
= | Lor L2 La3 ng = n'=Ln. (1.20)
L3y L3z L33 ns

A matriz de transformacdo L é ortogonal, ou seja, L1 = LT (veja Problema 1.4), e a relagdo (1.20)

mantém-se védlida para qualquer outro vetor. Especificamente,
t' = Lt. (1.21)
Multiplicando ambos os membros de (1.17) por L e sabendo-se que LTL =1,

Lt=Lo (L'L)n=LoL’Ln, = +t=0¢n' = o =LoL". (1.22)
—_—— =
o/ n’
Apesar de um mesmo vetor ser aqui representado por n ou n’, a matriz n refere-se ao sistema
z1wax3 e 1’ refere-se ao sistema x xhry. Explicagao semelhante aplica-se também as matrizes o e o’
do tensor. Como translacoes do sistema nao afetam as componentes do vetor e do tensor, somente

rotagoes (mudanca de base) sdo consideradas.

Exemplo 1.2 Suponha que o sistema 2 zhz% seja obtido por uma rotagao de 45°, no sentido anti-
horério, do sistema z1z223 em torno do eixo z3 (veja Figura 1.10). Determine as componentes do
vetor tensao t e do tensor tensao o, dados no Exemplo 1.1, nesse novo sistema.

Usando a matriz de transformagao

- ﬁ ﬁ 0_
2 2

L= iﬁ Q 0 )
2 2
0 0 1

obtemos
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(/74 o

or=0oy ol
or=0np=0q1 o

(a) (b)

Figura 1.14 Estado de tensao: (a) cilindrico; (b) esférico.

primetro, seqgundo e terceiro invariantes do estado de tensao. Enquanto I; varia linearmente com
as tensoes, Iy tem variacao quadrdtica e I3 cuibica. Existem outros invariantes associados a o mas
apenas trés sao independentes. Dada a simetria de o, mostremos que os trés planos sobre os quais
as tensoes principais atuam sao mutuamente ortogonais.

Sejam nj e nj; 0s vetores unitdrios ortogonais aos planos onde atuam oy e oy, respectivamente.

De (1.25),

orny =ony ornyr =onyy. (130)

Pré-multiplicando a primeira das equacoes por n?l e a segunda por n?, levando-se em conta que a

matriz o é simétrica,
J[H?In[ = n?la'n[ = n?a'nn O'[]Il?n][ = n?a’nu. (1.31)
Subtraindo a segunda equacao da primeira, lembrando que n?ln = n?n I,
(O’[ *JH) l’l?n]] =0. (1.32)

Se o1 # o1, entao n?nH = 0. Ou seja, as tensOes o e o7 atuam em planos ortogonais.

Permutando os indices de o e n em (1.32), chegaremos as seguintes conclusoes:

(a) Se o7 # o171 # o111, 08 trés planos onde as tensoes principais atuam sao tnicos e mutuamente

ortogonais.

(b) Se or = o115 # o111, O Vetor nyr é tnico e ortogonal a n; e ny; que sao indefinidos. Ou seja,
todos os planos paralelos a ny;; tem tensao de cisalhamento nula e tensao normal o = o5 = oyy.
Quaisquer dois vetores unitdrios ortogonais entre si e a nyy; poderao ser escolhidos para ny e
nyr. Se imaginarmos um cilindro circular infinitesimal no ponto com a face plana normal a
o111, a superficie lateral do cilindro estard apenas sob tensao normal ¢ = o5 = o1 (veja Figura
1.14a). Dai um estado de tensao com duas tensoes principais iguais e distintas de uma terceira

ser denominado cilindrico.

(¢) Se oy =011 = o111, entao todos os planos que passam pelo ponto tem tensao de cisalhamento

nula e tensdo normal ¢ = o7 = oj; = oyrrr. Quaisquer trés vetores unitdrios mutuamente
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Figura 1.15 (a) Diagrama de Mohr; (b) planos associados as circunferéncias Ci, Cs, C3 e a regiao
sombreada entre as circunferéncias no diagrama de Mohr; (c) planos a 45° em relagao a o7 e oy

onde atuam a méxima tensao de cisalhamento (o7 — orr7) /2 e a tensao normal (o7 + oyr1) /2.

Se o1 > o051 > oy, entdao (o7 — o) (o7 — o) > 0. Como n? > 0, temos da primeira das
equagoes (1.49) que

2 2
R L I i Il Gt IR D

Considerando apenas a igualdade, (1.50) representa a equagao da circunferéncia no plano o7, com
centro em [(orr +o7rr) /2,0] e raio (077 — orrr) /2, indicada na Figura 1.15a por Ci. A regido
definida pela desigualdade consiste de todos os pontos fora da circunferéncia.

Procedendo de maneira andloga, concluimos da segunda das equagoes (1.49) que

2 2
P4 o—op)(o—om) <0 = +<+T) §<T) (151)

representado graficamente na Figura 1.15a pelos pontos sobre a circunferéncia Cy e no seu interior.
Da terceira das equagoes (1.49), obtemos

2 2
P4 (c—or)(c—0)>0 = T2+ <a%> > <%> (1.52)

representado graficamente na Figura 1.15a pelos pontos sobre a circunferéncia C3 e fora dela.
Sabendo-se que o par (o, 7T) que atua num plano devera satisfazer simultaneamente (1.50), (1.51)

e (1.52), entao esse par corresponderd a um ponto da regido sombreada (incluidas as circunferéncias
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Figura 1.16 (a) Estado de tens@o num sistema de coordenadas em que x3 é um eixo principal; (b)

plano inclinado genérico paralelo a x3.

¢ também conhecido nesse sistema. As componentes o e 7 de qualquer vetor tensdo que atua em

planos paralelos a x3, ou seja, paralelos a o3, satisfazem a igualdade em (1.52),

9 or+ojgr 2 o] —O0JJ 2
T + J—T = — ) (1.55)

e representam um ponto sobre a circunferéncia Cs5. Como o emprego de (1.55) requer o conhecimento
das tensoes principais oy e oy, é mais pratico reescrever a expressao em termos das componentes
conhecidas o1, 02 € T19.

Considere o plano inclinado genérico, paralelo a x3, mostrado na Figura 1.16b. Os vetores

unitérios n e s indicados sao dados por

n=|[cosf senf 0" s=| —senf cosf 0] (1.56)
De (1.17),
t1 op T12 O cos o1cosf + T12sen
to 0= | T2 o2 O senf p =4 ogsenf + Tiacos6 o - (1.57)
t3 0 0 o3 0 0

O vetor tensao t independe de og pois é paralelo ao plano z1xs. Suas componentes nas direcoes

normal e tangencial ao plano sao

oc=n"t =0y cos?0 + g9 sen? O + 2715 sen 6 cos O

r=slt =— (01 —02) senfcosf + T12 (cos2 6 — sen® 0) . (1.58)

Diferentemente de (1.47), o valor algébrico de 7 é dessa vez significativo: se positivo indicard que
a componente vetorial 7s aponta no mesmo sentido de s, se negativo aponta em sentido oposto.
Quando x3 nao é um eixo principal, (1.58) continua ainda vélida, s6 que 7 nessa expressao passa a
representar apenas uma das componentes do vetor tensdo de cisalhamento na dire¢do de s (existe

uma outra componente nao nula desse vetor na dire¢ao de x3; veja Problema 1.22).
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Figura 1.17 (a) Circunferéncia de Mohr para os vetores tensdes que atuam nos planos paralelos a
tensao principal o3; (b) componentes dos vetores tensoes que atuam nos planos perpendiculares aos
eixos x1 e xy (estdo indicadas as duas faces de cada plano); (¢) componentes o e 7 do vetor tensdo

que atua no plano de normal n.

Para um estado de tensao com 713 = 723 = 0, uma simples inspecao da circunferéncia de Mohr

mostra que duas tensoes principais sdo dadas por (1.63) e que a méxima tensao de cisalhamento, em

planos paralelos a w3, ¢ igual ao raio da circunferéncia: \/ [(01—02)/ 2]2 + 72, ou (o7 —or1) /2.

Exemplo 1.4 Um sélido apresenta o seguinte estado de tensao em um ponto

10000 —4000 0
—4000 6000 0 kPa,
0 0 —2000

cujo esboco é dado na Figura 1.18.
A circunferéncia de Mohr que representa os vetores tensées que atuam em planos paralelos a
tensao principal —2000 kPa tem centro em

(01 + o2 0) _ (1()00() -+ 6000

: 5 ,0) = (8000,0) kPa.
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Figura 1.19 Exemplo 1.4: (a) circunferéncias de Mohr; (b) alguns vetores tensoes.
1.7 Equacoes de equilibrio

Para examinar a variacao do tensor tensao ponto a ponto no sélido, consideremos o paralelepipedo,
nao necessariamente pequeno, indicado na Figura 1.20a. O paralelepipedo é extraido do interior do
sélido, seccionando o sélido por planos perpendiculares aos eixos coordenados, com trés desses planos

passando pelo ponto p.

Os vetores tensdes —t(¢1) ou t(¢) + At(®) podem variar ponto a ponto nas faces onde atuam,
assim como a forca de volume b pode variar ponto a ponto no paralelepipedo. Destacamos na
Figura 1.20b a forga resultante —tie2)Asc1Ax3 que atua na face negativa perpendicular ao eixo o,
com ponto de aplicagdo em r3 (ndo necessariamente no centréide da face), e a forga resultante

(tgfn) + Ati62)> Az1Azs que atua na correspondente face positiva (veja o significado de tffz’ na
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Figura 1.20 (a) Paralelepipedo extraido do sélido com as faces perpendiculares aos eixos co-

)

ordenados; (b) o ponto de aplicacdo da forca —t*(e2 Ax1Azg é definido pelo vetor r3, o da forca

t*(ez)AIElAfL‘g ¢ definido pelo vetor Axses + r3 e o do acréscimo de forca At*(eQ)A:rlAscg é definido

pelo vetor Azses + ry.

pagina 6). A forga que atua na face positiva é desmembrada em duas parcelas: uma das parcelas é

)A:zrlAscg, de mesma intensidade que a forga que atua na face negativa e com ponto de

)

a forca £
aplicacao em Axses—+rg, e a outra parcela é o acréscimo Atf,f” Ax1Axg sofrido pela forca ao se passar
de uma face para outra, com ponto de aplicacdo em Axzses + ry. Analogamente, a forga resultante
associada a forca de volume é b,Az;AzsAxs. Nao indicamos na Figura 1.20b as forgas que atuam
nas demais faces e nem a forga de volume, simplesmente para nao sobrecarregar o desenho.

O momento de uma forca em relacdo ao ponto p é o produto vetorial do vetor que define o ponto

de aplicacdo da forca em relacdo a p pela forca propriamente dita. Assim, o momento das forcas

indicadas na Figura 1.20b é



Capitulo 2

Deformacao

O objetivo principal deste capitulo é quantificar localmente a mudanga de forma e de volume sofrida
por um sélido quando submetido a deslocamentos. Supor, como antes, que o sélido seja um meio

continuo permite tratar essa mudanga usando o conceito de deformacao.

2.1 Configuragao, transformagao e deformacgao

Admitir que o sélido seja continuo é supor que seja formado por pontos materiais que se distribuem
continuamente no volume. E também supor que cada ponto material ocupe uma, e somente uma,
posicao no espaco num dado tempo t. A regifo do espaco definida pelas posicoes dos pontos mate-
riais damos o nome de configura¢do, observando que uma mesma regiao pode corresponder a duas
configuragoes distintas desde que algum ponto material ocupe posigoes diferentes quando se muda de
uma configuracao para outra. Por exemplo, a rotagdo de um sélido esférico, de um angulo diferente
de 360° ou multiplos, em torno de um eixo diametral implicard uma mudanca de configuragao, mas
a regiao do espacgo por ele ocupada permanecerd a mesma.

Uma configuragao conhecida num tempo fixo ¢, é denominada configura¢do de referéncia. Quando
t, = 0, ou seja, a configuragdo é conhecida no instante inicial da observagdo, a configuragdo de
referéncia é denominada configurac¢ao inicial. A configuracao é dita atual ou corrente se esta refere-
se ao instante corrente ¢t no qual desejamos conhecé-la.

No texto, a configuracao de referéncia serd sempre a inicial e as quantidades a ela referidas serao
normalmente identificadas por letras maiisculas, identificando-se por letras minuisculas as que se
referem & configuragao atual.

As configuracées inicial e atual de um sélido estao representadas na Figura 2.1. Referindo-se aos
sistemas de coordenadas cartesianas ortogonais X1 X5 X3 e x1z223, um ponto material é identificado
na configuracao inicial por P e na configuragdo atual por p, para onde se desloca segundo uma dada
1

trajetoria. As coordenadas X1, X9, X3 que identificam P sdo denominadas coordenadas lagrangianas

ou materiais; as coordenadas 1, xo, r3 que identificam p sdo denominadas coordenadas eulerianas

! Joseph Louis Lagrange, matematico franceés nascido em Turim em 1736, falecido em Paris em 1813.
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Figura 2.1 Um ponto material na configuracao inicial é localizado pelas coordenadas lagrangianas

X, e na configuragdo atual pelas coordenadas eulerianas ;.

ou espaciais. Os vetores unitdrios dos sistemas X7 XoX3 e x1x9x3 coincidem, pois as coordenadas
lagrangianas e eulerianas estao sendo aqui medidas nos mesmos eixos. Chamaremos de ej, eo, es
esses vetores em ambos os sistemas. As coordenadas lagrangianas podem referir-se a qualquer con-
figuragao de referéncia (configuracao conhecida), ndo necessariamente a inicial. A configuragao do

sélido em qualquer tempo t pode ser expressa em fungao da configuracao inicial por meio de
T = l‘i(Xl,XQ,Xg,t) 1= 1, 2, 3. (2.1)

A mudanca de configuracio entre dois dados instantes denominamos transformacdo. Para um
valor fixo de X1, X3 e X3, a expressao (2.1) descreve no tempo a trajetéria do ponto material que na
configuragao inicial posiciona-se nas coordenadas (X7, X2, X3); para um valor fixo de t, a expressao
representa a transformacao da configuragao inicial na configuracdo do instante ¢.

Se numa transformagao um ponto material desloca-se em relagao a algum outro ponto material de
sua vizinhanca, dizemos entao que a transformacao envolve deformagdo. Nessas condigoes, o sélido
sofre mudanga de forma ou de volume ao passar de uma configuragdo para outra. Conceito pura-
mente geométrico, a deformagao pode ser quantificada de vdrias maneiras e independentemente de
qualquer principio da fisica. Apresentaremos neste capitulo a medida de deformacio mais conhecida

na mecanica dos sélidos: o tensor deformagio de Green.?

Comentarios 2.1:
e Para um valor fixo de 1, 2 e x3, que define um ponto no espago, perceba de (2.1) que diferentes
pontos materiais (diferentes coordenadas (X7, Xo, X3)) podem passar por esse ponto em tempos

diferentes.

e Qualquer quantidade, como, por exemplo, a massa especifica p, pode ser matematicamente

descrita de duas formas. Numa delas utilizamos a descri¢ao lagrangiana ou material em que

?George Green, matemaético inglés nascido em Sneinton em 1793, falecido na mesma localidade em 1841.
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______ - o do volume de controle
X3 > X3

XZ’X2
le X1

Figura 2.2 Ponto material dentro e fora de um volume de controle.

X, e t sao as varidveis independentes:
pzp(Xl,XQ,Xg,t). (2.2)

Na outra utilizamos a descricao euleriana ou espacial em que x; e t sdo agora as varidveis

independentes:

pr(SC1,$C2,SC3,t). (23)

Para um valor fixo de X;, a expressao (2.2) descreve como a massa especifica do ponto material
definido por X; varia com o tempo. O ponto material estd em foco. Por outro lado, para um
valor fixo de x;, que define um ponto no espaco por onde passam provavelmente varios pontos
materiais, a expressao (2.3) descreve como a massa especifica no ponto z; varia com o tempo.

Uma posicao no espaco, nao mais um ponto material, estd agora em foco.

e Enquanto a descri¢ao euleriana é de uso limitado na mecénica dos sélidos por nao se conhecer
a configuracao atual (dominio de x;), ela é a descri¢ao preferida na mecanica dos fluidos. Dois
fatores contribuem para isso: (a) a ideia de uma configuragao especifica tem pouco significado
para os fluidos por ndo possuirem uma geometria natural (adaptam-se a forma do reservatério
que os contém); (b) a cinemdtica dos fluidos é descrita a partir do campo de velocidade e néao
do campo de deslocamento como acontece com os sélidos (o termo “campo” enfatiza que a
quantidade a que se refere, aqui representada pela velocidade ou deslocamento, varia de ponto
a ponto no corpo, ou seja, ¢ uma fungao da posi¢ao). Assim, a mecanica dos fluidos adota a
descricao euleriana apds definir no espaco uma regiao de interesse na qual procura determinar
a velocidade, pressao, massa especifica, etc., do fluido que por ali passa. Essa regiao conhecida,
denominada volume de controle e que permanece inalterada com o tempo, é usada como dominio

de z;. A Figura 2.2 mostra um ponto material dentro e fora de um volume de controle.

e Este capitulo é desenvolvido com base na descrigdo lagrangiana. Devido a tensao de Cauchy
ser definida na configuracao atual, a descrigdo euleriana foi empregada no desenvolvimento do
Capitulo 1 por uma questao de conveniéncia. Alguns dos resultados 14 obtidos serao transfor-

mados para a descri¢ao lagrangiana no Capitulo 3.
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configuragdo atual

configuragao inicial

X3’ X3

X2’x2
Xl,Xl

Figura 2.3 Configuragoes antes e depois da transformacao.
2.2 Gradiente da transformacao

A configuragao do sélido num tempo ¢ é expressa em fungao da configuracao inicial por meio de (2.1),

que reescrevemos como

x = x(X1, X2, X3,t) ou x=x(X,t). (2.4)

Para um dado instante ¢, a expressdo (2.4) representa a transformagao da configuragao inicial na
configuracao do instante ¢ (veja Figura 2.3). O conceito de deformagao envolve, necessariamente, a
comparagao entre duas configuragoes. O tempo gasto ou a trajetéria seguida entre as duas configu-
ragoes sao dados irrelevantes.

Dois pontos materiais vizinhos sao identificados por P e () na configuracao inicial e por p e ¢
na configuragdo atual, apds sofrerem os deslocamentos u e u + du. O comprimento e a diregao do
segmento P() mudam quando passa para pg, mas consideramos que o segmento mantenha-se reto,

mesmo que haja deformagao, por ser infinitesimal (veja Exemplo 2.1). Da Figura 2.3,

x=X+u (2.5)

Dessa relagao, ou da prépria Figura 2.3,
dx = dX + du. (2.6)
Se x = | 2y z9 a3 |7 ¢ uma funcdo continua e diferencidvel de X = | X; X, X3 |7,

hipétese necessariamente associada a distribuigao continua dos pontos materiais no volume, podemos

escrever
8$1 81‘1 8$1 ) B 8$1 81‘1 8$1 T
— 14X + —d Xy + —2dX
i, oxX:1 Tt T oxy P oxg B 90X, 0Xs 0X3 ix,
61‘2 8%2 61‘2 61‘2 8%2 61‘2
={ 220X, + —2dXy + —2dX5 = 2.7
dz ax, T e, e T gx, X, 09X, 0x, |) ¢ (27)
dm?’ 61‘3 8%3 61‘3 61‘3 8%3 61‘3 dX3
34X + 2 dXy + —2dX.
L ox, M T ax, e T gy, 0 L 0X1 90Xy, 0Xs J
ou, simbolicamente,
x| OX 0% Xy OX X Fax (2.8)

0X; 90X, 0X3 X
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Figura 2.4 Exemplo 2.2: transformagao homogénea de um cubo de aresta 2 (unidade néo indicada).

Perceba pela série que a forma linear é também vélida, quer a transformacao seja ou nao ho-

mogénea, na identificacao de pontos infinitamente préximos a p,

como antecipado em (2.8). Fica claro por esse procedimento que um vetor infinitesimal dX transforma-

se num outro vetor infinitesimal dx e ndo numa curva. W

Exemplo 2.2 Uma transformagdao homogénea é responsédvel pela mudanga de configuracao, indi-
cada na Figura 2.4, de um sélido inicialmente ctibico. As fibras paralelas a X7 mantém o mesmo com-
primento e dire¢ao. Determine o gradiente F da transformacao, a transformagao x = x(X1, X2, X3)
e o campo de deslocamento u = u(Xy, Xa, X3).

Omitimos o tempo que separa as duas configuragoes por ser um dado irrelevante ao problema.

5 — —
Da transformagcao de AB em ab,

0 Fii Fi2 Fi3 0
{ab} =F{AB} = 2 ¢ = | Iy Fo Iy 2
0 F31 F3p Fi3 0

Fio=0 Fyy=1 I3 =0

— —
onde {AB} e {ab} contém as componentes dos vetores AB em ab, respectivamente. O procedimento
acima é valido porque a transformacao é homogénea e F', que independe de X, transformard qualquer
vetor, nao necessariamente infinitesimal, num outro vetor (veja Exemplo 2.1). Da transformagao de

—
—
AC em a¢,

0 Fii Fi2 Fi3 0
{ac} =F{AC} = 3 = | Fo1 Fy Fy3 0
3 F31 F3p F33 2

3
Fi3=0 Iy = F33 =3
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configuragao inicial

X3, X3 configuragdo atual

XZ’ X2
le X1

Figura 2.5 Exemplo 2.3: sélido sob movimento puro de corpo rigido.

Exemplo 2.3 Mostre que num movimento de corpo rigido (movimento que nao provoca defor-
macao) a matriz F é ortogonal (veja Figura 2.5).
Num movimento puro de corpo rigido a transformagao é necessariamente homogénea, com a

propriedade de transformar um vetor qualquer AX no vetor
Ax =FAX
de igual comprimento:
AXTAX = Ax"Ax = (FAX)TFAX = AXTFTF AX
ou
AXT (1-F'F)AX =0.

Visto que a matriz entre parénteses ¢ simétrica, ou seja, I - FTF = (I — FTF)T, a expressao é valida
para qualquer vetor AX se, e somente se, I-F'F = 0 (veja Problema 1.3; “se e somente se” significa

que é uma condigao necessdria e suficiente). Portanto,

F'F=1 =

Exemplo 2.4 Discuta a transformagao envolvida num movimento de corpo rigido.
Dada a homogeneidade da transformagao nesse movimento, escrevemos com base nos Exemplos
2.1 e 2.3 que
x—-x=FX-Xp) = x=FX-Xp)+x,

onde F ¢ independente de X; e ortogonal, e Xp identifica um dado ponto material na configuracao
inicial (veja Figura 2.6). A translagdo do sélido é levada em conta no vetor posicao x, e a rotacao

em torno desse ponto é quantificada por F (X — Xp).

Translagdao pura de corpo rigido Se houvesse apenas translacao, o vetor x — x,, se moveria parale-

lamente ao vetor X — Xp e, portanto, F =1I:

x—-x=X-Xp = x=X+x,—Xp.
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translagao

rotagao

configuragao inicial

X3, X3 configuragdo atual

XZ’ X2
Xla X1

Figura 2.6 Exemplo 2.4: sélido rigidamente transladado e rotacionado.

O vetor deslocamento u = x — X = x, — Xp independeria de X;, ou seja, todos os pontos materiais

seriam deslocados da mesma quantidade x, — Xp.

Rotagdo pura de corpo rigido Se houvesse apenas rotacao em torno do ponto Xp = X, entao
X—XPZF(X—XP) = XZF(X—XP)+XP.
No caso particular de a rotagao ser em torno da origem Xp = x, = 0, a transformacao se reduziria a

x=FX. N1

2.3 Tensor deformacgao

Para quantificar a deformacao que ocorre no sélido numa dada transformagao, voltemos a Figura 2.3

denominando dS o comprimento do vetor dX e ds o comprimento do vetor dx. Assim,
ds? = axTdx ds? = dx"dx = (FdX)" FdX = dX"FTF dX. (2.14)
Dividindo ambos os membros de
ds® — dS® = dX"F'F dX — dX"dX = dX" (F'F —I) dX (2.15)

por 2dS?, obtemos

ds? —ds? dXT (FTF -1\ dX T

O vetor unitdrio N estd na direcao de dX e

_F'F-1 H+H'+H'H
2 2

(2.17)

€

é o tensor deformagdao de Green. E um tensor de segunda ordem simétrico (€ = eT) que apresenta,
portanto, seis componentes independentes. E uma quantidade essencial na caracterizagao do material,

como veremos no Capitulo 4. A inclusao do divisor 2 em (2.16) se d4 por uma questao de conveniéncia,
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Figura 2.8 Deslocamento dos pontos P, Q1 e o, inicialmente contidos no plano X;Xs, para as

posicoes p, g1 € g2, nao necessariamente contidas no plano X7 Xo.

ou seja, € representa uma medida de deformagao segundo (ds% — dS%) /2dS? para segmentos ini-
cialmente paralelos ao eixo Xj.

Os pontos P e p, de abscissas X7 e X1 + u; respectivamente, indicam que o comprimento da pro-
jecao do segmento P—Q>1 sobre o eixo X; muda de dX; para (1 4 0u;/0X1) dX; com a transformagao.
A mudanga relativa do comprimento da projecao,

(1 + 6u1/6X1)dX1 - Xm - 8’[1,1
dX1 - 0Xy’

(2.28)

é a pequena deformacao €; dada em (2.25). Poderfamos também argumentar que numa pequena
deformacao a fibra pouco muda de comprimento, ou seja, ds; ~ dS;. Assim, a hipétese |0u;/0X;| < 1

permitiria escrever

B dS% — dS% B (d81 + dSl) (dSl — dSl) N 2dS; (d81 — dSl) B ds1 — dS1

= = ~ 2.2
T T94s? 2dS? 2dS? dS; (229)

que é uma forma bastante familiar na engenharia de se ver essa componente. Interpretagoes andlogas
podem ser dadas as componentes €; € €3.
. . .> .> . . . .
Consideremos, agora, os dois segmentos PQ); e P(@)o, inicialmente paralelos aos eixos X; e Xo.
~ — — ~ . :
Com a transformagdo, os segmentos passam para pgi € pgs, nao necessariamente contidos no plano

X1 X5, formando entre eles um angulo 7/2 — . Assim,

{par}" {pae} = F{PQ:1})" F{PQ2} = {PQ:}" FTF {PQ,}
={PQ1}" 2 + 1) {PQs} = 2{PQ1}" €{PQ2} + {PQ1}" {PQ2}
=2dS1dS;NTeN, (2.30)
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base isolante base isolante

s -
fio E/ﬁlha metalica

(a) (b)

SEVAVAY

Figura 2.9 Extensometro de: (a) fio condutor elétrico; (b) folha metélica.

2.7 Medicao experimental

Dentre os vérios dispositivos empregados na medigao experimental da deformacao, fagamos um breve
comentdrio sobre o extensémetro ou strain gage com o simples objetivo de associar a medida por ele
efetuada a expressoes apresentadas anteriormente. O extensometro mede a deformacao normal € na
superficie de um sélido e, como concebido originalmente, consiste de um fio condutor elétrico preso a
uma base isolante, como indicado na figura 2.9a. A base é colada na superficie do sélido, no ponto e
direcao onde se deseja medir a deformagao. Quando o sélido se deforma, o fio do dispositivo também
se deforma, variando sua resisténcia elétrica. E possivel determinar a deformacio a partir da variacio
da resisténcia elétrica do fio (Dally e Riley, 2005). Hoje o fio é substituido por algo semelhante obtido
do corte de uma folha metélica muito fina (veja Figura 2.9b). Perceba a preocupacao em se reduzir ao
méximo as dimensoes do extensémetro, dispondo o fio em vérias dobras, para aproximar a deformacao
medida daquela que realmente ocorre no ponto em torno do qual se faz a colagem.

Suponha que o ponto P na Figura 2.10a esteja na superficie de um sélido e que um sistema
cartesiano é escolhido de maneira que o plano X;X» seja tangente & superficie no ponto. Se trés
deformacoes normais €, €, € €. distintas forem medidas no ponto, qualquer outra deformacao, normal
ou de cisalhamento, no ponto e contida no plano XX pode ser determinada a partir delas. De fato,

usando (2.22) escrevemos
€o = NTeN = € cos? 0, + exsen? 0, + Y19 8€n 60, cos b, (2.39)
onde N = | cosf, senf, 0 jT segundo a Figura 2.10a. De maneira andloga,
ey = €1 082 0 + exsen’ O, + vigsenfycosly, €. =€ cos? 0, + ey sen® 0, + Y1 sen . cos .. (2.40)

Essas expressoes das deformagoes normais poderiam também ter sido obtidas adaptando-se a primeira
das equagoes (1.58) pela troca das componentes da tensao pelas da deformagao. Temos com (2.39)
e (2.40) um numero suficiente de equagoes para determinar as componentes €j, € € y5/2 do tensor
deformagao.

Nenhuma deformagao na dire¢do de X3, normal ou de cisalhamento, é diretamente medida ou
calculada. Sua identificagao requer informagoes adicionais (veja Problema 5.1).

O agrupamento dos trés extensometros é chamado de roseta. A Figura 2.10b mostra as rosetas de

45° e 120°. Se dois extensometros sdo colados nas diregoes de X1 e X5, como poderd ocorrer com a
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b % 120°
45° 120°
O O /% Z\45° Ei:
=

roseta de 45°

(a) (b)

¢ Tosetade 120°

Figura 2.10 (a) Diregoes nas quais sao medidas as trés deformagoes normais; (b) rosetas de 45° e

120°.

roseta de 45°, entao €1 e €9 sao as préprias medidas desses extensdmetros restando a solugao de uma
lnica equacao para a determinagao de ;5. Em qualquer caso, um extensometro poderd sempre ser
colado na direcao de X; e a solucao do sistema envolver apenas duas equagoes para a determinagao

de €9 (§ ’Y12

Exemplo 2.7 Sabendo-se que as deformagoes normais obtidas pela roseta de 120° indicada na
Figura 2.10b sao
€ =44-1076 e = —55-107° €. =66-1075,

determine €1, €3 € vqq.
Considerando que 6, = 0°, 6, = 120° e 6. = 240°,
€, = €1 €052 0° + ez sen? 0° + 15 sen 0° cos 0°
ey = €1 cos? 120° + ez sen? 120° + 714 sen 120° cos 120°

€. = €1 cos? 240° + e sen? 240° + 71, sen 240° cos 240°.

Portanto,
13 V3 1
€a = €1 €= g6t g = = €e=gat 62+
ou
—€a + 26 + 2 —2€p + 2
== 441070 =TSO EIe 759076 4, = TP T 439 7,106, m

3 Ve

2.8 Compatibilidade das componentes do tensor deformacao

Dados os deslocamentos u1 (X1, X2, X3), u2(X1, Xo, X3) e ug(X1, X2, X3), determinamos as seis com-
ponentes independentes da deformagao usando (2.24) ou, de uma maneira mais restrita, (2.25). Se,
ao contrario, forem dadas as componentes da deformagao, teremos um sistema de seis equagoes di-
ferenciais parciais com apenas trés incégnitas ui, us € ug. E de se esperar que o sistema nao tenha

solugdo para uma deformagdo com componentes arbitrariamente fixadas.



2.8 Compatibilidade das componentes do tensor deformacao 57

(a) (b) (©)

Figura 2.11 (a) Sélido na configuracao inicial, cortado em pedagos; (b) sélido sob campo de defor-
magao especificado arbitrariamente; (¢) campo de deformagcao adicional necessério na recomposi¢ao

do sélido.

Um raciocinio fisico pode servir de apoio as consideragdes de ordem matemética. Imaginemos
que o sélido seja cortado em pedacos e, em seguida, que um campo de deformagao seja especificado
arbitrariamente. Tentemos reconstituir o sélido primitivo reunindo todos os pedagos de modo que
as faces destes se adaptem umas as outras, tal como ocorria antes da deformagdo. Pode néo ser
possivel reconstituir o sélido primitivo sem impor uma deformacao adicional a cada pedago. O sélido
deformado deixard de ser continuo, aparecendo rachas (veja Figura 2.11). Para um perfeito encaixe,
as componentes de € precisam satisfazer certas condigoes que garantam & deformagao de cada pedago
ser relacionada, ou compativel, com a deformacao dos pedacos adjacentes. Tais condi¢oes podem
ser obtidas eliminando-se u1, us e us das relagoes deformagao-deslocamento, apds supor que sejam
fungoes continuas, como mostraremos a seguir usando as relagoes linearizadas (2.25). Obter essas
condigoes para as relacoes nao lineares (2.24) nao ¢ uma tarefa trivial (Malvern, 1969).

Das derivacoes

8261 83u1 6262 83U2 82’}/12 63U1 63U2
2~ 2 2 = 2 = 7 T 2 ) (2.41)
obtemos
0% O%e 0v15
= . 2.42
0X2 * 0X?  0X10X, (242)
De maneira andloga, as derivagoes
0%eq B Buy Ovag 0%us . 0%us
0X20X3 0X10X20X3 0X, 0X10X3 0X0X,
Oz 9w N 0%us M Py N 0%us (2.43)
0Xy 0X20X3 0X,10Xs 0X; 0X20X3 0X,0X;3 ‘
resulta em
&%l 0 Ova3 | 0713 , 0712
2 = — . 2.44
0X20X; 90X, < 90X, | OX axg) (244)

A permutagao ciclica das varidveis X, X e X3 em (2.42) e (2.44) resulta nas demais relagdes.

Coletando os resultados,

82’712 _ 8261 8262 82’}/13 . 8261 8263
0X10X>  0X2 * 0X? 0X10X3  0X?2 * 0X?

23 _ Pez  Pe 9 Per _ 0 D93 , 0113 | 0712
0X,0X;  OXZ ' 0X3 0X;0X;  OX (‘ axX, 09Xy 6X3>
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dx, =UdX EA a

Xl’xl

Figura 2.12 Acédo de U e R em transformar um volume originalmente esférico na vizinhanga do
ponto material P. As fibras PA e PB estdo supostamente alinhadas com as diregoes principais de

U.

Ao definir o tensor deformacao de Green, comentamos que a ortogonalidade de F implicaria defor-
magao nula no ponto. Agora, com a decomposi¢do polar, vemos mais claramente que essa ortogona-
lidade representa uma rotagao de corpo de rigido, ou seja, F = R pois U =1.

Por néo afetar a transformagao de dX em dx (ndo hd mudanca de comprimento ou orientagao),
uma translagdo de corpo rigido pode ser imaginada ocorrer antes da primeira etapa (RU = RUI),
entre as duas etapas (RU = RIU), depois da segunda etapa (RU = IRU), ou mesmo simultanea-
mente a elas. O efeito da translagao é representado pelo tensor identidade I. A Figura 2.12 ilustra a
acao de U e R em transformar um volume originalmente esférico na vizinhanga do ponto material P.
As fibras PA e PB, supostamente alinhadas com as dire¢oes principais de U, sdo apenas alongadas
ou encurtadas sob a acao do tensor, sem sofrer nenhuma rotagao. O elipséide que resulta da acao
de U é rigidamente rotacionado pela agdo de R (veja Problema 2.22). Mostremos a seguir como
identificar R e U.

O tensor

C=F'F (2.50)
¢é simétrico positivo definido. De fato, a simetria é facilmente verificada por meio de

c” = (F"F) = ¥T (¥)" =F'F =C. (2.51)
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AX,,
'V/ dx,,
<P

Figura 2.13 A fibra dX gira como um corpo rigido de um angulo |w| em torno de um eixo paralelo

ao vetor w passando pelo ponto P.

A componente w; do vetor w representa a rotagdo de corpo rigido de dX em torno de um eixo paralelo

a X; que passa pelo ponto P (veja Figura 2.3). Usando as componentes w;, 0 tensor escreve-se

0 —Ws3 w9
—Ww?92 w1 0

A fibra dX da Figura 2.3 é destacada na Figura 2.13. Geometricamente, a expressao (2.65) pode
ser obtida dessa figura, na qual indicamos o movimento de dX devido exclusivamente & rotacao de
corpo rigido, de um angulo |w| em torno de um eixo paralelo ao vetor w passando pelo ponto P. A
rotacao faz a extremidade de dX girar com um raio

|dX| sen a, (2.68)
onde « é o dngulo entre dX e w. O deslocamento sofrido pela extremidade é
_ [l
|Ax,,| = 2 (|dX]| sen«) sen 5 - (2.69)

Se o angulo de rotacao |w| < 1 radiano, entao sen |w|/2 =~ |w|/2 e

|Ax,| ~ |w| |dX]| sena = |dx,| =  dx, =w xdX. (2.70)

Exemplo 2.9 Determine w para o sélido do Exemplo 2.6.

Como o campo de deslocamento é

U1 cosh—1 —senf O X3
uy = senf cosf@—1 0 Xo ¢
U3 0 0 0 X3
entao
( 6u;; - (9u2
w1 0Xs 0X3 0
_L)om ows L)
Y2 (T2 ax; ox; [
w3 Ay duy sen 6
{ 0X, 90X,
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Figura 2.14 O tensor R transforma dX em dx, enquanto o tensor € tranforma dX em dx, para
rotagoes suficientemente pequenas de modo que o vetor dx,, ¢ tangente a circunferéncia (veja Figura

2.13).

tensores R e 2 lidam com a rotagao em torno de P de maneira distinta.

e Embora a identificagdo de w a partir de 2 seja uma tarefa simples, o mesmo nao acontece em
relagdo a R (Spurrier, 1978; Argyris, 1982). Ou seja, nao ¢é trivial identificar para um dado R

o angulo de rotagao e o eixo em torno do qual ocorre (veja Problema 2.15).

e Sem a restrigdo |H;;| < 1, a parcela simétrica que aparece na decomposi¢do de H nao mais re-
presenta o tensor pequena deformacao e nem a parcela antissimétrica o tensor pequena rotacao.
Noutras palavras, deixa de ser vdlida a decomposicao aditiva de H na soma de uma deformacao
pura mais uma rotagdo pura. Consequentemente, na expressao (2.64) esses tensores nao mais
seriam identificados como 14 estdo. O tensor rotacdo R, adotado nos casos em que nenhuma
restrigdo é imposta & ordem de grandeza de |H;;|, ndo é antissimétrico mas, por ser ortogonal,

apresenta, assim como {2, apenas trés componentes independentes.

e Com relagao & Figura 2.8, vimos que

8UQ 8U1
N — N — 2.
01 e 02 e (2.73)
para |H;;| < 1. Assim, a pequena rotacao
1/ 0us Ou 01 — 0o
1 N _ 9.74
R <6X1 6X2> 2 (2.74)

em torno de X3 nao ocorreria se 1 = 6. Interpretagoes andlogas podem ser dadas as compo-

nentes wi € wa.

Problemas

2.1 Verifique as expressoes (2.22). 2.2 Num dado instante, o campo de desloca-



Capitulo 3

Outras medidas de tensao

A descrigao euleriana foi empregada no Capitulo 1 por ser o caminho natural para definir tensao
(vetor e tensor tensao de Cauchy) e estabelecer o equilibrio, visto que é na configuracao atual onde
todas as forcas, externas e internas, estao presentes e o equilibrio ocorre. Infelizmente, na forma como
s@o apresentadas, as equagoes de equilibrio (1.82) nao se prestam a aplicagoes préticas na mecanica
dos sélidos porque se referem a uma configuracao desconhecida. Noutras palavras, as equactes de
equilibrio precisam ser integradas, mas nao conhecemos o dominio das coordenadas eulerianas x;
(= X + u;) por elas embutirem na sua defini¢ao os deslocamentos incégnitos u;. Precisamos, assim,
reescrever as equacoes nas coordenadas lagrangianas X; para tornar referéncia a configuracao inicial
(configuracdo conhecida). Na transformacao da configuragdo atual para a configuragao inicial, as
mudangas de drea e volume sofridas pelo sélido emergem naturalmente nas equagoes transformadas.
Essas mudancgas instigam a redefinicdo da medida de tensao, até entao adotada como sendo a de
Cauchy. Duas novas medidas sdo abordadas neste capitulo: a primeira tensio de Piola!-Kirchhoff?

(vetor e tensor) e a segunda tensao de Piola-Kirchhoff (vetor e tensor).

3.1 Mudanga de volume

Considere que as arestas dX’, dX” e dX" do paralelepipedo mostrado na Figura 3.1 na configuragao

7

inicial sejam transformadas em dx’, dx” e dx” com a deformagao. Os volumes do paralelepipedo nas

configuracées inicial e atual sao dados por
dV = dX" . (dX’ X dX”) dv = dx"" - (dx" x dx"). (3.1)
Sabemos da analise vetorial que o produto misto a-(bxc) é igual ao determinante det { a b c ]
da matriz cujas primeira, segunda e terceira colunas sao as componentes dos vetores a, b e c. Desse
modo,
dv = det [ dx" dx'  dx" } = det [ FdX"” FdX' FdX" ]
= det (F [ ax"” dxX' dax’ ]) = det F det [ ax"” dXxX' dXx” }

! Gabrio Piola, matemético e fisico italiano nascido em Mildo em 1794, falecido em Giussano em 1850.
?Gustav Robert Kirchhoff, fisico alemao nascido em Konigsberg em 1824, falecido em Berlim em 1887.
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configuragdo atual

configuragdo inicial '
dx’" ‘
X 3 X3 ‘ '

dx’
dxl// '
‘ ax’

XZ’ X2

Xl,Xl

Figura 3.1 Mudanca de volume com a deformacao.

— JdX" - (dX' x dX") = JdV. (3.2)

O determinante det F, que é denotado por J, é comumente conhecido por jacobiano da transfor-
macao. Ele pode ser visto como um fator de escala que converte dV em dv. Como nao ¢é fisicamente
possivel transformar dV num dv nulo ou negativo, qualquer transformacao é restrita a J > 0 inde-

pendentemente do ponto. A matriz F é, portanto, sempre invertivel.

Exemplo 3.1 Qual o volume do cubo do Exemplo 2.2 apés a transformacao?

Como o gradiente da transformagao é

1 0 0
3
F— 01 3 |,
3
0 0 5
entao
J—detF—§
— =3

O volume do sélido na configuragdo atual, dado por

2 2 124
U:/dU:/ JdV:/ / / _XmdXQdX3:12,
v v o Jo Jo 2

pode ser verificado geometricamente na figura do Exemplo 2.2. H

Comentdrios 3.1:

e O determinante de F pode ser escrito em funcao dos invariantes do tensor deformacao. Usando

(2.17),
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configuracao atual

configuracao inicial

"
X3’ X3 dxd
a
—~ dx’
dX//
dax’
XZ’ X2
Xl? X1

Figura 3.2 Mudanca de drea com a deformacao.

Multiplicando escalarmente (3.10) por um vetor r qualquer, obtemos

r-nda=r- (dx' X dx”) = det { r dx dx" ] = det { FFlr FdX' FdX" }

Flr dX' dx”
S~

ry

— det (F [ Flr dX' dx’ ]) — det F det

= Jr; - (dX' x dX") = Jr; - NdA (3.11)
onde definimos o vetor r; = F~'r. Portanto,
r-nda=Jr;-NdA = rt'nda=J(F'r)' NdA (3.12)

ou

r’nda=Jr"F'NdA = " (nda— JF TNdA) =0. (3.13)

A validade da expressao para qualquer vetor r (ndo especificamente r nulo, nem perpendicular ao

vetor representado pelo termo entre parénteses) implica

ndo— JFINdA=0 = nda=JF TNdA. (3.14)

A expressdo (3.14), que relaciona as dreas dA e da, é conhecida por férmula de Nanson.?

Exemplo 3.2 Qual a drea da face direita do cubo do Exemplo 2.2 apés a transformagcao?

Do Exemplo 3.1,

#Edward John Nanson, matemético inglés nascido em Penrith em 1850, falecido em Glen Iris (Melbourne, Australia)

em 1936.
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configuragdo atual _ _
~

— ==

4 df‘ SN
\

configuracado inicial
7

|

—1
X5, x3, Fdf )
AR

\
AR
(BN

Xl’xl

X29 X2

Figura 3.3 Forgas adotadas na definicdo do vetor tensdo de Cauchy (df em da), primeiro vetor

tensdo de Piola-Kirchhoff (df em dA) e segundo vetor tensdo de Piola-Kirchhoff (F~1df em dA).

Encontremos a relagao entre os tensores P e o.

Como
df =tda = T1dA,
entao
da da
T1 d_At d—Ao'n
De (3.18) e (3.20),
da
T; =PN = d—Aa'n
Dado que
da _7
ﬂn =JF N

pela férmula de Nanson (3.14), entao

PN=JoF'N = (P-JoF ")N=0.

A validade da expressdo para qualquer N resulta em

P=JoF T = o= %PFT.

O tensor P é, em geral, nao simétrico.

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Exemplo 3.3 A transformagao de um sélido da configuracio inicial na configuracao atual é descrita

por

1 1
Ir = *6X2 Tro = §X1 Tr3 = §X3.

O tensor tensao de Cauchy num certo ponto é





