Capitulo 12

Operacoes matriciais no MEF

Uma das maneiras de ver o MEF é considera-lo como uma transformagao que converte um prob-
lema continuo, dado em forma de um conjunto de equagoes diferenciais e devidas condigoes de
contorno/iniciais, num problema discreto representado por um conjunto de equagoes algébricas em
termos de um conjunto de coeficientes incégnitos (geralmente nodais). Num problema de mecénica
dos soélidos estatico, esse problema tem a forma padrdo KU =F, onde U é o vetor que contém
as incégnitas nodais do problema. Uma vez o sistema tenha sido resolvido para U, todo o resto
da solucao é obtido de forma direta (deformagoes, reagdes, tensoes, etc.). Em muitas situagoes
em que o sistema algébrico bastante pequeno (envolvendo, por exemplo, 2 equagoes, 50 ou mesmo
1000 equagoes simulténeas), pode-se praticamente ignorar qualquer dificuldade em resolver o sis-
tema. Por exemplo, utilizando uma rotina padrao de algum software para inverter K e em seguida
calcular U = K~'F. Entretanto, quando se trata do MEF, simplesmente nao ¢ admissivel esse
procedimento devido a diversos fatores que tornariam, nao raro, impossivel a tarefa. Os fatores sao,
principalmente, os seguintes:

1. Os métodos de inversao de matrizes, alguns dos quais sao sumarizados nesse capitulo, requerem
uma quantidade de operacdes da ordem de N3. Normalmente isso é representado por Nop =
O(N?3). Isso significa que uma matriz de N = 1.000, deve necessitar cerca de 10? operacdes de
ponto flutuante (soma, subtracao, divisao e multiplicagao) para ser invertida. Entretanto, se
N =105, o niimero de operacdes para a inversio passa a ser Nop = 0(1018). Note-se que essa
poténcia, 3, no nimero de operacdes é bastante perversa. Nao importa o quanto a velocidade
dos computadores cresca, a cada instante é possivel identificar o tamanho de uma certa matriz
cuja inversao demandaria um tempo de processamento proibitivamente longo. Um método que
permita obter uma solu¢do com um nimero de operacoes O(N?), por exemplo, serd sempre
mais rdpido que um método com Nop = O(N3). Esse tipo de estimativa ¢ o que torna proibido
o uso de inversao como forma de solu¢ao no MEF.

2. Consequentemente, o tnico procedimento admissivel consiste na solu¢ao do problema sem a
inversao, utilizando algum dos métodos adequados, como: fatoracdo Gaussiana, fatoracao de
Cholesky, métodos de relaxacao, métodos iterativos basicos e métodos dos gradientes conju-
gados, que sao revisados nesse capitulo. Entretanto, o nimero de operagoes para a solugao,
utilizando a fatoracdo ¢ ¢N?, onde ¢ é uma constante que nio depende de N. E sabido
que Nop = O(N3/3). Essa quantidade de operacoes, embora uma ordem abaixo daquela
necessdria para a inversao completa, ainda é invidvel nas andlises de EF. Nesse ponto deve-se
enfatizar que a dificuldade central na aplicabilidade do MEF ¢é exatamente o custo computa-
cional na etapa de solugao do problema algébrico. Tanto programas montados para testes de
métodos e algoritmos, em atividades de pesquisa, quanto grandes programas comerciais, tem
nesse ponto, a solucao do sistema, seu ponto nevrélgico, sua etapa mais demorada. Todas
as demais etapas do processamento (leitura de dados, geracao de dados, célculo das matrizes
elementares, sobreposigao, aplica¢ao das condigoes de contorno, pés-processamento), ocupam
menos tempo que a solucao do sistema, exceto em problema muito pequenos em que N es-
teja abaixo de certo limite. Existe ainda mais um aspecto. O nimero de operagoes nessas
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outras etapas sao proporcionais & quantidade de nés ou de elementos, isto é, O(Nnos) ou
O(nelem), isto ¢, se Nnos ou nelem for duplicado, a tendéncia é uma duplicagao do trabalho
computacional nessas etapas. Mas se Nnos for duplicado, o esfor¢o para resolver o sistema
num algoritmo de Nop = O(N?3) é aumentado em 8 vezes.

Um segundo aspecto a ser considerado é a forma de armazenamento dos termos da matriz.
E sabido que as matrizes geradas no MEF sao esparsas. Consequentemente, existem diver-
sas formas tradicionais de fazer o armazenamento desses termos. Entretanto, a tinica forma
“proibida” (exceto em pequenos problemas educacionais e de teste) é a forma de armazena-
mento como matriz quadrada, isto é, o armazenamento de todos os N x N termos numa
area de meméria dimensionada como K (N, N). Essa forma de armazenamento apresenta dois
inconvenientes : (1) ocupa uma &rea excessiva na memoria do computador. (2) o aspecto
mais grave é que, como enunciado no item 2 acima, o nimero de operagoes na fatoragao é
O(N3). Ocorre que o niimero de operagoes é grandemente reduzido quando se buscam formas
de armazenamento que nao armazene todos os termos nulos, e quando o método de solucao
também toma partido disso e nao realiza operagoes sobre os termos nulos. Dependendo da
forma de armazenamento e de solucao utilizada, a quantidade de operacbes pode cair para
O(N?), como na combinacao tradicional (que de fato ¢ bastante simples), de armazenamento
em meia banda e método de Gauss adaptado a essa forma de armazenamento.

Deve-se notar que a relagdo entre o nimero de operagoes e o tempo de processamento sé
¢é direta em processamento sequencial. Em processamento paralelo a relagao é distinta,
embora nem sempre previsivel, devido ao maior volume de operagoes de gerenciamento de
informacoes.

O presente capitulo identifica as principais formas de armazenamento de matrizes, e em seguida

faz um levantamento ligeiro dos principais métodos de solucao existentes e utilizados com compara-
¢Oes entre os niimeros de operacoes necessarias.

12.1 Tipos de armazenamento de matrizes

12.1.1 Matriz triangular

O termo matriz triangular, a primeira vista, aparenta estranho, mas se refere apenas a uma for-
matacao dos termos que se deseja armazenar. Essa forma é a mais obvia quando se considera a
simetria da matriz de rigidez ou de inércia do MEF na maioria das aplicagdes. Assim, é bastante
natural que se armazene apenas os termos de um dos lados da diagonal principal. Por exemplo, con-
sideremos uma matriz simétrica A que desejemos armazenar apenas seus termos acima da diagonal.
Esses termos sao visualizados da seguinte forma

A Ap Agg
Agp  Azz -
A- Am o (12.)
sim.

NxN

A forma de armazenamento denominada matriz triangular superior consiste, de fato, em

armazenar os termos acima da diagonal principal em uma drea de memoria dimensionada como
arranjo unidimensional, que denominaremos no resto do texto como vetor. O vetor armazena coluna
apés coluna dos termos de A que estejam acima da diagonal. No exemplo o vetor tem a seguinte
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forma:

(A )
A1z
Ao
Az

V=< 4 . (12.2)

Asz3

CANN )
A quantidade total de termos no vetor é obtido pela férmula (facilmente deduzivel):

M = N(N +1)/2. (12.3)

Numa rotina de célculo, um termo arbitrario A;; de A pode ser localizado na posicao m de V, isto
é:

(V(m), onde m=(j—1)j/2+i (12.4)

Note que a as operagoes (j —1)j/2 devem ser entendidas em forma computacional, onde as varidveis
i, j € m sdo inteiros e devem ser operados com os truncamento, isto é, 11/2 = 5, e nao 5,5.
Adicionalmente, as operagoes devem ser feitas na ordem mostrada. Por exemplo, o termo Aoz estd
na posicaio m = (j —1)j/2+i = (3—1)3/24+2 =5, isto ¢, ¢ o termo V(5), como pode ser verificado
em (12.2).

Nota-se que, com rearranjos adequados na definicdo acima, pode-se construir também uma matriz
triangular inferior.

A programacao para realizar operagoes referentes & matriz A, operando em seus termos ar-
mazenados em V, é feita utilizando a férmula de mapeamento indicial (12.4). Por exemplo, o
produto com um vetor arbitrdrio U, isto é, W = AU, é obtido pelo seguinte fragmento em For-
tran:

DO i = 1,N ! corre termos de W
W(i) = 0.0d0
DO j =1,i ! corre colunas de A na linha i
IF(j.le.i) mij = mm(j,i)

IF(j.gt.i) mij = mm(ij) (12.5)

W(i) = W(i) 4 V(mij) * U(j)
ENDDO
ENDDO

onde mm(i,j) é um subprograma fungao que calcula (12.4).

12.1.2 Matriz banda

A forma de armazenamento em matriz triangular representa uma melhoria substancial em relagao
A matriz quadrada, entretanto nao leva em conta a caracterfstica de que as matrizes do MEF sao,
dentro de certas condicgoes, “bandeadas”, isto é, dependendo da forma de numeracao nodal, a matriz
tem todos os seus termos nao nulos agrupados em torno da diagonal principal, na seguinte forma
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o nimero de dimensoes):

N=0 (hld) e b=0 (}lc}—l) (12.15)

12.1.3 Matriz skyline

Uma forma mais sofisticada de armazenar termos nao nulos é a chamada matriz skyline. Em vez
de armazenar todos os termos abaixo da linha da banda, o que é feito é armazenar, de cada coluna,
apenas os termos abaixo do termo nao nulo situado a maior distdncia vertical da diagonal. Por
exemplo, consideremos a matriz com a seguinte forma

An
Azo Az Aas
A= Ass 0 , (12.16)
Ay Ags
sim. A55

5X5

onde os termos acima da diagonal nao indicados s&do nulos. A meia-banda dessa matriz é b = 4, de
forma que nao se conseguiria uma economia suficiente de memoéria nem de tempo de processamento
fazendo o armazenamento em banda. J4 o armazenamento skyline consiste em trabalhar com os
dados, num vetor inico, armazenando coluna apds coluna, a partir do primeiro termo da coluna até
a diagonal. Para o exemplo se tem o seguinte vetor coluna de armazenamento:

V={ An A Ayz Asz A Ay 0 A5 Ass (12.17)

T
}NAXI'

Nota-se que na coluna 5 armazenamos todos os termos a partir do primeiro nao nulo da coluna,
Aos, inclusive o 0 da posicao Ass. No exemplo, temos o armazenamento de apenas Ng = 9 termos
em V. Para armazenamento em banda terfamos 5 x 4 = 20 termos, para matriz triangular M =
N(N +1)/2 = 15 e em matriz quadrada N x N = 5 x 5 = 25. Conforme a ordem da matriz
cresce, a diferenca cresce de forma potencial. Nota-se que a matriz banda s6 apresenta vantagem
se a numeracao nodal for adequada para gerar uma banda estreita, isto é, b << N. Do contrario
ela se comporta de forma pior que o armazenamento triangular.

O armazenamento em matriz skyline trabalha com dois vetores. O vetor com os dados da matriz,

como o V em (12.17), e um vetor de controle MaxA(N) que indica, para cada coluna j, a posigao
em V do termo A;; da matriz:

V(MaxA(j)) = Aj; (12.18)

No exemplo, o vetor de controle é

MaxA={1,2,4,5,9} ;- (12.19)

Entao o termo Ass encontra-se em V' (MaxA(3)) = V(4). O termo Aay encontra-se em V (MaxA(2)) =

V(2). Com isso determina-se o nimero de termos na coluna 3 sob o perfil skyline: nk = MaxA(3)— MaxA(2) =
4 — 2 = 2. Em geral, pode-se calcular, unicamente a partir de MaxA, a primeira linha nao nula I

na coluna k:

nk = MaxA(k) — MaxA(k — 1),

li=k—nk+ 1, (12.20)

No exemplo, li =k —nk+1=3—-2+1=2. Entdao a coluna 3 inicia-se na linha 2 e termina na
linha k = 3.
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12.1.4 Matriz esparsa

Essa é a forma mais sofisticada de armazenamento, em que apenas os termos nao nulos da matriz
sao armazenados num vetor de dados, e dois vetores de controle indicam a posicao de cada termo
da matriz no vetor de dados. Em suma, definem-se trés vetores de dimensao N z:

Vetor V em que V(l) = valor de algum termo A;; da matriz.
Vetor Lin, em que Lin(l) = nimero da linha em A, isto ¢, Lin(l) = i. (12.21)
Vetor Kol, em que Kol(l) = nimero da linha em A, isto é, Kol(l) = j.

Para a matriz em (12.16), armazenam-se apenas os Nz = 8 termos nao nulos, e os trés vetores sao:

A (

Lin= . Kol= (12.22)

Ay ’

L O i W W N =~

U N = W N -

L Ass

ot

Nzx1 7 Nzx1 Nzx1

Essa é a forma em que os termos da matriz sao armazenados coluna apés coluna. Existe a forma sim-
ilar de armazenamento linha por linha. Na literatura essas formas de armazenamento sao conhecidas
como lista de coordenadas (COO - Coordinate List). Outras formas existem de armazenamento.
Ver por exemplo, Golub [40].

12.2 Meétodos de solucao de sistemas algébricos estaticos

Existem duas grandes familias de métodos para a solucao de um sistema algébrico: os métodos
diretos e os métodos iterativos. Os métodos diretos determinam a solugao exata, a menos de
erros de truncamento, apés um nimero fixo de operacgoes. Praticamente todos os programas
de elementos finitos utilizam um método baseado na fatoragdo de Gauss, que serd revisado nessa
secao. Entretanto, pelo menos dois outros métodos diretos eficientes existem, o método de Givens
e 0 de Householder, ambos baseados em matrizes ortogonais. Nao faremos revisao desses métodos
no presente texto. Adicionalmente, existem métodos baseados na fatoragdo de Gauss em conjungao
com o procedimento de condensagao estdtica. Os métodos iterativos, por sua vez, geram
apenas solugoes aproximadas, e o nimero de operagoes é dependente do niimero de iteragoes. Por
sua vez, o nimero de iteracoes depende do nimero de condicdo da matriz, como sera visto no texto.
Assim, a solugdo de cada matriz por um método iterativo demandard mais ou menos tempo de
processamento que outra matriz do mesmo tamanho. Além dos métodos baseados em Fatoragao
de Gauss, o método mais utilizado em grandes programas comerciais de MEF é o de gradientes
conjugados com pré-condicionamento de Cholesky (ambos revisados nesse capitulo). Entretanto,
historicamente, o método de Gauss-Seidel foi intensamente utilizado em MEF e apresenta diversas
caracteristicas interessantes.

12.2.1 Eliminagao de Gauss

Os métodos baseados na fatoragao de Gauss formam o fundamento para todos os métodos diretos
mais eficientes. Dada uma matriz real A, de dimensoes N x N, isto é, de ordem N, nao singular,
nao necessariamente simétrica. Dado também um vetor F de ordem N, deseja-se determinar o vetor
U de ordem N tal que

AU =F. (12.23)
O processo padrao da eliminacao de Gauss é feito em duas etapas.

Etapa 1 - Triangularizacao
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. i (12.38)
Uy=—|F— Si;U;|, parai=N-—1,---1

O valor final no somatério, j¢, depende do tipo de esparsidade da matriz, se matriz cheia (quadrada)
ou se tem banda b:

Jjf = N se matriz completa ou se tiver banda e ¢ +b > N,
jf = t+bsetembandaei+b<N. (12.39)

A etapa de triangularizacao pode ser resumida na forma mostrada no seguinte fluxograma, para
uma matriz quadrada, nao singular, ndo necessariamente simétrica. A matriz A é armazenada
em forma quadrada, completa. Ao final do processamento, as fatoragoes L e S (tal que A = LS),
aparecem na mesma drea de memoéria que A. L contém diagonal unitdria.

Fatoragao de Gauss:
(1) doj=1,N-1 (corre as colunas de A)
(2) dol=j+1,1f (corre as linhas sob a diagonal)
(3) if Aj; >e, c= Ajj/Ajj
(4) if Aj; < e, msg de erro, stop
(5) dom =j,my (corre as colunas da linha [)
(6) Al = A — cAjm (compoe S e parte de L)
enddo
i (12.40)
(7) Ajj=c (compoe L)
enddo
enddo
(8) Para matriz cheia, lf=my=N
|+ b i +b< N
(9) Para matriz com banda b, ly = T+ 0, se ‘7‘ to= 4,
N, sej+b>N.
Jj+bsej+b<N,
mys = )
N, sej—+b>N.

12.2.2 Meétodo de Cholesky

Caso a matriz A seja simétrica, sua decomposicao de Gauss torna-se A = LDL”. Se, adicional-
mente, A for positiva-definida, essa decomposi¢ao pode ser colocada na forma

A=cCC”, onde C=LDY2 (12.41)

A condicao de que A seja positiva-definida se revela, entre outras coisas, pelo fato de que todos os
termos D s&o positivos. A fatoracdo A = CCT pode ser feita como pés processamento da fatoracéo
de Gauss, porém o célculo feito diretamente conforme o método desenvolvido por Cholesky revela-se
aproximadamente duas vezes mais rapida que a fatoragao de Gauss. O fluxograma a seguir é
baseado em que a matriz A ocupa um arranjo quadrado de ordem N, e ao final essa mesma drea de
memoéria ocupa, em seu tridngulo inferior, a matriz C. Todas as operagoes sao feitas apenas sobre
os termos do triangulo inferior de A. Ao final do fluxograma sao apresentados ajustes nos limites
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dos somatorios para limitar as operagoes aos termos dentro da banda da matriz, caso ela a possua.

Fatoracao de Cholesky:
(1) dok=1,N (corre as colunas de A)
(2) Agr = Ak
(3) doi=Fk+1,if (linhas da coluna k sob a diagonal)
(4) A, = Aig/ Apa
enddo
(5) doj=Fk+1,jf (colunas a direita da k)
(6) do p=j,ps (linhas da coluna j sob a diagonal j)
(7) Apj = Apj — AprAj,
enddo
(12.42)
enddo
enddo
(8)  Para matriz cheia, if=pf=jr=N
N i > N,
(9)  Para matriz com banda b, i = e
¢, seq < N.
N, seq,>N,
(10) pf= { P
qp, segp < N.
. N, seq;j >N,
(11) ir= ’
qj, seqj < N.
(12) Gp=q¢=q =k+b

As operagoes de substituigao progressiva e regressiva sio as mesmas do método de Gauss,
mostradas nas egs. (12.35), (12.36) e (12.38), (12.39), apenas substituindo L e S por C e CT
respectivamente.

12.2.3 Contagem de operagoes no método de Gauss - matriz cheia

Do ponto de vista computacional, o aspecto mais importante de um método que gera solucao exata
(a menos de erros de truncamento), como os métodos diretos, ¢ o tempo de processamento, que
se traduz no nimero de operagoes necessdrias para gerar a solucao. Esse nimero de operagoes
geralmente é contado usando o acronimo inglés “flop” - float point operation, o nimero de operagoes
de ponto flutuante. E a contagem do nimero de operagoes de soma, subtracio, produto e divisdo
entre nimeros reais. Sao as operagoes mais demoradas. A forma de contagem nao é uniforme na
literatura. Algumas vezes sdo consideradas apenas os produtos e divises, sendo subentendido que
os cdlculos envolverao igual quantidade de soma-subtracoes.

Fatoragao

Consideremos uma matriz quadrada nao simétrica A, e as operagoes de fatoracao de Gauss mostradas
no fluxograma da eq. (12.40). Incialmente consideremos as operagoes para um dado valor de j,
o lago mais externo. As operagbes sdo aquelas nos lagos das linhas 2 e 5, de I = j+ 1,N e
m = j, N. Cada termo no lago interno envolve um produto e uma subtragdo. O nimero de termos
é¢ (N —7)(N —j+1): é onimero de termos no retangulo da matriz definido pelos limites dos lagos
definido por j. Esse retangulo é mostrado no seguinte exemplo, para j = 3:
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12.2.4 Contagem de operagoes no método de Cholesky

O numero de operacoes na fatoragao de Cholesky é obtido de forma similar ao da de Gauss, a partir
das linhas 5-7 do fluxograma da eq. (12.42):

N N N
nfc = Z Z 1 produto + Z(l soma + 1 produto) | , isto é,
k=11=k+1

m=j

1 1

As substituigoes progressivas e regressivas demandam a mesma quantidade de operagoes que
no meétodo de Gauss, egs. (12.50).

Inversao pelo método de Cholesky

Consideramos o procedimento para obter a inversa a partir da representacao fatorada de Cholesky
para A, isto ¢, A = CC”. Entéo

AA =T
CcCTA =1 - Al=—cTct

(12.57)

Ambas as matrizes C~7 ¢ C~! sio triangulares (superior e inferior respectivamente). As operacoes
para determinar o tridngulo superior de A~! sdo praticamente as mesmas mostradas em (12.53) e
o nimero de operacgoes, n;¢sup, ¢ 0 mesmo mostrado em (12.54).

Devido a simetria da inversa, nao hé necessidade de fazer operagoes para seu tridngulo inferior.
Entao, o custo total de determinar a inversa é dado pelas operagoes de fatoracdo e do produto
matricial:

niG = Nfc + NICsups
1 s 1 2 .
= §N + gN(N + 1)(N +2) nig ~ §N (12.58)

Essa ¢ a metade no nimero de operagoes para fatoracao de Gauss, eq. (12.55).

12.2.5 Matriz banda

Consideremos por exemplo a seguinte matriz quadrada

A1 X X X
y d x x [|Xx
y v d x |x x
vy vy Au|x x X
vy v y d x x X
A = y y vy d x x X (12.59)
vy yv vy d x x X
y vy v Ass x x X
vy vy d x x
y|y vy d x
I y ¥y ¥y X

com banda, b = 3. A contagem de operagoes pode ser feita usando os mesmos somatdérios usados no
caso de matriz cheia, apenas ajustando alguns limites dos somatdérios para eliminar operacoes com
os termos nulos fora da banda.
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matrizes, A~!, 871 e L™!, possuem banda b, sendo que as duas tltimas sdo banda superior e
inferior, respectivamente. Os termos no tridngulo superior de A~!, até a linha n — b, sdo obtidos
por:

Doi=1,N—-1b (linha de A~1)
Doj=1i,i+b (coluna de A1)
Dom=yj,i+b (12.65)

—1y _ (A-1 -1 -1
(A7) = (A7), + (57, 7).,
e os termos apds a linha a linha n — b+ 1 (o tridngulo superior definido pelo quadrado iniciado pelo
termo diagonal n — b+ 1) sao

Doi=N-b+1,N (linha de A~1)
Doj=1i,N (coluna de A1)
Dom =3 N
—1\ _ (A1 -1 -1
(A7) = (A7) + (575 (BT,
A quantidade principal de operagoes é contada do fragmento de programa (12.65), para 1 soma e 1
produto. O resultado para o tridngulo superior da inversa, usando banda, é

(12.66)

nrghsup = (N —b—1)(b+2)(b+ 3) ~ Nv2. (12.67)

Caso a matriz nao seja simétrica, torna-se necessario realizar aproximadamente a mesma quantidade
de operacgoes para identificar o tridngulo inferior da inversa. Entao, o custo total de determinar a
inversa ¢ dado pelas operagoes de fatoragio, (12.60), e do produto matricial S~'L~1:

niGe = NfGh + 2N1Gbsups
= 2N + 2Nb> (12.68)

Logo ¢ um custo fortemente menor que a inversa obtida pelo procedimento mostrado em (12.64).

Fatoragao de Cholesky, banda

Consideramos as linhas 2-5 do fluxograma da eq. (12.42), com os limites j; e py ajustados conforme
as linhas 9-11. O efeito dessas limitacoes é que, para cada termo k, as operagoes realizadas sao
limitadas ao tridngulo inferior definido pelo termo A;;. No exemplo da matriz (12.59) estao marcados
os retangulos associados aos termos A1 e Ags. Note que essa é a mesma argumentacao usada no
caso da fatoragao de Gauss em banda, exceto que 14 as operagoes eram feitas sobre todo o retangulo
(o que levou a estimativa (12.59)), enquanto aqui é apenas sobre o tridngulo. Por exemplo, para
k =1, Ay, o tridngulo comega em Ass e tem lados 3 x 3 se b = 3. Cada tridngulo possui b(b+ 1)/2
termos, sendo que em cada termo sao feitas uma subtragdo e um produto. Somamos apenas o0s
retangulos de Ay1 a A(n_p)(n—p), isto &, tomamos (N — b) retangulos. Em resumo, o niimero de
flop’s é aproximadamente

1
nfcy = 250(b+ 1)(N —b), — nicy ~ Nb? (12.69)

Uma outra forma pode ser obtida tomando todos os lagos do fluxograma (12.42):

N—b k+b k+b
ngcy = Z Z 1 produto + Z(l soma + 1 produto) | ,
k=1 j=k+1 i=j
= bb+2)(N —b), (12.70)

cuja aproximagcao assintética é a mesma de (12.59). Note que essas estimativas ignoram o nimero
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Tabela 12.1: Sumério das estimativas de niimeros assintéticos de operagoes para operacoes tipicas
usando fatoragao de Gauss e de Cholesky. As colunas 2D e 3D sao para o problema padrao.

Método  Operacao Esparsidade O(flop’s) 2D 3D
Gauss Fatoracao L, S completa %N 3
Subst. progr. + regr. 2N?
Inversao %N 3
Cholesky Fatoragao B completa %N 3
Subst. progr. + regr. 2N?
Inversao %N 3
Gauss Fatoragao L, S Banda b 2N b? ON2 oN7/3
Subst. progr. + regr. 4ND AN3/2  4N5/3
Inversdo ANb? AN? AN
Cholesky Fatoragao B Banda b Nb? N? N7/3
Subst. progr. + regr. 4Nb AN3/2 4N5/3
Inversio 2N 2N2? 2N/

Em 2D, N = O<hl2>,logob:O<i1L> :0(N1/2), e
Em3D, N = O(—),logob=0(-~)=0(N3 12.74
| Loei-o(E)-o(v). e
Essas estimativas para b podem ser aplicadas nas estimativas da coluna 4 da Tabela 12.1 para
estimar o nimero de operagoes na malha padrao, em matriz banda, mostrados nas colunas 5 e 6. A
Figura 12.2 mostra uma comparacao entre as estimativas assintéticas do nimero de operagoes para
fatoragao usando os métodos de Gauss (matriz nao simétrica) e de Cholesky, com matriz completa
e banda. Para o caso de matriz banda utilizou-se as estimativas para a malha padrao em 2D e 3D
mostradas na Tabela 12.1. Nota-se que a diferenca de 2 entre o nimero de operacoes de Gauss e
de Cholesky parecem pouco nitida no gréfico, devido as escalas logaritmicas. J4 as diferencas de
inclinacdo das retas sao evidentes. O trabalho com matriz completa parece inadmissivel quando
comparado ao uso da banda no processo de fatoracao. De fato, a tendéncia é que outros métodos
de armazenamento sejam usados, além da banda, (como skyline, esparsa), de forma a obter ainda

mais vantagens.

12.3 Meétodo iterativos baseados em minimizacao de potencial

Os métodos iterativos se caracterizam por nao serem capazes de fornecer a solugdo U do problema
AU =F, mas apenas uma aproximagao dela, exceto em situacoes muito particulares, como quando
o sistema é muito pequeno ou quando a estimativa inicial é proporcional & solucao exata.

Diversos métodos, como o do Gradiente, sao baseados na minimizacao de um potencial. Caso
a matriz A seja a de rigidez e F um vetor forca nodal, obtidos pelo MEF em um problema elas-
toestdtico, o potencial é a aproximagao da energia potencial total do sistema. Entretanto, qualquer
que seja a origem e a interpretagao fisica de A, se ela for simétrica e positiva definida, prova-se
que o vetor U €RY que minimiza o potencial

V(U) =1U-AU-U-F em notagio vetorial, ou

= JUTAU - U’F  em notacdo matricial. (12.75)

também resolve o sistema
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1018 Operac6es em fatoragéo
1017 Gauss, completa
16 Cholesky, completa
10 /A= A —/\ Gauss, banda, 2D
10" G—6—6 Cholesky, banda, 2D
z§ 1014 EF——+——+# Gauss, banda, 3D,
8« 1013 — — — Cholesky, bangé/3D
o}
8 102 3
o 11
@ 10
o 10°
9
g 108
> 107
10
10°
10°
104 T T T T I T T T T T T

107 10° 10* 10° 10°
Ordem N da matriz

Figura 12.2: Comparacao entre estimativas assintéticas de nimero de operagoes para fatoracao de
Gauss e de Cholesky, com matriz completa e banda.

AU =F. (12.76)

Assim, a solucado do problema algébrico pode ser obtida buscando o vetor que minimiza o potencial.
Uma prova sucinta da equivalencia de ambas as solugoes pode ser feita como segue. Considera-se o
sistema em dois estados:

Estado 1, caracterizado pelo vetor deslocamento? U e o potencial V (U);

Estado 2, caracterizado por um vetor vizinho ao estado 1, dado por U+dU e potencial
V(U+40U).

dU é um deslocamento virtual (variacao de U) aplicado ao estado 1. A variagao total do potencial
é obtida usando (12.75)

AV = V(U46U) - V(U),
(U+sU)T A (U+6U) — (U+6U)TF—%UTAU +UTF. (12.77)

N |

Uma vez que os produtos triplos resultam em um escalar, SUTAU = UT A§U. Entéo a variacio
simplifica-se para

AV = 5UT [AU - F] + %5UTA5U. (12.78)
~—_— ——
2%

Se U for a solucio de (12.76), entdo a primeira variacio fica 6V = dU” [AU — F] = 0, e a variacio
total do potencial fica

1
AV = 5cSUTA5U.

2 Utilizaremos aqui a notagio forga/deslocamento/rigidez como num problema de mecanica dos sélidos, apenas para
ajuntar algum significado fisico as grandezas, mas a deducgéo é geral, dentro de suas premissas, para outros fenémenos
fisicos.
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Uma vez que A é requerida ser positiva-definida, segue-se que AV é sempre nao negativo, e
é nulo apenas se dU = 0. Segue-se que o vetor U que é a solu¢ao (tinica) de (12.76) é o mesmo
vetor que minimiza V. Nessa e na préxima secao alguns dos procedimentos mais eficientes para
obter o minimo sao tratados: o método do gradiente, o dos gradientes conjugados e um processo de
condicionamento.

Aspectos gerais de variagao e de minimizagao podem ser vistos nas segdes 10.2 e 14.5.

12.3.1 Meétodo do gradiente

Esse é o método mais intuitivo para determinacao do minimo da fungao potencial V. Também é
chamado de método do maximo decréscimo (“steepest descent method”).

Considere-se um processo iterativo para obter o minimo de (12.75), em que se parte de uma
estimativa inicial U©®) e RN para a solucio exata U. Em seguida, considera-se uma sucessao de
aproximacoes U®) k=1,2 ... na forma

Ukt =u® 4+ g, d®, k=0,1,2,---, (12.79)

onde cada d®) € RN ¢ um vetor que indica a dire¢do da busca da nova aproximagao. ajp > 0,
ar € R é escolhido para gerar a melhor estimativa possivel ao longo da direcio d*). A Figura
12.3 ilustra a fungao potencial para um caso simples de apenas duas dimensoes, uma estimativa de
solucao UK.

VA

a, d®

Figura 12.3: Ilustracao de uma fungdo potencial para N = 2 coordenadas, com curvas de nivel,
vetor gradiente grad V' e vetor direcao de busca d.

Diversas formas existem para definir a; e d*), cada uma delas definindo um método com car-
acteristicas préprias. Caso se aplique em (12.76) qualquer vetor distinto da solugao exata se tem
um residuo, um erro no equilibrio. Numa dada iteracao k, o residuo é

r®) = AUK _F, (12.80)

O potencial ¢ uma fungao das componentes de deslocamento, isto ¢, V = V(U) = V (uy,uq,...,un).
As componentes cartesianas do vetor gradiente do potencial sao

oV
} —  Wi=g- (12.81)

o[V v v
Ouy’ Ous oun
O operador potencial (12.75), em notagao indicial, é

1
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Entao seu gradiente é

Comparando com (12.80) tem-se que para uma estimativa U® | a forca residual ¢ igual ao
gradiente, isto ¢, r®?) = VvV () = AU® _F. Uma forma de definir o vetor direcio de busca d*) &
toma-lo na direcao oposta a do gradiente. Deve-se lembrar que o vetor gradiente aponta na diregao
de maior crescimento da funcao. Entao, a direcao oposta deve apontar para uma dire¢ao de reducgao
de V. Assim, toma-se

d®) = —r#) = —vy® = AU 4F| (12.84)

Entretanto, d*) aponta para uma regiao de menor potencial, mas nao necessariamente para o ponto
de minimo. Por isso é necessédrio um processo iterativo. O gradiente ¢é ilustrado na Figura 12.3. A
determinagdo do comprimento do passo de corre¢ao ay, em (12.79), é feita buscando o valor de ay
que minimiza o potencial em k + 1, isto é,

VUED) =V (U® g d®) L u® 4 a®)] <0 (12.85)
k

Porém,

V(U® 4 g dW) = % (U(k) +ay d(k>) A <U(’“) +ay d(k)> - (U<k> + ay d<k>)T F.

Essa expressao pode ser expandida, diferenciada e simplificada (usando dFTE =F . d® ¢ UK .
Ad®) = d®) . AUR), de forma que (12.85) se torna

o [V(U(k) + ay d(’“))} —d® . [AUW - F} +apd® . A d®=. (12.86)
k

Resolvendo para aj, obtém-se o comprimento 6timo de correcio na direcao d®). Assim,0 método
do gradiente pode ser sumarizado no seguinte:

1. Estimativa inicial: Definir U® € RN e r® = AU® —F.
k=-—1.
2. Nova iteracao: k=k+1
3. Direcao de corregao: d) = ¢k,
d®) . (k)
4. Comprimento da corregao: ap = ——————
d®) . Ad®) (12.87)
5. Atualizacdo da estimativa: UEHD) — gk 4 g d®) = p) 4 Ad®
6. Residuo: r(k+D) — AUGHD _F
7. Teste de convergéncia: M < tol efou a M < TOL
| . FT - o) =
8. Se nao convergiu, ir ao passo 2.

Quando nada se sabe sobre a solugao, a estimativa inicial geralmente é feita fazendo U =o.
Em problemas nao lineares, essa estimativa pode ser tomada como a solucao convergida do tempo
ou nivel de carga anterior.

Como este é um problema de minimizacao de um potencial, a modificagdo do potencial para
satisfazer condigoes de restrigao pode ser feita da maneira usual. Ver por exemplo o Capitulo
10.
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Resolvendo (12.102) esse erro pode ser relacionado ao nimero de iteragoes por

_ et Ly Ly
. e - <1_C(A)> — —nln <1—C(A)> 2 In=. (12.104)

Nesse ponto utiliza-se uma relacao que pode ser demonstrada de diversas formas, como com a ajuda
gréfica: para z < 1 tem-se que —In(1 — z) < z Nesse caso, (12.104) pode ser modificada para

n 1 1 1
——>-nhn{l—-———= ) >In— — >c(A)ln— 12.1
C(A) S nn< c(A)>_ne n>c( )n6 (12.105)

Essa expressao é o objetivo da presente deducao. Ela mostra que a quantidade de iteragoes para
reduzir o erro inicial a um valor € é proporcional ao nimero de condi¢cao da matriz, desde que seja
utilizado um valor adequado do comprimento da corregao a.

Exemplo 12.1 - Nimero de operagoes em malha padrao pelo método do gradiente

Pode-se fazer algumas experiéncias com a expressao (12.105). Tomemos um valor tipico de erro,
e =107%. Entdo, n > 6 c¢(A). Consideremos o domfnio unitério 2D padrio da Figura 12.1. Prova-se
que numa modelagem de elementos finitos de um problema como o de transferéncia de calor, plano,
com uma Unica varidvel, a temperatura, definido pelo operador diferencial laplaciano, o niimero
de condicdo da matriz coeficiente & c (A) = O(h~?), onde h ¢ o tamanho do lado do elemento.
Entdo, na malha padrio se tem que o nimero de graus de liberdade é N = O(h~?), conforme
(12.12). Isso significa que ¢(A) = O(N).

Assim, numa malha com N = 1.000 graus de liberdade se teria o nimero de interagdes estimado
por (12.105) como

1 1
n>c(A)ln— = Nln- = 1000 13,8 = 13.800 iteragoes, (12.106)
€ €

que é uma quantidade proibitivamente grande de iteracoes para atingir o erro requerido na solugao.
Estimativas similares sao vélidas em problemas estdticos de mecénica dos sélidos, e outros associados
a operadores diferenciais de equacoes elipticas.

Esse tipo de comportamento do método do gradiente explica porque tornou-se necessario buscar
métodos mais eficientes. O mais utilizado deles é uma variagao do método do gradiente, sumarizado
na préxima segao.

12.3.2 Meétodo do gradiente conjugado - GC

O método do gradiente conjugado foi proposto inicialmente por Hestenes [47] em 1952, com a
proposta de ser um método para solucao de sistemas lineares de equacao de grande porte, definido
por matriz simétrica e positiva-definida. E um método mais eficiente que o do gradiente, em que as
direcoes de procura, d®) | sao conjugadas, isto é,

d9.AdY) =0, Vi#j. (12.107)

Nesse método, em vez da diregio de corre¢iao d#t1) ser feita na direcéio contraria ao do gradiente,

ela é feita de forma a ser perpendicular a todas as diregoes anteriores. Isso é conseguido
fazendo d**+1) = —r(®) 4 b, d*) onde by, é determinado de forma que a ortogonalidade seja satisfeita.
Detalhes sobre o método podem ser vistos em [54] e [91].

As etapas do método GC sao as seguintes:
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1. Inicializagoes: Dado U©® € RN e by = 0.
1.1 Calcular: r® = AUO _F, q0 = 0,
k=-1
2. Nova iteragao: k=k+1
~ d®) . (k)
3. Comprimento da correcao: ap = FONNEIC)
4. Atualizacido da estimativa: Ukt = gk 4 g 4 (12.108)
5. Residuo: rt+) = AUKEHD _F = ¢®) g A d®
6. Diregao de corregao: d+D) = —p+1) 4, qk)
7. Fator de ortogonalizacao: b = r((:(:)l ). ;AAdC(I;C) = _r(:“(:) : :_i:rl)
8. Teste de convergéncia: M < tol e/ou M < TOL
' Ut =
9. Se nao convergiu, ir ao passo 2.

Pés-multiplicando (12.108)g por Ad™® e impondo a ortogonalidade (12.107) do lado esquerdo
obtém-se

d(k‘—i-l)TA d(k‘) —_ —r(k+1)TA d(k:) + bkd(k:)TA d(k) -0

Em seguida se pode isolar a expressao para by, que ¢ aquela vista em (12.108)7.
Existe uma série de teoremas sobre as propriedades das entidades no método dos gradientes
conjugados. Uma das principais propriedades é a ortogonalidade dos residuos:

r@.rl) =0, Vi#£j (12.109)

Uma outra propriedade pode ser deduzida:

a®) . pl+1) = o (12.110)

Isso pode ser verificado pré-multiplicando r*+1) em (12.108)5 por d®).

AR p ) — gk Ly g8 A gk,

De (12.108)3, d®) . A d®) = —d®) . r(*) /g, . Entao se chega a (12.110). Esse resultado mostra que
o0 novo residuo ¢ ortogonal & direcio de busca d®).
Pré-multiplicando r**1) em (12.108)5 por d*+1):

AG+D L p (4D Z g1 ) g qhD) L A q(b),

e usando a ortogonalidade de d**1) | chega-se a uma outra relacio:

QD) (k4D — qht1) . p(8) | (12.111)

Essa expressdao pode ser colocada na forma d*+1) . (r(k+1) — r(k)) = 0. Porém, de (12.108)s5, o
paréntesis é igual a

(r(k:-i-l) _ r(k)) — apA d®), (12.112)

o que resulta na condicio de ortogonalidade d*+1) . A d® = .
A segunda igualdade em (12.108)7, ¢ uma forma mais barata de obter by, sem envolver produtos
matriz x vetor. Consideremos o numerador da expressao, usando (12.112)
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1 2 1 2 1
n> 5\/c(A) In= = 5Nl/2 In= = 510001/2 13,8 = 229 iteracdes (12.117)
€ €

Deve-se comparar com a estimativa de 14 mil iteragoes necessédrias com o uso do método do gradiente
vista no Exemplo 1. A grande diferenca é que no método do gradiente, o nimero de iteragoes cresce
com o nimero de condi¢ao, enquanto no método dos gradientes conjugados ele cresce com sua raiz.

Observagao: Uma caracteristica de ambos os métodos baseados no gradiente é que suas etapas
envolvem apenas produtos matriz x vetor, vetor x vetor e somas vetor + vetor. Essa caracteristica
favorece o uso de formas de armazenamento esparso da matriz, apenas dos termos nao nulos,
de forma a reduzirem ao maximo o nimero de operagoes por iteragao.

12.3.3 Meétodo do gradiente conjugado pré-condicionado

O niimero de operacoes no método dos gradientes conjugados é proporcional & raiz quadrada do
nimero de condigdo da matriz. Assim, é de interesse identificar algum tipo de transformacao que
possa reduzir esse nimero pela melhoria do condicionamento da matriz. O processo mais utilizado
é o pré-condicionamento pela fatorizagao incompleta de Cholesky, que serd brevemente
descrito a seguir (ver [6] por exemplo).

Considera-se o problema AU =F em (12.76). Considera-se uma transformagao vetorial dada
por

U=TU (12.118)

onde T é uma matriz de transformacao, néo singular, de dimensées N x N. Substituindo U = T~1U
no problema original (12.76), e pré-multiplicando o resultado por T~ obtem-se

AU=F — AT 'U=F — T TAT 'O =T"TF, (12.119)
—
A F

isto é, tem-se um problema algébrico AU=F em coordenadas transformadas (“deslocamentos” de
dificil interpretagao fisica). Se esse problema for resolvido pelo método do gradiente, se tem a
(k + 1)-ésima aproximacao de U dada por (12.87)s:

Tk — gW _ g, [Afﬂ’f)_ﬁ] . (12.120)

As iteragOes podem prosseguir até a convergéncia de U(k), mas nesse ponto serd necessdrio voltar
ao espaco fisico fazendo a transformacao inversa pela resolucao do sistema algébrico

TU =TU. (12.121)

Em vez da transformacao (12.118), uma outra forma usual de apresentar o condicionamento de
forma geral consiste em identificar uma matriz M, simétrica, positiva definida, e pré-multiplicar
AU = F pela sua inversa:

M AU =M"'F. (12.122)
A F

Os pré-condicionadores T e M devem ser escolhidos de forma que A seja melhor condicionado
que A. Além disso, para permitir o uso do método de gradiente conjugado, A deve ser simétrico e
positivo definido. Uma forma de garantir essas caracteristicas consiste em considerar que M possa
ser gerado como simétrica e positiva definida, na forma

M =P P! tal que M~ '=PPT. (12.123)
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e Item 4. Fazendo as transformacoes
T+
TU(k?-i—l)

TU® + g, TD®

Capitulo 12. Operacoes matriciais no MEF

temos

_ O® 4 g, d®,

Ukt = y® 4 g, d*

e Item 5. O novo residuo fica (usando (12.130)):

s+1)

T p(k+1)

®) ya, A d®),
T "r®+g;, (T-TAT!) TA®),

(1) — 204 g, Ad)

e Item 6. A nova diregao pode ser transformada por (usando (12.130)):

a(k+l) _
Td(k-‘rl)

—pktD) 4 p )
— T+ 4 prd®),
A+ — - 1p(R+1) + Bkd(k)

e Item 7. O fator de ortogonalidade também pode ser transformado:

F(k+1) | F(k+1)

by, =

o qtk) gk

p(k+1)  p=1p—Tp(k+1)

d®) . TTT-Ty(k)

 d®) . pk)

k1) | m(k+1
r(AH) g )7 onde #F+1) — p-1p(k+1)

(12.134)

(12.135)

(12.136)

(12.137)

O fluxograma do método do GC incorporando um pré-condicionamento de matriz dividida, fica na

seguinte forma

1.1 Inicializacoes:

2. Nova iteragao:

3. Comprimento da corregao:

4. Atualizacao da estimativa:
5. Residuo:

6. Gradiente e diregao de corregao:

7. Fator de ortogonalizagao:

k=—1,byg=0.
r(o) — AU(O) _ F’ d(o) — —M_lr(o)_
k=k+1

r(k) . (k)
ay = — #B) = M~ 1p(F)
ag 100 A’ onde ¥ M~ r

Ukt = uk 4 g, d®)
p1) = ) 1, Ad®
d*k+1) = _§k+1) 4 p q(k)
onde k1) = M~ 1p(+1)
p(EHD) | §k+1)
by = ———F—
d®) . p(k)

Nota-se que em cada iteragdo é necessério resolver o sistema linear

Mg+ = plkt1),

(12.138)

(12.139)

para obter ¥*71) para as etapas 6 e 7. E o custo do método, exceto pela identificacio do condicio-
nante M. Outros custos do fluxograma sao matriz x vetor, uma vez na inicializagao, AU(O), e uma
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Laplace é estimado por ¢(A) = O(h™2) e por ¢(A) = O(h™!) na matriz pré-condicionada, onde
h é o tamanho do lado do elemento. Entao, na malha padrao se tem que o nimero de graus de
liberdade ¢ N = O(h~2), conforme (12.12). Isso significa c (A) = O(N'/?). Assim, numa malha

com N = 1.000 graus de liberdade se teria o nimero de interagdes estimado por (12.116) como

1 /.. 2 1 2 1
n>=1/c(A)In= = NY41In = = ~1000%/* 13,8 = 41 iteracdes
2 € 2 € 2

Deve-se comparar com a estimativa de 14 mil iteragoes necessédrias com o uso do método do gradiente
vista no Exemplo 1, e 229 iteragdes para o GC nao condicionado. A grande diferenga é que no método
do GC, o numero de iteracoes cresce com N 1/2 enquanto no método dos GC condicionado ele cresce
com N1/4

O numero de operagdes por iteracao pode ser estimado da seguinte forma:

1 produto matriz x vetor (Ad®): - A cheia: O(2N?)
- A banda: O(2bN)
; —1.(k) (12.143)
1 produto matriz x vetor (M~ 'r'®)) : - A banda: O(4bN)

’ 2 produtos escalares (r®) . #(¥) ¢ Hr(kH)H ): - O(4N) ‘

12.4 Comentarios gerais

O nimero total de operagoes nas trés diferentes versdes dos método de gradiente pode ser estimado
para o problema padrao 2D, para matriz com banda, com tolerancia de erro nas iteracdes e = 1075,
Nota-se que no problema padrio 2D, N = O(h™2) e b= O(h~!) = O(N'/?). Nota-se que o método
de Cholesky em matriz banda apresenta estimativa de 2N? operagdes para o mesmo problema
padrao (Tabela 12.1).

Tabela 12.2: Sumaério das estimativas de nimeros assintéticos de operacgoes para os métodos de
gradiente, para o problema padrao 2D.

Gradiente GC GC condicionado
Oper. /iter O(2bN) = O(2N3/2)  O(2bN) = 2N3/2 O(6bN) = 6N3/2
Num. iter n > c(A) log% %\/@mg% % c(A) log%
Num. condic. ¢ O(N) O(N) O(N'/?)
Oper. total IN>/2 ln% =28 N25 N2 1n§ =15 N2 3N7/4 ]n% =44 N1

A estimativas assintéticas de niimero de operacoes para as trés variantes iterativas sao 28N 22,
15N2 e 44N17 respectivamente. Esses valores podem ser comparados & estimativa para o método
de Cholesky em matriz banda, que é 2N?2. Observa-se na Tabela 12.2 que a parte mais importante na
composi¢ao do expoente de N ¢é o nimero de operagoes por iteragao, que aparecem como O(20N) =
2N3/2 para os trés métodos. E o custo do produto matriz banda x vetor. A estimativa feita
aqui considerou a matriz densa de termos nao nulos sob a banda. Matrizes de MEF sao tipicamente
esparsas, de forma que algoritmos podem ser construidos para fazer o produto matriz-vetor de forma
mais eficiente, eliminando as operagoes com zero. Dessa forma, o nimero de operagoes por iteragao
pode cair para préoximo de O(N). Isso pode levar ao custo total no método GC condicionado para
O(aN'%), para algum a > 0.

O método de gradiente conjugado pré-condicionado é o mais eficiente para a solugao do sis-
tema algébrico com matriz simétrica positiva-definida, comparado aos métodos diretos baseados em
fatoracao de Gauss, quando aplicado em problemas regulares, com geometria e malha padroniza-
dos. Os métodos iterativos sofrem bastante perda de eficiéncia com matrizes mal condicionadas (alto
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