Capitulo 12

Flexao de placas delgadas laminadas

Consideramos aqui solugoes para alguns problemas cldssicos de placas delgadas laminadas sob carga
transversal. Sao problemas de placa retangular, espessura constante, com algum tipo de regularidade
no empilhamento das laminas. Uma lista mais completa de problemas com solucao disponivel encontra-
se em Reddy [164], Whitney [213] e Lekhnitskii [123], [124]. A sintese e a apresentagao de alguns
problemas usando teoria de primeira ordem para laminados semi-espessos pode ser vista no Capitulo
13. Observe que as solugoes sao apresentadas aqui com dupla finalidade: demonstrar o uso de alguns
métodos cldssicos de solucdo de problemas diferenciais e mostrar que as solugoes podem efetivamente
fornecer valores indicativos, tteis em etapas preliminares de projeto de componentes reais, de geometria
nao-simples. Adicionalmente, esses valores sdo tteis na verificagao de resultados obtidos por métodos
numéricos de uso geral, durante a qualificacao de programas computacionais. Este tipo de uso é
comum em atividades de pesquisa e desenvolvimento. Formulagoes de elementos finitos, que permitem
o tratamento mais preciso de problemas reais complexos, sao vistas em capitulos subsequentes.

12.1 Placas delgadas ortotrépicas

Considera-se primeiramente o caso do laminado delgado simétrico, com B = 0, e A1g = Asg = D1g =
Dyg = 0, sob carga distribuida transversal. Este ¢ um dos casos de andlise mais simples. Embora a
maioria dos laminados usados nao se encaixe neste tipo, essas solucoes sao ainda assim usadas de forma
aproximativa. Por sua vez, aplicagoes tradicionais como placas e cascas com reforcos constituidos por
nervuras, metdlicas ou ndo, e placas corrugadas, como vistas na Secao 6.5, frequentemente se encaixam
perfeitamente nesta categoria.

Na auséncia de forgas coplanares, o problema ¢é regido pela equagao (11.89), alterada para o caso
estatico:

O*w *w O*w
@+2(D12+2D66)W+D22Ty4 =q(z,y), (12.1)

com condi¢oes de contorno como aquelas mostradas em (11.103).

D11

12.1.1 Placas retangulares simplesmente apoiadas

A placa tem dimensdes a X b nas direcées x X y, como ilustrado na Figura 12.1. As condicbes de
contorno sao

w(z,y) =0,
0*w 0w
My (z,y) _DH@ 5 1255 =0, paraz =0ez = a, Yy,
e (12.2)
w(z,y) =0,
0w 0w
My(z,y) _D120 3 25,2 =0, paray =0ey=b, Vx.
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Figura 12.1: Configuracao da placa retangular simplesmente apoiada.

Este tipo de problema é adequado ao chamado procedimento de Navier. Esse procedimento foi
inicialmente proposto e aplicado a problemas de placas delgadas isotrépico-homogéneas [194], mas
pode ser aplicado aqui. O processo consiste simplesmente em expandir a deflexdo transversal w(z,y)
e a carga distribuida ¢(z,y) em termos de séries duplas infinitas de senos na seguinte forma:

mi1 N1 mi1 ni
mrxr  nm mrx  nm
w(z,y) = g g Wnsen _—sen Ty’ q(x,y) = g g gmnSen — —sen Ty (12.3)

m=1n=1 m=1n=1
Por substitui¢ao observa-se que cada termo wy,,(x,y) = sen (mmz/a) sen (nmwy/b) satisfaz as condigoes
de contorno (12.2). Basicamente, qualquer funcao ¢(z, y) pode ser expandida desta forma, tanto quanto
w(z,y), para m; e ny tendendo ao infinito. Dada uma certa fungao ¢(z,y) para o carregamento, seus
coeficientes de Fourier podem ser obtidos por

4 (b e mnx nm
Gmn = ab/ 0/ (@, y) sen == sen Tydxdy- (12.4)
y: r=

Substituindo as expansoes (12.3) na equacao de equilibrio (12.1), obtém-se os coeficientes para os
deslocamentos:

mna\ 2 na\4
com Dmn:D11m4+2(D12+2D66)< ; ) + Dy (?) . (12.5)

a4 Gmn
= (5)
mn Dmn

™

o que resulta na solucao

A4 = o Gn MmTT nmy
W(z,y) = (;) Z Z Dmnsen _sen —=. (12.6)
m=1n=1
Os esforgos de momento sao
m?Dyy + (%) D15 | sen sen 1Y
M, a2 I b7 b
{M} - My - (;) Z Z Dmn m2D12 + (%) D22 Sen mﬂ':L‘SGn nf:y . (12-7)
1 mn a
rY m=ln=1 2aDgg ML nmy
— mn cos cos —=
a

As tensoes coplanares numa lamina [ sdo dadas por
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2, 273 para El/EQ =5
a=14¢ 1,435 para E1/Es =10 para N = 4 laminas [0/90//90/0].
1,047 para F1/FE; =15

Outros resultados para a deflexdo méxima de uma placa retangular ortotrépica simplesmente apoiada
sob carga distribuida sao mostrados na tabela para um laminado simétrico, ortotrépico na forma
[0/90/...]s, com Wimaxm D2 /16g,at e (D1a + 2Dgg) /Dag = 1:

Dll/Dgg a/b:1 a/b:2 a/b:3

1 0,244094  0,0380374 0,00907447
) 0,121437  0,0336668 0,00910980
10 0,0738104  0,0288729 0,00884545
15 0,0526758 0,0252061  0,00852305

Os valores foram obtidos com m1 = ny = 27, que sao suficientes para uma convergéncia de 5 algarismos
significativos. Observe que o caso Dj1/Daa = 1 corresponde a uma placa isotrépica. Para este caso,
Timoshenko [194] fornece mais valores tabelados, até mesmo para os esforgos.

Carregamento uniforme sobre uma area retangular Como indicado na Figura 12.2a, neste
caso a carga uniforme ¢, é aplicada apenas sobre uma regiao de dimensoes ¢ X d, com centro no ponto
(r,s). A integral em (12.4) resulta em

16q, sen T o PTS  TUTC nmd (12.15)
= n n n n .
Tn = 2 a b 2a 2b

Carga concentrada Para o caso ilustrado na Figura 12.2b, de uma carga concentrada P aplicada
na posicao (7, s), toma-se a carga distribuida do item acima e faz-se ¢, = P/cd em (12.15). Fazendo
o limite de ¢ — 0 e d — 0 (usando o fato conhecido do célculo de que lin%) senz/z = 1),

r—

4P
Gmn = —-sen m;rrsen ? (12.16)

d )

0 X 0 X
@ | a | (b)

Figura 12.2: (a) Carga distribuida sobre uma regiao de dimensoes ¢ x d da placa e (b) carga con-
centrada no ponto (r, s).

Carga composta por um harmoénico mn Neste caso, a carga é apenas uma das componentes de
(12.3):

sen ——. (12.17)

De (12.5) a solugao torna-se
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As quatro constantes C a Cy da solugdo homogénea devem ser obtidas pelas condigoes de contorno
nos lados = = 0, a. Para o caso dos dois lados engastados, as condi¢es de contorno sao
ow
w(z,y) =0 e 8—:0 paraz =0e z = a. (12.35)
z
Suponha que as constantes eldsticas sejam tais que as rafzes caiam no caso 1. Substituindo (12.28)
em (12.34) e esta em (12.35), obtém-se as constantes

4p2 b4(]o

C = ————
! D22 7T5 n5Hn

(1 (cosh nﬂpl% — cosh nﬂp2%> (cosh nﬂpQ% — 1)

_ (p2 senh mrpl% — pysenh nwpz%) senh n7rp2%],

4pybtq a a a
Co = %;577150}[71[/)2 <cosh nmpy 3 — COS h mrpQE) (senh N Pq Z)

— <p1 senh mrpl% — py senh mrpQ%) (cosh mTpQ% — 1)],

Cn — [4b4q0 + D227T5 n5Hn01]
’ Dapm® n®Hy, ’ (12.36)
C
C4 - _pl 27
P2

a a\ 2
H, = pipy <cosh nmpry = cosh nmp, E)

a a a a
— (pl senh nmp1y ~ Po senh n7rp26> (p2 senh nmpry = p1senh n7rp25> .

Esta solugao, assim como vérios outros casos de condigoes de contorno, é desenvolvida em [123].

12.1.3 Meétodo energético — Placa delgada retangular engastada

Consideramos uma placa laminada simétrica ortotrépica (Dig = Dag = 0) , retangular, engastada nas
bordas, sob carga ¢, uniformemente distribuida. As dimensoes sdo a x b. Os eixos coordenados tém
origem no vértice, como na Figura 12.1. Mesmo que aparentemente simples e similar aos problemas
vistos nas se¢oes anteriores, este problema jd nao admite solucao exata nos moldes do método de Navier
ou de Levy. Isto exige que se busque uma aproximacao da solucao. Utilizaremos aqui a minimizagao
de uma aproximacao da energia potencial pelo método de Ritz, como apresentado na Secao 11.6.5,
pagina 323.
A energia potencial vem de (11.65), tomando U de (11.135) e W de (11.64):

0
wza—w:0 emxr=0 e z=a,

ai (12.38)
w=—=0 emy=0 e y=0.
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49b% Daoqoat
Max = 12.52
764 [Tb* D1y + Ta*Dag + 4a2b? (D12 + 2Dgg)] ( )
Para placa quadrada ortotrépica, a = b, com m; =nj; =1,
49D,
Mipax ~ ) 12.53
7 64 [TD11 + 4D19 + 7Das + 8Dgg) ( )
e para placa isotrépica quadrada, m; = n; =1,
~ 990 _ o 049542 (12.54)
max ™~ 1152 — Y Go- .

12.2 Laminado delgado angular simétrico

Consideramos aqui uma placa laminada delgada angular simétrica simplesmente apoiada. A matriz de
rigidez [C] deste tipo de laminado é mostrada na eq.(6.30), onde B = 0, e A e D sdo matrizes cheias.
Este problema seria similar ao da placa ortotrépica vista na Secao 12.1.1 néo fosse pelos termos Dig
e Do agora nao-nulos. A equagao de equilibrio vem de (11.89), pdgina 314, donde resulta

*w *tw *w *w *w
4D1g——=— +4D 2(D 2D¢g) === + Dog——+ = . 12.55
+ |4D1¢ + + 2 (D12 4 2Dg6) aanyﬁ 251 q(z,y). )

P e 0x30y e

Observe que esta equacao é idéntica a (12.1) para laminados ortotrépicos, exceto pelos termos
entre colchetes. Para uma placa retangular simplesmente apoiada as condi¢oes de contorno sao

0x?

w(z,y) = ) , ,
0“w 0“w 0“w
M, (x,y):—DHW—Dma—yQ—ZDwaTay:O, paraz=0e x = a,Vy.
e (12.56)
w (x,y) = , ,
ow o“w o0“w
My (z,y) = —D12 - Dgga—y2 — 2D96 920y =0, paray =0e y = b,Vx.

Em razao da presenga dos termos Dig e Daog na equacao de equilibrio, o processo simples de Navier
usado na Segao 12.1.1 de separagao de varidveis e uso de série nao funciona. Observe que a expansao
(12.3) para w satisfaz apenas as condigoes de contorno geométricas, w = 0, e nao satisfaz a equagao
de equilibrio. Entretanto, uma vez que a expansao (12.3) satisfaz as condigdes de contorno geométri-
cas, ela pode ser usada no método de Ritz para minimizar a energia potencial. Seguimos entdao o
procedimento usado por Ashton [29] para a solucao aproximada deste problema.

Para um laminado simétrico a energia potencial de flexdo vem de (11.135) e (11.139), na pagina
322:

2 2 2 2 2 2
Dis (8 w) —|—2D128 w O%w 4 Doy <8 w)

Oa? 02 Oy? a2
0w ?w\ Pw 2w \” (12.57)

Da mesma forma que na Segao 12.1.3, substitui-se a expansao (12.3) de w em (12.57), diferencia-se
OI1/0W;; usando (12.42) e integram-se os termos. Obtém-se entdo um sistema algébrico na forma
(12.45),
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Para v13 = 0,25 e G12 = 4.500 GPa, obtém-se também que E; = 29.504 MPa e Fy = 2.152,7 MPa.)

A Figura 12.3 ilustra a curva de convergéncia da energia potencial total com o nimero de har-
monicos m em cada direcao, para o caso de uma placa quadrada de lado a = 1.000 mm, com sequéncia
de empilhamento [45°/3 mm/0°/6 mm/45°/3 mm)], e propriedades de laminas: FE; = 5.487MPa e
FEy = 1.832MPa, v15 = 0,25 e G12 = 890 GPa.

-4,80 —
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-490

-5,00

-5,10

520 | | | | | |
1 2 3 4 5 6 7

m

Figura 12.3: Variagao da energia potencial total com o nimero de termos nao-nulos na série em cada
direcdo. II estd multiplicado por 103.

12.3 Laminado delgado cruzado anti-simétrico

Consideramos aqui uma placa laminada delgada cruzada anti-simétrica simplesmente apoiada. Os
laminados cruzados regulares (laminas de material e espessura idénticos) anti-simétricos tém rigidez
como mostrado na eq.(6.32), com termos (16) = (26) = 0, mas com acoplamento membrana-flexao
dados por By = —Bj1, nao nulos. Lembremos que este tipo de laminado tem a forma [0°/90°] ou
[0°/90°/0°/90°] . Restringe-se ainda aos casos em que Aj; = Agy e D13 = Dag. Para uma placa
simplesmente apoiada seguiremos o processo de soluc¢ao por série proposto por Whitney e Leissa [219].

As equagdes de equilibrio vém de (11.87), pagina 313, que agora permanecem acopladas na forma

( 82u0 82u0 82 1) 8371)
AHW + AGGTyQ (A12 + Ass) =—— 920y an =0,
9?u’ 9?v° 9?v° PBPw
(A12 + Ags) 920y + Aso 922 T AHW + B1187y3 =0, (12.65)
*w 84 o*w PBu®  9%°
Dy <8 1 P 4> + 2 (D12 + 2D66) a$28y2 — B11 <8ZE3 — 8y3> = q(x,y).

Note que agora o laminado nao é simétrico e as equacoes sao acopladas. Para a placa simplesmente
apoiada, as condigoes de contorno em x =0 e x = a, Yy sao

w(z,y) =0, v(z,y) =0,
ou’ d*w 0w

My (z,y) = 31187 - DHW - D1287y2 0,
ou° ov° 9*w

Nm(may) =An O 8y Bllw =0,

e nas bordas y =0e y =b,Vz,
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3 —
—Bym

[ (Anm? + Agni?) (A1 + Ags) min

(A12 + A66) mn (A56m2 + Allle)

—Biim

Bllﬁ?’

3

Dy (m4 + ﬁ4) +
2 (D12 + 2D66) m2n?

0 . (12.71)

dmn

Os termos m e 7 sao definidos em (12.59). Entao, se truncamos a expansao em mj X n; termos na
série, devemos resolver m; X n; sistemas do tipo (12.71).

Para simplificar a anélise, Whitney e Leissa [219] usaram uma carga que consiste apenas de um
tnico termo, o primeiro na série (12.70). Como a matriz em (12.71) é simétrica nao-singular, para

m,n > 2 a solucao é sempre Upyp =

an =

Wmn = 0. De forma geral as solugoes dos diversos

harmonicos sdo independentes e basta buscar a solucdo de um tnico deles, mn, que Whitney & Leissa

obtém como

Tabela 12.1: Resultados numéricos para placa retangular com lados a/b = 2, simplesmente apoiada,

cruzada, com b/H = 50.

WmaxF2  Upax  Nemax  Naymax
quib Wmax q110 q11b
1.749 0,00720 0,06383 0,02724
676 0,00207 0,00797  0,00345
630 0,00111 0,00263 0,00194
627 0 0 0
1.791 0,00469 0,36336 0,15507
1.562 0,00134 0,10562 0,05074
1.546 0,00091 0,06273 0,02409
1.540 0 0 0

[A66m4 + AH (mnR)z + (A12 + AGG) (TLR)ﬂ s

[(A12 + AGG) m* + A (mnR)2 + Aﬁﬁ(nR)4] ,

E,/Ey N
40 2
40 6
40 10
40 00
30 2
30 6
30 10
30 00
U _ anR3bgBllm
mn 7T3Dmn
Vo — _anR4bgBlln
mn 7T3Dmn
W Grn R4
mn 7T4Dmn

onde R=a/be

(12.72)

[A11m2 + Ags(nR)? (Agen? + A11(nR)?) — (A2 + Ags)” (mnR)Z] ;
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Dpn = [(AllmQ -+ A66(TLR)2) (A66m2 =+ All(nR)Q) —
(A12 + A66) (mnR)Q] [DH (m4 + (nR)4) + 2 (D12 + 2D66) (mnR)z]

12.73
—B?} [A11(mnR)? (m* + (nR)*) 4+ Ags (m® + (nR)®) ( )
+ 2 (A2 + Ass) (mnR)ﬂ .
Observe que, se fizermos By = 0, de (12.72) temos que Uy, = Vi =0 e
Rb 4 Gmn
Win = | — , 12.74
(%) s w7 5iom T 2 G 2

que ¢ a solucdo do laminado ortotrépico simétrico simplesmente apoiado para o caso em que Az = Aqy
e Day = D11, como pode ser visto também simplificando (12.18).

Whitney e Leissa [219] obtiveram resultados para compostos de laminas de vidro/ep6xi, boro/ep6xi
ou grafite/ep6xi com v19 = 0,25 e G12/FE2 = 0,5. Para o grafite/ep6xi, que tem Ey/FEy =~ 40, a Figura
12.4a mostra a deflexdo méxima do harmoénico mn = 11, em fungao do aspecto da placa R = a/b.

Na Figura 12.4b tem-se a solucao para uma placa quadrada, porém varia-se o quociente dos
modulos Fq/Es. Em ambos os gréficos na Figura 12.4, a curva indicada por “c0” é a chamada “solugao
ortotrépica”. Essa é a curva obtida fazendo B1; = 0 em (12.72), isto &, pela equagao (12.74). O que os
resultados mostram é que, 4 medida que o niimero de lAminas é aumentado, rapidamente
se aproxima da solucao ortotrépica. Nota-se que a matriz B pode ser algumas vezes
desprezada para laminados com mais de seis laminas.

Da Figura 12.4b observa-se que o efeito de B é menos importante para laminados de baixo co-
eficiente E1/FE,. Entretanto, como se observa da Figura 12.4a, o desprezo de B num laminado de
duas laminas pode acarretar erro de 3 X 1 nos deslocamentos. Whitney e Leissa produziram al-
guns resultados numeéricos adicionais que reproduzimos na Tabela 12.1 de forma a facilitar cdlculos
aproximados. Observa-se que os deslocamentos e esforgos coplanares provenientes do acoplamento sao
bastante pequenos em comparagao aos valores transversais.

20 3,0
2
2,5+
i
a 2,0
w w
10 15+
Numero de laminas
i
¢ 10F
51 Numero de
051 l&minas
4
O ———
0 | | | | 0 | | | |
0 1 2 3 4 5 0 10 20 30 40 5C
(€) alb (b) E,/E,
Figura 12.4: Deflexdo médxima num laminado anti-simétrico cruzado simplesmente apoiado sob

carga senoidal, obtida pelas eqs.(12.72) de Whitney e Leissa [219]. Em (a) E1/E2 = 40. Em (a) e (b)
G12/E2 = 0,5, v12 = 0,25. 0 = 103wWmax F2 H3/(q110*) (Cf. Jones, [105]).
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H2
(Big; Bas) = — (Q16; Q26) oON (12.80)

Assim, para uma espessura H fixa, um aumento do nimero N de laminas provoca uma reducao no
valor dos termos de acoplamento. Os resultados das Figuras 12.4 a 12.5 mostram qualitativamente o
efeito dessa redugao nos valores de deslocamento

12.5 Exercicios

12.1

12.2

12.3

12.4

12.5

Para a placa retangular ortotrépica simplesmente apoiada implemente um programa computa-
cional para as solucoes de w, M, T e o a partir das equagoes (12.5)—(12.10), para os diversos
tipos de carregamento.

Para a placa delgada engastada ortotrépica, obtenha o sistema algébrico (12.45) para m; =
n1 = 2. Escreva um programa para resolvé-lo. Programe também para obter a distribuicao dos
deslocamentos e dos esforcos M,, M, e M,,. Dado um certo valor de carga, como pode ser feita
a avaliacao de seguranca?

(a) Deduza as expressoes para a rigidez (12.60) e (12.61) do laminado delgado angular simétrico
simplesmente apoiado;

(b) Implemente um programa computacional para gerar a matriz de rigidez K e o vetor forga
F e resolver o sistema (12.58).

Considere o problema de flexdo de placa delgada simétrica ortotrépica sob carga distribuida
simetricamente em relacao aos eixos de simetria da placa, como visto na Segao 12.1.3. Mostre
que o método de Ritz pode ser usado com fungdes dadas por X,,,(z) = sen(2nwz/a — nw/2)+ 1,
para m = 1,2...., em lugar de (12.47).

Considere o material associado a eq.(12.63). Mostre que, para um laminado de laminas idénticas,
orientadas a [—45/45/ — 45], temos que: (a) sempre Day = Diy; (b) Q11/Q22 = Ei/Es; ()
Ey/E5 = 13,706 para qualquer valor de v12; (d) Qa2 = 68 G12/[1, 5(54v12+77)+23(1,5—5v12)].





