Capitulo 14

Propriedades matematicas basicas do
MEF

Esse capitulo reorganiza as formulacoes de MEF que nos capitulos anteriores foram detalhadas
utilizando um equacionamento que, até certo ponto, parece distinto para cada um dos problemas a
que o método foi aplicado (barras, vigas, elasticidade plana e 3D). No presente capitulo, sumarizamos
a aplicacao de MEF para trés tipos de problemas: barras, transferéncia de calor 3D e elasticidade 3D.
Essa nova apresentacao é feita usando uma formatacao simbdlica que permite visualizar estruturas
matemadticas do MEF vélidas para uma grande variedade de problemas. Sobre essa estrutura, sao
deduzidas algumas propriedades bésicas do MEF e de suas solugoes, permitindo ao analista melhor
avaliar os resultados obtidos de simulagoes numéricas. Resultados tipicos de unicidade de solucao,
de convergéncia e erro sao abordados. Adicionalmente, sao apresentados outros métodos derivados
do método dos residuos ponderados. Finalmente, sao apresentadas e exemplificadas formulagoes
de principios de minimo com restricao via multiplicadores de Lagrange e solugoes aproximadas via
método de Rayleigh-Ritz.

14.1 Espacos vetoriais de funcgoes

Nesta secao serao feitas definigoes minimas para permitir a compreensao de alguns dos conceitos
matemadticos bdsicos do MEF. Elas dizem respeito a classificacao de funcoes e a determinacao de
suas propriedades de continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade, dentre outras. Tal estudo
corresponde a uma grande drea da matematica denominada “Anélise Funcional”. O leitor j& iniciado
nestes tépicos pode ignorar esta secao.

Consideramos inicialmente fungoes escalares w definidas numa regiao aberta Q = (0,L) do
espaco Euclidiano unidimensional. Assim, denota-se

w:— R,

OcCR. (14.1)

Frequentemente, e sem perda de generalidade, o intervalo aberto (0, L) é normalizado para L = 1.
Dependendo das caracteristicas de w, podem ser definidos os seguintes conjuntos de fungoes:

L
/wzdx<oo ,
0

J
% e L?, paraij,l,...,k}, (14.2)

Ly(Q) = {w
HF(Q) = {w
Cch(Q) = {w

L2(2) é o conjunto contendo fungoes tais que a integral do quadrado dessas fornece um nimero
finito. Assim, se diz que tais fungoes sdo quadrado-integraveis (ou simplesmente fungoes Ly) em

&/ w , . . ~ .
e para j = 0,1,..., k existem e sao fung¢oes continuas , ,
x
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Q. O conjunto H*(Q) contém funcdes tais que ela e suas derivadas até ordem k sio quadrado-
integraveis. Como consequéncia desta definicao, resultam naturais as seguintes propriedades:

HO :L2a

HY ¢ gV (14.3)
O conjunto H* ¢ denominado espago vetorial de funcées de Hilbert, e ¢ um tipo particular
dos espagos vetoriais de fungoes de Sobolev. As fungoes nesse espago possuem caracteristicas
vetoriais.

Uma defini¢do diferente consiste em exigir continuidade das fungdes: o conjunto C*(Q) em
(14.2) incorpora as fungoes tais que esta e suas derivadas até ordem k existem e sdo continuas em (2.
Relacionar os conjuntos C*(2) com H¥(Q) ndo é tarefa ébvia. Para isto, conta-se com o teorema
de embebimento de Sobolev, que prova que

ot c cf. (14.4)

E possivel mostrar que todos esses conjuntos, como definidos, gozam das propriedades de espagos
vetoriais definidos no Capitulo 1, pagina 6. Desta forma, esses conjuntos sao espagos vetoriais.

Mais normas e produtos escalares em espagos d-dimensionais

Consideramos agora fungoes escalares definidas em regices abertas §2 contidas em espacos Euclidi-
anos de dimensao d = 1,2 ou 3, isto ¢, Q C R%. A definicdo dos espacos vetoriais Lo (€2) e de Hilbert
sao as seguintes, em notacao compacta:

Lo(Q) = {w | [ouw?dQ < oo},

dlady

HAQ) = {w SR PP P e e
1 2 3

€ Ly(R), para |a| < k} , (14.5)

onde |a = a1 + ag + as.

Por exemplo, caso Q C R2, as definicoes dos espacos H?, H' e H?, em forma estendida, ficam

HO(Q) ={w| w € L2(Q) } = L2(),

ow Ow
HY(Q) = —,—€L
@ = (| w g 5 < L), )
ow ow Pw 0w Pw
H2(Q) = gw W Lol

() = {w ‘ ©; Oz’ Oz’ O3’ 023’ Ox10z9 2}
Finalmente, associado ao espaco H*(2) em (14.5), tem-se o espago HF(12), definido por:

HE(Q) = {w e H¥Q), |w(x) =0 em Yz cTl,} (14.7)
isto &, HY(Q) é constituido pelas funcdes w € H¥(2) que sdo nulas na parte ', do contorno.
Norma Loy

O espaco vetorial Ly(2) possui o produto escalar
(v, W), Q) = /vw s, (14.8)
Q

e a norma correspondente, chamada norma Lo:

101l Ly ) = 1/ (V3 0) Ly (14.9)
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A expressao “suficientemente regular” se refere, neste contexto, a fungoes w :  — R tal que
Jq (du/ dz)? dz < oo, isto é, aquelas funcoes definidas no segmento (0, L) cuja integral da derivada
elevado ao quadrado fornece um nimero finito. Isto garante que as operagoes necessdrias para
realizar o cdlculo sejam sempre executdveis. Esta condicao é exatamente a caracterizacao das
funcoes do espaco H'(2), de forma que se pode simplesmente escrever: u € H'(Q).

Formulagao fraca. Como foi visto no Capitulo 7, o problema de uma barra eldstico-linear sob
tragao pode ser descrito em sua forma fraca como:

Dados b: Q) — R, 4 € R, et € R, obter u € Kin, tal que

du du

/ FA—— dQ = / Aba dQ + ta(L), Vi € Var, (14.17)
Q dx dx Q

Uma forma alternativa de representar o funcional em (14.17) consiste em definir os seguintes oper-
adores:

a(u, i) = / padidt 4o e la)= / Abi d) + Fa(L). (14.18)

Assim, a forma fraca (14.17) toma a forma simbdlica

Dados b: Q — R, u € R, et € R, obter u € Kin, tal que

a(u,w) = I(1), Vu € Var. (14.19)

Até esse ponto parece nao haver beneficio na mudanga da representagao (14.17). Entretanto, o
texto que segue tornard mais clara as vantagens desta forma simbdlica.

14.2.2 Problema variacional de condugao de calor

De forma andloga ao caso anterior, passamos a redefinir dominio, conjunto de fung¢ées admissiveis e
operadores para esse problema.

O dominio do problema. Tomamos neste caso um dominio §2 ocupando uma regiao no
espaco Euclidiano d-dimensional, onde d = 1, 2 ou 3 é o nimero de dimensées do problema. Isso é
representado em notacao compacta por  C R?. O contorno de § é denotado por 9 =T, tal que
o fechamento ¢ Q = QUT. O contorno ¢ dividido em trés regices disjuntas, I'y, I'y e I'c, tais que
r=r,ulyul.el’;NI'y = g, com 1,j = u,q,¢c, e i =j. Em I'y, e I'; atuam temperaturas g e
fluxos h prescritos , respectivamente, e I'. é a regiao sob conveccao.

Conjuntos de fungoes admissiveis. Neste problema definem-se os conjuntos (ver (13.25)-
(13.26))

Kin = {u:Q— R? ‘ u ¢ suficientemente regular, e u(x) = a(x) em I',},

Var = {u:Q— R? ‘ u é suficientemente regular, e u(x) =0 em I', }. (14.20)

Observe que as definigdes sdo similares aquelas em (14.16) do problema de barra. Entretanto, o
dominio €2 é diferente e a definicao da regularidade suficiente é diferente. No presente caso, exige-se
que

/Vu -Vu df2 < 0. (14.21)
Q

Uma representacio compacta do requisito de regularidade da funcio é simplesmente: u € H*(Q).
A correspondente Formulagao fraca foi mostrada em forma explicita em (13.33). Aqui fazemos
sua representacao simbdlica da seguinte forma:
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Dados: b: Q) — Rd7 g: T, — Rd, h:T,— Rd, obter u € Kin tal que:
a(u, @) = 1(a), Vi € Var, (14.22)

onde os operadores sao definidos por

a(u,u) = /k’ Vu - Vu dQ —i—/ u he(x)7 dI',
Q

c

(@) = / ahdm/ @ ho(x) T dr+/abd9. (14.23)
r, . Q

Note que o operador a(u, @) ¢ sempre definido com todos os termos contendo a incégnita do
problema, enquanto (%) contém apenas fungoes conhecidas, quer sejam os dados ou a fungao peso.

14.2.3 Problema variacional de elastostatica linear

Dominio do problema. Como no problema de conducéo de calor, consideramos o dominio Q C R,
com contorno 02 = I', tal que o fechamento é Q = QUT. Diferentemente do problema de conducio
de calor, aqui os campos de dados e da incégnita sao funcoes vetoriais. Isto pode ser representado,
por exemplo, como b(x) €R® e u(x) €R° ou bj(x)€R, bj(x)€R, para j = 1,c. Em elastostatica,
sempre ¢ = d. De forma geral, as condi¢ées de contorno em cada ponto podem ser distintas para
cada uma das componentes de deslocamento ou for¢a. Uma maneira geral consiste em dividir
o contorno em duas regioes disjuntas para cada direcao j, I'y; e I'y;, tal que I' = I'y; UT'y; e
rynly, =o,j=1,c. EmI'y; e I'y; atuam a componente j do deslocamento prescrito, u;, e de
forgas prescritas, t_j. Com isso, os conjuntos de fungoes admissiveis se tornam distintos para cada
direcao. Por exemplo, para uma direcao 7, se tem

Kin; = {u; : Q@ — R |u; é suficientemente regular, e u; = 4;(x) em I'y;}, (14.24)

Entretanto, uma vez entendida essa diversidade de formas de condigoes de contorno, no restante
do texto usaremos uma notacao simplificada que consiste em considerar que em cada ponto sao
prescritas condicoes para todas as componentes de deslocamento ou de forca. Esta é a forma como
a formulacao foi apresentada os capitulos anteriores. Assim, considera-se que o contorno é dividido
em duas regioes disjuntas, I', e I'y, tais que I' = I'yn UT'p e I'y NT'y = @. Em 'y e I'; atuam
deslocamentos prescritos @ e forgas prescritas t. Assim temos os:

Conjuntos de fungodes admissiveis. Esses conjuntos foram definidas no Capitulo (8.2)-(8.3).
Aqui eles sao representados de uma forma ligeiramente diferente:

Kin = {u:Q — R°|u; é suficientemente regular, e u = @(x) em I', },

Var = {u:Q — R |u; é suficientemente regular, e u =0 em I', }. (14.25)

A exigéncia de regularidade suficiente para permitir a realizagdo das operagoes de integragao é,
nesse caso, a seguinte:

/ e(u) : (Ce(u)) dQ < . (14.26)
Q

E possivel mostrar que se cada uma das componentes de u for tal que u; € H HQ), i =1,c, ese

C for limitada, entdao a condigdo (14.26) ¢ satisfeita, de forma que a regularidade suficiente dos

conjuntos Kin e Var sao representadas simplesmente por: u; € H H(Q), para j = 1,c.
Formulagao fraca. Também conhecido em elastostdtica como Principio dos Trabalhos Virtu-



376 Capitulo 14. Propriedades matemadticas bdsicas do MEF

um campo linear de deslocamento e impondo as 6 condigdes (14.36), o que gera:

U1 (x) ay asy — asz
'ELQ(X) = by + —asx + bgz (14.37)
u3(x) c1 azr — b3y
———
Transl de C.R. Rotagao de C.R.

Os dois termos a direita da igualdade representam translacao e rotacao de corpo rigido, respec-
tivamente. Entretanto, o segundo termo representa rotacao de corpo rigido apenas no Ambito do
presente modelo cinemético linear, de pequenas deformagoes, deslocamentos e rotacoes.

Se condigoes de contorno sdo impostas em u(x) tal que os movimentos de corpo rigido sejam
impedidos, segue que af(-, ) & positiva-definida. Em particular, se u(x) = 0 ¥x € T',,, segue-se que
(14.34) é satisfeito. Raciocinio similar pode ser seguido para os casos de elasticidade 1D e condugao
de calor, tomando as constantes de material £ > 0 e k > 0, respectivamente.

Unicidade de solugao do problema generalizado

Pode-se mostrar que a consequéncia direta da positividade do operador bilinear é a unicidade da
solucao do problema variacional. Para provar a unicidade de solucao, admitamos que existam duas
solugbes, as fungbes u; e uy € var que satisfazem o problema variacional (14.27), isto é, para
qualquer v € Var,

{Latu =l .

Subtraindo uma equagao da outra se tem a(u; —ug, v) = 0. Escolhendo v = u; —uy € Var, se tem

a(u; —ug,u; —uy) =0.
Da positividade do operador, a unica funcao que fornece valor nulo é a prépria funcao nula, isto é,
deve-se ter
v=u —ux =0 = u; = us.

E importante lembrar que a propriedade de positividade foi alcancada ao restringir as funcoes
ao espaco Var, que contém condigOes suficientes para garantir a auséncia de movimentos de corpo
rigido (no caso de elastostdtica). Caso isto nao acontega, a forma bilinear é apenas positiva semi-
definida, e perde-se a garantia de unicidade da solugao.

14.2.5 Norma de energia no problema generalizado

Define-se a norma de energia por:

1
lall gy = 50(117 u) (14.39)

O nome “norma de energia” é usado porque, no caso do problema elastostatico, a(u,u)
em (14.29) corresponde exatamente a duas vezes a energia da deformacgao eldstica as-
sociado ao campo de deslocamento u. Na literatura nao existe uniformidade na definicao dessa
norma. Geralmente quando o problema é outro que nao de elastostédtica, e ndao hd uma energia
fisica associada, a norma ¢ definida como

lull gy = Va(u,u) (14.40)

Finalmente, define-se o seguinte o produto escalar associado & norma de energia, no espaco
Var(Q):
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(W, v) g = a(u,v), Vu,v € Var (14.41)

14.3 MEF - simetria e positividade da matriz de rigidez

Consideremos aqui a aproximagao do Principio Variacional (14.27). Quando a aproximacao é feita
usando fungoes de forma definidas sobre todo o dominio, tem-se o chamado método de Galerkin;
por outro lado, quando se usam fungbes de suporte compacto (que sdo nao nulas apenas em sub
regides do dominio), os elementos, o método de Galerkin torna-se o MEF.

A presente secao focaliza o problema elastostdtico. Entretanto, toda a argumentagao pode ser
facilmente adaptada a outros problemas elipticos como o de conducao de calor estaciondrio. Para
problemas de dindmica estrutural, a positividade da matriz massa é importante, e é vista na secao
633

Considera-se o dominio §2 particionado em elementos ¢, tal que sua uniao cobre o dominio €2,
isto ¢, UQ® = Q e Q° N QS = @ para e # f. Define-se uma malha de nés associada a particao de
elementos. Definem-se fungoes de aproximagao ¢, (x), associadas a cada né j, com a propriedade
®; (xi) = 0k, para todos os nés j e k da malha. As fungoes ¢; também sao requeridas serem nulas
em todo x que nao pertenca aos elementos que contém o né j. A regiao em que cada ¢, (x) é nao
nula ¢ o denominado suporte S; de ¢;(x). O conjunto de fungdes ¢;(x), j = 1,..., Npos, deve ser
tal que os Np,s suportes cubram €2, isto ¢, cada x €  pertence a um ou mais suportes S;(x).

Uma vez definido um conjunto de fungoes <pj(x), esse conjunto serve de base para aproximar

uma funcao da seguinte forma:
N’ﬂOS

wy(x) = Y pj(x)w. (14.42)
j=1

Definem-se dois conjuntos de dimensdo finita para funcées vetoriais w(x) €R®, com w :  — R%:

Kin, = {W(X) lwg = Z(pj(x)w? para componentes g = 1, ..., ¢,
| wg € H'(Q) e wy(x) = tg(x) se x € '}
Var, = {w(x) wy = Z wj(x)wg para componentes g = 1, ..., ¢,
| wg € H'(Q) e wy(x) =0sex € I, } (14.43)

Assim, esses conjuntos de dimensao finita estao contido em suas contrapartidas de dimensao
infinita: Kin, C Kin e Var, C Var. A satisfagio das condigdes w, € H*(Q) é garantida pela
escolha adequada da base de fungoes (pj(a:). Frequentemente a base é escolhida simplesmente como
contfnua, tal que w, € C°().

A forma discretizada do PV enunciado em (14.32) é a seguinte:

Dados: b : Q) — R°, E:Ff—>RC, a:I'y, — R°,

obter uy, € Vary tal que:  a(up, i) = (i), Vi, € Vary, (14.44)

com [(lip) = I(Ty) — a(wp, 0y,), definido em (14.33).
Definem-se os seguintes conjuntos de nés:

n; = {ndmeros de todos os nés da malha Ny} .

Um
NMpuw = {numeros dos nés que nao estao em I',}.

{nimeros dos nés em I',, } .

Esse conjunto possui N; elementos, que sao

os nés cujos deslocamentos sao incognitas. (14.45)
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demonstrada como segue. Foi visto que a(u,u) é uma forma bilinear positiva-definida Yu € Var.
O espaco de funcgoes de aproximacao Vary, C Var, logo a(u?l, ug) também ¢é positiva-definida, isto
¢, a(ud,ul) >0 vu) € Vary, e a(u?,u)) = 0 se e somente se u)= 0.

Num problema discretizado, ug pode ser visto como uma funcio dos coeficientes nodais UP?,
através da relagio uY= N(x)U?, o que significa que o valor da forma bilinear também definida
pelos valores nodais. Entao se pode identificar algumas situacoes:

1. Se a base de fungoes de aproximacao for linearmente independente, (que é o caso
classico do MEF), a unica forma de se ter u)(U%) =0 é com U%= 0. Segue-se que, para
qualquer v =NV € Vary,

a(v,v) = VIKV >0, e
a(v,v) = VIKV =0se V=0. (14.56)
Logo, K é positiva-definida.

2. Se a base de funcbes de aproximagao for linearmente dependente, existe forma de se ter
u) (U%) = 0 mesmo com U% 0, o que implica K ser positiva semi-definida. Para verificar
essa possibilidade basta considerar um caso simples de discretizagao para uma componente j:

Uh; (%) = 051601 (X) + 0j205(x) + vj303(x). (14.57)

Consideremos um caso de dependéncia linear explicita da base, por exemplo se ¢y = ¢;.
Nesse caso ¢ possivel construir um vetor nodal nio nulo, V = {vj1,vj2,v;3}7 = {b,—b,0}T.
Dependendo da formulagao e da definicao das funcoes de forma, é possivel ter deslocamento
nulo em todo o dominio: vgj(x) = by (x) — bp;(x) + 0p3(x). Nesse caso, as linhas/colunas 1

e 2 de K seriam idénticas. Isso resulta VIKV = 0, mesmo com V # 0. Claramente a mesma
conclusao se chega para outros tipos de dependéncia linear na base.

As bases usadas no presente texto, que correspondem aquelas usadas na maioria das aplicagoes
do MEF no mundo, sao baseadas em funcoes nodais. Estas satisfazem a propriedade ¢;(x;) = d;;
onde x; ¢ a coordenada do né j. Como consequéncia, sao linearmente independentes e formam
o0 que se chama uma Particao da Unidade. Por outro lado, quando parte das fungoes é nao
nodal, como ¢ comum nas fungoes enriquecidas do MEF Generalizado (GFEM/XFEM), nao ha
garantia a priori da independéncia da base. Ver, por exemplo, os artigos iniciais do GFEM/XFEM
[33, 95, 96, 77, 14, 37], e [8, 73].

14.3.1 A solugao do MEF é a melhor aproximagao?

Considere-se a base de fungdes de aproximagao ¢; (Q) que define o espaco Vary, C Var. O MEF
produz os valores dos coeficientes nodais U, que por sua vez produz a solugao aproximada uy(x) =

Z ¢;(x)U; € Vary. A questao que se coloca ¢ a seguinte: essa fungao uy(x) produzida pelo MEF

é a melhor aproximagao da solugao exata u(x) que se poderia obter com aquele conjunto de fungoes
®; (x)? A resposta ¢ positiva, como serd demostrado a seguir por numa dedugao tradicional.

Seja u € Var a solucao exata do problema variacional. Entao,

a(u, i) = (), o€ Var, (14.58)

Seja também uy, € Vary, a solucao aproxima, que satisfaz

a(uh,ﬁh) = ZN(ﬁh), ay € Vary,. (14.59)

Como Vary, C Var, se tem que a solugao u € Var também satisfaz a equagao

a(u, o) = (i), ay, € Vary,. (14.60)
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relagao da seguinte forma. A solucao aproximada de MEF uy é uma projecao vetorial, em relagao
a (--) E(Q)’ da solucao exata u sobre Vary,. Logo, uy é o elemento no espaco Vary mais préoximo a
u. Isto pode ser expresso de forma simbélica em (14.68).

Essa relagao pode ser visualizado na analogia da Figura 14.1. O plano representa o espaco linear
de fungoes Var, e a reta representa um subespaco Vary, C Var. A solu¢do exata u(x), em geral,
nao estd contida em Vary, mas em Var. A funcao erro do MEF, (u — uy), é ortogonal a qualquer
funcao v € Vary. A linha tracejada indica o erro obtido por qualquer outra funcao v € Vary
distinta de uy. Nota-se que sua norma ¢ maior que ||[u — up||.

Figura 14.1: Plano de func¢oes do espago Var, subespaco Vary,.

“Teorema de Pitagoras” para a solugao aproximada

Consideremos o quadrado da energia de deformagao exata, a(u,u). Como u = e + uy, tem-se

a(u,u) = ale+up,e+uy),
= a(e,e) + 2a(e,up) + a(up,uy), (14.70)
0 0 >0
>

= ’a(e, e) = a(u,u) — a(uy, uy) ‘

onde se usou a direita da igualdade a condi¢ao de ortogonalidade (14.61) a a positividade de a.
Entao,

a’(uha Uh) < a’(ua l,l), i'e-7

14.71
Il g < llullpe) e

As expressoes (14.70) e (14.71) sao bastante gerais. A primeira significa que a energia do erro
é igual ao erro da energia (a(u,u) — a(up,up)). A relagao (14.71) significa que a solugao
aproximada do MEF subestima a energia de deformacgao exata, no caso elastostdtico. Em
outros problemas, as relagoes entre as quantidades continuam as mesmas das equagoes mostradas,
apenas que sem um significado fisico evidente.

14.4 Estimativas de erro a-priori no MEF

O objetivo nessa segao é esbogar relagoes que indiquem como o erro da solugao do MEF, medido por
alguns tipos de normas, se relaciona ao tamanho dos elementos na malha. Dessas relagoes surgirao,
naturalmente, de forma matemdtica, a priori, o conceito de taxa de convergéncia, que pode ser
medido empiricamente em testes numéricos em malhas e problemas especificos.
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14.4.1 Estimativa de erro a-priori no problema de MEF-1D

Consideremos o problema 1D de barra cuja forma de Galerkin pode ser extraida de (14.19) com
condigoes homogéneas em ambos os extremos da barra, i.e., u(0) = u(L) =0 :

Dado b: Q) — R, u:I'y, — R, determine uy € Var, tal que

a(up, tp) = l(ap) Vap € Vary,. (14.72)

A estimativa do erro e(x) = u — uy, é feita considerando que, como uj, deve pertencer a Vary,
pode-se considerar uma fungao @, aproximativa de uj, também pertencente a Vary, que seja o que
se chama interpolante de u. Dada uma malha definida por nés de coordenadas x;, ¢ dito que uma
funcao uyp(x) interpola u(z) se

ap(xj) = u(z;) para j =1,2,..., Nyos. (14.73)

A funcao interpolante tem o mesmo valor que a func¢ao interpolada nos nés da malha. Entre cada
dois nés, a funcao interpolante pode ser um polindmio de grau pré-definido. A figura 14.2 ilustra o
uso de () definido por fungoes lineares par partes entre cada par de nés contiguos. Normalmente,
cada elemento finito 1D é modelado por uma fun¢ao continua de derivadas continuas, geralmente
um polindmio de grau Ny — 1, (Ve ¢ 0 nimero de nés do elemento). No texto que segue, usaremos,
por simplicidade, a notagao N em lugar de N,e.

Figura 14.2: Interpolante linear por partes em um elemento 1D.

A estimativa de erro que buscamos serd obtida a partir do Teorema 1, cuja prova usa o Teorema
2 [25].

Teorema 14.1 - Seja € um intervalo com fechamento Q. = [z1,2zy] € R, contendo N pontos
interpoladores de coordenadas distintas x1, x2, - -+ ,xy. Seja u(x) uma fungao continua e que possua
derivadas continuas até ordem N em todo z € Q.. Seja @y (z) o polindmio que interpola u(x) nos
pontos interpoladores. Entao prova-se que, em qualquer z € €2, o erro é dado por:

~ U(z)dNu
N daN|ecq.’ (14.74)

onde ¥(z) = (z — x1)(x — x2) -+ (x — xN).

~—

u(z) — ap(x

¢ € algum ponto no intervalo fechado [z1,zx] e ¥ é um polinémio de grau N.

Teorema 14.2 - (Teorema de Rolle). Seja f(x) uma fungdo continua em a < x < b e derivdvel
ema <z <b. Se f(a) = f(b), entdo existe, no minimo, um ponto ¢ entre a e b tal que df /dz|, =0
(isto &, um ponto de maximo ou minimo local).

Prova do Teorema 14.1

Considerem-se dois casos. O primeiro, se x for igual a algum ponto nodal z;. Entao, u(z;) =
ap(xj) e U(z;j) =0 e aigualdade (14.74), é satisfeita. O segundo caso é se z # z; e é analisado com
o auxilio da seguinte funcao auxiliar

¢(s) = u(s) — un(s) — g(x)¥(s) (14.75)
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O polindémio interpolador entre os pontos (x1, 1) e (z2,ug) é:

(w2 — @)1 — (21 — 2)lp

tp(z) = (14.81)

Tro — T
Assim, (14.74) fica:
(z —x1)(2 — a2) d*u
2! dz?

u(z) — ap(z) = . (14.82)
¢

Como a solugao exata u(z) nao é conhecida, suas derivadas a direita de (14.74) também nao
podem ser calculadas exatamente. Entretanto, frequentemente se pode afirmar que eles sejam

limitadas por algum niumero real M, isto é,

o
dx?

< M. (14.83)

2€Qe

Tomando o valor absoluto de ambos os lados de (14.82) e usando (14.83) tem-se:

r—XT r—x 2U
i) (@) = )
< %|(az—x1)(m’—x2)]. (14.84)

2

Nota-se que o maximo de g(z) = (x — z1)(z — z2) ocorre em xg = (x1 + x2)/2, onde g(xg) =
(zg — x1)%/4. Entretanto, x5 — x1 é o comprimento h. do elemento e. Entdo, o erro méximo do
polinémio interpolador linear no elemento, entre x; e x5 é:

h2
lu(z) — ap(x)| < fM para = € [x1, T2]. (14.85)

Se considerarmos todos os N, elementos de uma malha, em que cada elemento tenha compri-
mento h,, o erro préoximo na malha é associado ao elemento de maior tamanho, hax:

2 du
—u < — 14.86
lu(z) — ap(2)] < max | (14.86)
Aub(x) ua” > Mb”
uz .............................................
Up e N———— ep(x) = up(x) - 1,(x)
' : e, (xX) = u,(x) - 1,(x)
i Eleménto e |
0 I "x

Figura 14.3: Erro do interpolador 4 num elemento em duas fungoes exatas u, e up de diestintas
segundas derivadas.

Observagao 1

Para um dado elemento, a expressao (14.84) pode ser entendida com o auxilio da Figura 14.3,
que, ilustra a funcao interpoladora linear entre os nés de coordenadas x1 e x3, € 0 erro que ela
gera para duas funcées uq(z) e up(z), quando d?u,/dx? > d*uy/dz?. Quanto maior for a segunda
derivada, “mais funda” é a funcao, e maior serd seu afastamento em relacao ao interpolador linear.
Isso explica graficamente a equagao (14.84): quanto mais concava a fungao analitica que se
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€ €, ex
A —
e
P L

Figura 14.4: Elemento tipico com nés internos, de grau p.

Essas estimativas a-priori mostram que o erro no deslocamento e na deformacgao (e na tensao)
decai com a reducao do tamanho do maior elemento, a taxas p+ 1 e p, respectivamente. Isso sugere
duas formas de refino de malha, o chamado refino h e o refino p. No refino h utilizam-se uma
sequéncia de malhas com elementos de mesmo grau, onde cada malha possui uma quantidade maior
de elementos, que sdo, consequentemente menores. O refino p consiste em gerar uma sequéncia de
modelos, em que cada um ¢é definido por polindémios de graus distintos, isto é, cada modelo tem
grau p = 1,2,3,--- , progressivamente. Todos os modelos possuem idénticas topologias de malhas
(mesmos elementos).

Considera-se uma barra de comprimento L = 1, modelada por N; elementos idénticos como na
Figura 14.4. Por simplicidade, consideramos que as fung¢oes elementares sao polindmios de Lagrange
de grau p. Assim, o numero de nés na malha é N,,s = pNg + 1. Como os elementos sao iguais, o
comprimento de cada elemento é h, = L/N,;. Assim, o erro na deformagao, de (14.98)2, é

d L \*
“l=kh =k (191) . (14.99)

€T Nnos —

R dPt1y
O valor da constante k nao pode ser determinado a priori. Depende de max de p, e

2 |daP ]
da prépria solugao exata u(x). Entretanto, a taxa de convergéncia pode ser visualizada arbitrando
valores de k para cada p, o que gera as curvas mostradas na Figura 14.5. Tem-se a estimativa do
erro na deformacao uniaxial para diversos valores de grau de polindémio no elemento, em funcao do
nimero de nés da malha. O valor de k representa uma translagao em cada curva, sem afetar sua
forma ou inclinagao. Fazendo o logaritmo decimal em (14.99), para L = 1, tem-se

log

d
d;‘ =logk + p [log p — 1og(Npes — 1)] - (14.100)

Nota-se que os graficos ndao sao retos. Entretanto, conforme a malha se torna mais refinada, isto
é, Npos — 00, a €q.(14.100) tende a sua forma assintética

d
e‘ — plog Ny (14.101)

1
8 dx

Essa é a equagao de uma reta no gréfico log-log, com inclinacado —p, que é a taxa assintética
de convergéncia a priori do MEF em problemas de barra.

14.5 Calculo Variacional

As dedugdes e argumentos usados no ambito do Principio da Energia Potencial Total Minima, se¢ao
7.3, pagina 155, pertencem a um universo amplo de conceitos e estruturas que sao conhecidas por
Calculo Variacional. Fazemos aqui algumas definigbes fundamentais e apresentamos os principais
aspectos gerais de tal estrutura.

Consideremos dois espagos vetoriais X" e )) com respectivas normas |[|-[| e |||y, , e uma funcao f
que opera sobre vetores em X e os transforma em vetores em ). Esta fungao é definida formalmente
como
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Erro na deformagao

107 L L L

1 10 100 1000 10000
Numero de nés N,

Figura 14.5: Tlustragao qualitativa da eq.(14.98)s.

FiX =Y. (14.102)

Podemos observar que esta fungao é extremamente genérica. Um dos casos particulares mais simples
¢ aquele em que X e ) sdo o espaco dos nimeros reais R'. Nesta condicio, f é a cldssica funcio
de valor real definida na reta: y = f(x). Outros exemplos tipicos sdo campos escalares, como a
distribuicdo de temperatura num corpo tridimensional, 7' : Q — R!, ou campos vetoriais como a
distribuicdo de deslocamentos num problema de elasticidade, u : Q — R3.

Os operadores a(-,-) e I(-), definidos em (14.18), também se encontram na classe de fungoes
definidas por (14.102). Entretanto, os vetores argumentos de tais operadores sao fungoes (campos)
e o resultado ¢ um nimero real:

a(-,-) : Var x Var — R,
I() : Var — R. (14.103)
Em forma genérica, operadores que mapeiam funcoes para um nimero real sao conhecidos como

funcionais, isto ¢, um funcional é uma funcdo de funcées, com resultado em R'. Em particular, as
formas a(-, ) e [(-) sao funcionais lineares em relagao aos seus argumentos, como visto em (14.30). J&

a fungao II(u,u) = ia(u, u) —[(u) é um funcional nao linear (quadrético) em rela¢do ao argumento
uc Var.

Consideremos uma funcao u €X, u Q) — R ¢ =1,2,3, e uma familia de fungoes definidas por

u(x) = u(x) + ev(x), para x € , (14.104)

onde € é um parametro real, positivo, arbitrariamente pequeno, e v :) — R® é uma funcao difer-
encidvel arbitraria.® Nota-se que uma quantidade infinita de funcdes @i(x) pode ser gerada para
cada funcdo v(x) € X, bastando ajustar o parametro e. @ é frequentemente denominada fungao

*Note que parte da literatura impde, desde o inicio, uma restricdo de que v(x) = 0 em x pertencente a parte
do contorno. Entretanto, essa restricdo s6 é adequada em formas fracas em que a funcao teste satisfaz a priori as
condigbes de contorno essenciais, como nas formulagbes do MEF baseadas em deslocamento, usadas em todos os casos
no presente livro.
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perturbada de u devido a perturbagao ev. Diz-se que perturbacdo ev é admissivel se a fungao
perturbada @1 pertence ao mesmo conjunto X que u. Por exemplo, tomemos o caso da Figura 14.6,
onde a fungao u pertence ao conjunto X de fungoes nulas em x = 0. A funcao v define a “forma”
da variacao (perturbacio), enquanto e define sua amplitude. A adigao da perturbacdo a funcao u
define 1 € X, o que obriga v ser também nula na origem.

A

=

\ 4

0 L

Figura 14.6: Ilustracao de fungdo u € V, uma direcao v € V, e a fungao u variada a € V.

Dado um funcional F'(u), consideramos sua representacao em série de Taylor em torno de u:

F = F(t)=F(u+ev),

dF(a) d*F (1) €2 3
= F — 4+ 0(€”). 14.105
W+ | e+ S| o) (14.105)
O simbolo O(€?) ¢ lido como “da ordem de €3”. Ele contém termos €, €*,---. Claramente, as

operagoes acima pressupoem que F' seja suficientemente regular para que as derivadas
sejam definidas. Note que, para u e v fixos, embora arbitrarios, F' ¢ uma funcéo apenas de e.
Entao, a série de Taylor mostrada acima é, até certo ponto, a série usual de cédlculo de funcoes de
uma varidvel. Seus termos podem ser agrupados da seguinte forma:

_ dF'(u d’F (@ 2
F(a) — F(u) = d(u) € y (2u) % + 0(€®) (14.106)
— € le=0 ¢ e=0 <
AF ~~
SF §2F

F = F(f) ¢ o funcional perturbado devido a perturbacdo em seu argumento. O termo AF =
F(u) — F(u) ¢ denominado variagao total de F' devido a perturbagao em seu argumento. Os termos
6F e 6%F sao denominadas primeira e, segunda variacoes de F', ou ainda variacoes de F de primeira
e segunda ordem. Claramente se pode obter, caso necessério, a variacio de ordem arbitraria 6 F.
No que concerne ao presente texto, nos restringimos as aplicagoes da primeira variagao.

A partir de (14.106), a primeira variacao do funcional tem a seguinte definigao:

0F(u,v) = %F(u +ev)| € (14.107)
e=0

A primeira variacdo 0 F' de um funcional F' pode ser entendida com ajuda do conceito de variacao

du da funcao u. Em (14.104), a funcao u + ev foi perturbada pela fungao ev. Frequentemente é
interessante representar a perturbagao como du =ev, de forma que

U=u+du=u-+ev. (14.108)

De forma reversa, a variagao de u tem o significado de
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14.5.2 Operador delta

O operador § é definido como uma entidade que permite uma formalizagao operacional do proced-
imento de obtencao da primeira variacdo de um funcional. Frequentemente ele é usado para obter
a primeira variacao através de operacoes sobre o funcional que lembram o processo mecanico de
fazer diferenciagao de fungoes. A seguir apresentamos as operagoes de variagao de alguns tipos de
funcionais comumente utilizadas nesse texto.

1. Relagao entre variagao e diferenciagao, i.e., variacao da fun¢ao derivada.
Seja uma fungdo u : R — R. Buscamos a variagao de sua derivada, 6(du/dx). Para isto,
usaremos a defini¢do de primeira variagao em (14.107). Por defini¢do, du = ev. Logo,

dr )~ € de = dr - ' = dx dx

5 (d“> - c;le d(“dZ ev) | Z:: d Ez;v) d(déj) S <du> Cd00| oy

Assim se tem que as operagoes de variagao e derivagao sao comutativas. Nota-se que a operacao de
variagao é realizada mantendo a coordenada z fixa (perturbando a fungao), enquanto a derivagao é
feita sobre uma unica funcao (perturbando a coordenada).[64].

2. Relagao entre variagao e integragao. Consideramos uma funcao g(f fQ ) dx e
buscamos dg. Podemos iniciar com a variagao de uma fungao g, usando (14. 107):

) = WL

= /f+evd:c_

06/ d(f—i-ev)d
- /Qev dr. = 6/f dx_/éf (14.122)

Portanto, as operagoes de variacao e integracao sao comutativas.

3. Variagao de produto de fungoes. Sejam duas fungoes escalares u e w. Considere a fungao
na forma de um produto F'(u,w) = uw. Tomamos a expressao (14.115), com as perturbacoes dadas
m (14.113):

6f(u,w) = 7df(ﬂ,zb) €1+ 7df(ﬂ, ) €
7 d61 e1=€e3=0 d62 e1=€e2=0 ’
= VW €1 + Vou €9. = lé(uw) = udw + wdu‘ (14.123)

Portanto, a operagao de variagao de um produto de fungoes segue a mesma mecanica da derivagao
de um produto.

4. Variagao da fungao gradiente. Seja u: 2 — R, ¢ =1,2 ou 3, e G = Vu é o gradiente de u.
Devido a linearidade do operador gradiente, e a propriedade 1. de variacao de derivada, segue-se
que

[0Vu =V (5u)| (14.124)

5. Variacao de funcional dependente de gradiente. Consideremos um funcional com a seguinte
dependéncia:

F = F(x, u(x), Vu(x)), (14.125)
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ser sintetizados como definicao de um conjunto de fungoes Var. O enunciado entdao considera que
f satisfaz a condigao (14.135) para qualquer u € Var.

A demonstragao é feita considerando, como hipétese, uma funcao f nao nula, tal que f > 0 num
ponto X € €). Como f é continua, existe uma regiao {2z C ) que contém o ponto X onde também
f > 0. Uma vez que, pelo enunciado do teorema, o é arbitrdrio, podemos escolher @ na forma de
uma bolha, ndo nula em x = X, continua, e nula fora de 2z. A Figura 14.7 ilustra uma fungao assim
num caso unidimensional, em que Q = (a,b), com Qg = (p, q), tal que a < p < g < b. Por exemplo
f=(z—p)(@—1z) em Qg e zero fora Qx. Entao, [, fu dQ = [, fi dQ > 0. Uma vez que essa
desigualdade é contraria & hipétese que a integral é zero, o teorema fica provado.

A funcao f pode nao ser continua, porém precisa ser localmente integravel. Um caso de grande
interesse é o de f continua por partes, tal que f € L?(2). Neste caso, se (14.135) é satisfeito para
toda funcdo @ € C*°(Q) de suporte compacto, entdo f = 0 em L%(Q), i.e., f = 0 em todo lugar
exceto nos pontos de descontinuidade de f.

14.6 Panorama dos métodos de residuos ponderados

FEssa se¢ao mostra uma visao mais abrangente de algumas das variantes mais usadas do método
geral dos residuos ponderados. Essas formas se constituem na base de diversos métodos numéricos
como o método de colocagao, métodos de Boubnov-Galerkin, de Petrov-Galerkin, de elementos de
contorno e de elementos de Green, dentre outros.

Inicialmente consideremos novamente, como exemplo, a equacao diferencial de equilibrio de barra
e condig¢oes de contorno

2
=
I
&
:\

() +b(z) =0,V € Q=(0,L),
v = u emzxel,={0} (14.136)
t emxzely={L}.

Fazendo a ponderagao da funcao residuo r(x) com uma fungao peso @(z) e integrando, obtém-se

/ Edu” dQ +/ bii d2 = 0, (14.137)
Q Q

onde as fungoes u e u devem ter regularidade suficiente para tornar as integrais limitadas. Fazendo
uma integracao por partes na primeira integral se obtém

— / Ei'v dQ+ B[ + / bii d2 = 0. (14.138)
Q Q

Integrando por partes o primeiro termo mais uma vez, todas as derivadas ficam “transferidas” de u
para :

—/ Eu"t dQ + Bau'| = —/ Eiu dQ + Ei'ul., (14.139)
Q Q

(onde também se usou a equagdo diferencial b = —Fwu” para eliminar b). Dessa expressao se
obtém todas as possiveis condi¢oes de contorno para 4 e u que sejam consistentes com o problema
diferencial:

= u* ou Bu' =t em Ty,

e EU =t* ouu=1u. emly. (14.140)

onde 4* e t* sao valores prescritos da fun¢ao peso no contorno. Como 4 é uma fungao arbitraria,
ela pode ser escolhida de forma a ter valores convenientes no contorno.

O procedimento ilustrado acima pode ser generalizado para uma equagao ou um sistema de d
equacoes diferenciais que pode ser colocado em forma simbdlica por um operador diferencial vetorial
L(u) como
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N
u(x) = Z a;é;(x), (14.148)

onde a; sao constantes a serem determinadas e d)j(x) sao fungdes de uma sequéncia completa de
fungoes. Essas funcgoes sao denominadas funcoes de aproximacao ou fungoes teste.

Definicao - Uma sequéncia de fungoes, linearmente independente ¢; é completa se, dada uma
fungio f(x) em Q, existe um conjunto de constantes reais b; tal que

N
Fx) =D bigi(x)| <e (14.149)
j=1

para algum N e € dados.

Para u(x) aproximado, a fungao residuo r(x) = L£(u) — B # 0 em parte de §2. Os métodos de residuo
ponderados consistem em impor nulidade do residuo apenas em média, i.e., em relagao ao produto
interno associado a um conjunto de fungoes peso

/ r(x)Y,(x) d2 =0, para k =1,2,..., N, (14.150)
Q

onde os v, formam um conjunto de fungoes linearmente independente. Essa integral corresponde
ao produto interno (r,1)g = 0. Tem-se entdo que a componente de 7(x) na direcao 1 (x) é
forcada ser nula. A eq. (14.150) forma um conjunto de N equagdes em que cada uma impode a
ortogonalidade de r(x) em relagao a v, (x). Entao, quando se obtém as constantes a; de (14.148),
se tem um residuo ortogonal a todo o conjunto 1, isto é, o erro é ortogonal a fase formada pelos
(o

Note que, até este ponto da argumentacao, nao se impos que ¢, seja igual a ¢j(x), nem se
impuseram condicoes de contorno para 1. Exigem-se apenas que suas integrais sejam limitadas.

14.6.2 Meétodos de colocagao e de Bubnov-Galerkin

Possivelmente o método mais “intuitivo” proveniente dos residuos ponderados ¢ o método de
colocagao, em que se impoe a satisfacao de equilibrio diferencial em um conjunto limitado de pontos.
Para isto, considere-se a aproximagao (14.148) com as fungoes teste ¢, satisfazendo as condigoes de
contorno essenciais (14.147). As fungoes peso 1), sao distintas de ¢;, dadas pelo operador delta de
Dirac: 1, = 6(x). (Lembrar que §(x;) = 0 para todo x # xj e [, f(x)d(x) dQ = f(xx)). Entao,

para o exemplo escalar, o residuo ponderado (14.144) fica

/ L(u)o () d— / B(2)0(zx) d2 = 0, para k= 1,2, .., M. (14.151)
Q Q

A principio, define-se M = N, i.e., se tem o mesmo niimero de equacoes que de coeficientes a; em
(14.148), e com isto se tem um sistema algébrico que pode, dentro de certas condigoes, ser resolvido
para os coeficientes.

O método de Bubnov-Galerkin®, também conhecido simplesmente como Método de Galerkin,
¢ o caso particular do método de residuos ponderados quando as func¢oes peso sao as mesmas da
parte das fungoes teste que se anulam em I',,. Esta escolha é a base quase universalmente usada no
MEF, e que usamos neste livro para os problemas de elasticidade e conducao de calor. A forma mais
usada do método é quando aplicado na forma fraca, formato que serd visto na préxima secao. Aqui
consideramos sua aplicagao na forma obtida diretamente pela ponderacao do problema diferencial
(14.147), onde se considera que as fungoes teste satisfazem as condigoes de contorno essenciais.
Pode-se decompor a aproximacao em duas partes,

’Ivan G. Bubnov, Russia, 1872-1919. Boris G. Galerkin, Bielorussia, 1871-1945.
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u(x) = ug(x) +up(x), onde up(x Z a;é;(x (14.152)
onde u4(x) = g(x) e up(x) = 0 em x € I',,. Substituindo em (14.144) tem-se

/ L(up)t dQ2 = / Bu dQ) — / L(ug)t d2. (14.153)
Q

Tomando @ = ¢y, para k =1, ..., N, tem-se um sistema de [N equagoes algébricas em termos de a;:

i{/ﬂ o L(05) dQ} aj:/gqskb dQ—/Qd)kE(ug) Q. (14.154)

Uma forma similar de representar a fungao peso consiste em adotar a variacao de u:

N
i(x) = dug(x) = Y ¢;(x)da;. (14.155)
j=1
Assim, a forma ponderada (14.153) fica
/E(uo)éuo Q) = / Béuyg dQ—/E(ug)éuo dQ (14.156)
Q Q Q

para qualquer duy dado na forma (14.155).

As formulagoes conhecidas por Petrov-Galerkin se caracterizam por ter funcoes peso distintas
das funcgoes teste. Seu uso € indicado em certos problemas nao auto adjuntos onde a distingao entre
as duas bases de aproximacao traz vantagens numéricas. Entretanto, seu detalhamento foge ao
escopo do presente texto.

14.6.3 Formulacgoes fracas e descontinuidade interelementar

Quando se observam os requerimentos de regularidade nas formas obtidas pela ponderacao simples
dos residuos diferenciais, vistas na secao anterior, nota-se que sao as mesmas exigidas do préprio
operador diferencial. As chamadas formas fracas consistem em formas com os requerimentos de
regularidade reduzidos devido as operagoes de integracoes por partes na forma ponderada. Também,
as condigoes de contorno naturais sao satisfeitas apenas parcialmente. O detalhamento é visto a
seguir.

Consideremos o problema diferencial

G(u) = g(x), emxel,, (14.157)
S(u) = t(x), emxeTy.

Agora, se considera que as funcoes teste satisfacam as condigOes essenciais, mas nao as naturais.
Assim, se tem dois residuos, um no dominio e outro em I'y:

r = L(u)—-B,emxe(,

rr = S(u)—t(x), emx eIy (14.158)

Ambos os residuos sdo ponderados por

/ (C(u) - B) - dQ—/ (S(u)—t)-adly =0, Vi (14.159)
Q Ty
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Descontinuidade interelementar

Quando se obtém uma solucao aproximada via elementos finitos, além da nao satisfagao do equilibrio
em todos os pontos do dominio e do contorno de Neumann, tem-se também uma aproximacao cujo
gradiente é descontinuo nas interfaces dos elementos. Esse efeito foi mostrado no texto em exemplos
numéricos, porém aqui serd mostrado de maneira formal. Consideremos o problema de Poisson com
a seguinte forma fraca discretizada proveniente de (13.33), para up, tp € Varp:

/Vuh -V, dQ = /bﬂh dQ2 +/ quyp, dI’ (14.166)
Q Q0 r,

onde g é o fluxo prescrito na regiao I'y do contorno. Consideremos que o dominio seja discretizado
em uma malha M de elementos finitos, onde cada elemento tem domifnio €, isto ¢, Q = UY elQe,
contorno 0€2.. Subdividimos os dominios de integracao do primeiro e do terceiro termos em mtegrals
sobre os elementos:|2]

Nel Nel

> i Vuy, - Vi, dQ = /buh dQ + Z/m . gay, dT. (14.167)
e=1 e f

FEm seguida fazemos uma integragao por partes no primeiro termo

Nel Nel

—Z/ W, V2uy, dQ~|—Z/

Qe

Nel

7 a“h 400, = / ba, dQ+Z /a Gy, dOQ.,  (14.168)
Q me

Nota-se que o termo V2u;, é suave dentro do elemento, embora possa ser singular nas interfaces,
dependendo da continuidade de uy. Isso permite que as integrais em cada elemento no primeiro
termo sejam limitadas. Também, pode-se somar as integrais de cada elemento, formando uma tnica
integral em §2. Em seguida, as parcelas no contorno podem ser agrupadas, resultando o seguinte:

Nel Nel

—/ahv2uh dQ:/buh dQ— Z/ i (auh—q> d&Qe—Z/ an 2 400, (14.169)
Q aﬂemrf ~ Joaar,  On

onde 9Q\I'y ¢ a parte do contorno do elemento e que nao faz parte de I'y. O primeiro somatoério
pode ser coletado numa unica integral em I'y

Nel
/ahv2uh 40 = —/buh dQ+/ 7 (ah - q> 4o, +Z/ Ah% doQ,.  (14.170)
Q T, on

00\I'y

O 1ltimo termo engloba tanto os contornos de elementos internos quanto aqueles pertencentes a I',.
Essa tltima parcela é eliminada com a escolha da funcao peso homogénea em I',,, de forma que o
iltimo termo envolve apenas contornos internos ao dominio global.

Consideremos o trago de u; num certo elemento como os valores de 4, no contorno deste
elemento. Observa-se que os tracos de 4y, em dois elementos vizinhos coincidem ao longo da interface
~ entre eles, devido & continuidade de 4. Entretanto, pode-se definir o salto de descontinuidade
do fluxo na interface + entre os elementos e e ¢’ mediante a seguinte expressao:

ouyp,
l:an:| =n.- Vuh|e +ng - Vuh|e, (14.171)
Lembrando que n. = —n,, o salto pode ser posto como

ou
[81;] =n. - (Vupe — Vupe) (14.172)
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Com a notagao para o salto de descontinuidade, o tltimo termo na forma ponderada (14.170)
pode ser reorganizado para um somatério sobre todas as descontinuidades internas:

ou ou
~ 2 B ~ h . ~ h _
/Q ap (Viup +b) dQ /P fuh (an ) o, — / i, [8n L dy = 0. (14.173)

N 7T

(A notacgao y\I' significa o conjunto das interfaces que nao pertencem a I'.) Uma vez que essa
igualdade deve ser vilida para todo iy € Vary, se a base de aproximagao do MEF for refinado ao
infinito, de forma que Vary, tenda a Var, tem-se que, pelo Lema fundamental do cdlculo variacional,
(segao 14.5.3), as seguintes relagoes sao satisfeitas por uy:

VZup,+b = 0 em Q,
d
%_q = 0 em Iy, (14.174)

ou
=h = 0 em cada interface interna ~.
on Y

Entretanto, numa discretizacao finita, em que 4 nao é suave e pertence a um espaco de dimensao
finita, estas relagoes locais nao sao exatamente satisfeitas. Considerando que, com o refino da mod-
elagem, a solucao do MEF converge, segue-se que os lados esquerdos dessas relagoes locais tendem a
zero. Outra forma de interpretacao é que a solucao do MEF aproxima estas relagoes locais. Quando
se considera o conjunto geral das equagoes locais do problema, observa-se que a solucao do MEF
baseado em Galerkin aproxima as relagées acima (equilibrio e continuidade interele-
mentar) e satisfaz exatamente as relagoes constitutivas e cinemadticas no dominio, e as
condigoes de contorno essenciais. Note que essa deducao e todas as suas conclusoes podem ser
aplicadas, com os devidos ajustes, ao problema elastostético, quando se considera a descontinuidade
interelementar dos vetores tensdo nas interfaces entre os elementos.

14.6.4 Meétodos de elementos de contorno

Consideremos novamente o problema diferencial (14.157) e suas forma integral ponderada (14.144).
Realizando uma quantidade adequada de integracoes por partes, chega-se a forma (14.145):

/Qﬁ(u)-ﬁdQ—/QE(ﬁ)~udQ:/FG(ﬁ)-S(u) dP—/FG(u)- (@) dT. (14.175)

Nos métodos baseados em Galerkin, a fungao peso é escolhida entre as que satisfazem as condigoes
de contorno essenciais nulas. Entretanto, existem diversas familias de métodos baseados na escolha
de @ que satisfaz condigoes do operador adjunto ﬁ(ﬁ) Sao as familias de métodos de elementos de
contorno ou de Green.

Nos métodos de elementos de contorno a fungao peso pode ser escolhida para satisfazer o prob-
lema adjunto

L) =0 (14.176)

em um dominio infinito, de forma que nao satisfaz nenhuma condigao pré definida sobre o contorno
do problema real. Nesse caso, (14.175) fica

/QB-ﬁdQ:/FG(ﬁ)-S(u) dr—/FG(u). (&) dr. (14.177)

Entao todas as incégnitas do problema ficam apenas no contorno, o que exige discretizacao apenas
no contorno. Nota-se que o contorno possui uma dimensao a menos que o dominio. Por exemplo,
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14.7 Principios de minimo e método de Rayleigh-Ritz

A demonstracao da equivaléncia entre as solugoes da forma fraca e o principio de minimo corre-
spondente é sumarizada a seguir, partindo da forma ponderada de Galerkin (14.159) do problema
diferencial (14.157):

/(L(u)—B)-ﬁdQ—/ (S(u)—t)-adly =0, Va (14.182)
Q r;

onde é requerido que a aproximacao u satisfaca, a priori, u =@ em I'y. Se o operador diferencial
L(u) for auto adjunto, entao existe um principio de minimo associado ao funcional

F(u) = za(u,u) —I(u) , (14.183)

DO |

onde a(u,u) é a forma bilinear obtida integrando por partes cada termo de £(u) uma quantidade
adequada de vezes. O principio de minimo estabelece que a funcdo u que satisfaca u =u em Iy,
e minimiza F'(u) também ¢ solucao de (14.182), desde que u tenha a diferenciabilidade necessaria
para £(u). Com isso, o problema de minimizagao toma a seguinte formatagao:

Dado B : QQ — R, determine u € Kin tal que

F(u) < F(v), para qualquer v € Kin. (14.184)

Em elastostética, este é o principio da minima energia potencial total.
Por exemplo, consideremos (14.182) para o problema de equilibrio de barra:

=0, (14.185)

S~

(Eu" + b) w dS) — (Eu' — f) U
0e

para u satisfazendo a priori u =4, e & = 0 em I',. A forma fraca correspondente é

/ (Bu'd —ba) dQ — talp, =0. (14.186)
Q
Verifica-se que é possivel construir o funcional

1 _

tal que a fungao u que satisfaz 6 F(u) = 0 é a mesma que satisfaz a forma fraca (14.186). De fato,
usando (14.107),

d
0F(u) = e F(u + ev) e=0 YveVar,
e=0
d |1 , N2 _
= —|= E(u +e')” dQ— [ b(u+ev) dQ— t(u+ ev)|p e=0,
de Q ! e=0
= { v dQ) — / bu dQ2 — t_vlrf] €, (14.188)
Q

= [/ Eu'éu’ dQ) — / bou dS) — t5u|rf] =0 You € Var.
Q Q

que ¢ o mesmo enunciado da forma fraca (14.186).

Note-se que nao existe um processo direto de deducao do funcional de minimizagao a partir da
forma fraca, como existe no caminho inverso. A operacao ¢ feita sempre com uma dose de indugao
para identificar qual é o funcional cuja variacao fornece a forma fraca. Por exemplo, o fator 1/2 é
introduzido de forma proposital para que a variacao de F' corresponda & forma fraca.
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1 _
u(z) = —ﬁbm o.(x) = —bx e o.(L) =1. (14.193)
A solucao exata é polinomial. Entao, se usarmos uma base de funcgoes teste polinomial, se teria
a solucao exata com apenas os trés primeiros termos da série. Usaremos uma base distinta para

ilustrar a convergéncia. A base usada é a seguinte:

N .
- z; a; sen%. (14.194)
J:

Essa aproximagao satisfaz a condicao de contorno essencial para qualquer a;. De (14.187), o fun-
cional fica

1

L L
F(u,u') = 2/0 E (u’)2 dx —/0 bu dx — tu(L). (14.195)

Nota-se que F' = F(u,u’). Logo, sua variacao gera

OF OF Ou  OF o'

= — — =0. 14.196
oa; ou Oa; + ou’ da; ( )
Entao, as componentes do gradiente de F' sao
0 / bs en— de —t sen— + E/ —u cos— dx = 0. (14.197)
az
u = Z;V 1 370 cos L o - O sistema algébrico resultante ¢
N L . . L . .
2 _ L
jz_:l [E ij (%) /0 cos%cosm; d:v} aj —/0 b sen%dax —t senZ;T—L =0, (14.198)
parai=1,..., N, isto é,
Z Kija; — F; = 0. (14.199)

A Tabela 14.1 mostra os valores do deslocamento e da tensdo na extremidade da barra,
obtidos para uma progressao quantidades de termos usados na série. Os valores analiticos sao
Uez(L) = 0,125 mm e o.,(L) = 50 MPa. Os erros mostrados na tabela sao relativos. Nota-se que a
convergéncia nao ¢ monotonica. Também, a condicao de contorno natural tem taxa de convergéncia
muito menor que a do deslocamento. Este é um fendmeno tipico deste tipo de aproximagao.

14.8 Multiplicadores de Lagrange e restricoes no funcional

No Capitulo 10 diversos aspectos qualitativos do método de multiplicadores de Lagrange foram
apresentados no ambito de incorporacao de restrigoes escalares em funcionais matriciais apenas de
maneira formal via exemplos. Na presente secao serd mostrada uma deducao do formalismo do
método de minimizacao via multiplicadores de Lagrange com restricao de igualdade para problemas
discretos, aplicdvel a espacos vetoriais de dimensao finita. A dedugao apresentada é classica, e pode
ser vista em forma um pouco mais simples em textos como o de Arora [5]. Deve-se observar que
esse problema forma parte de um conceito mais amplo de condi¢ées de otimalidade de extremos
de fungoes com restricoes. Nas segOes posteriores apresentamos, sem demonstragao, a extensao
do método para o caso de espagos vetoriais de funcoes, i.e., aqueles tipicamente encontrados nas
expressoes de meios continuos.
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14.8.1 Deducao do método de multiplicadores de Lagrange

Consideremos um funcional convexo F' = F(u), com u € R? & um n-uplo de parametros escalares,
ie., u= (uj,..,ug). Assim, u é apenas um arranjo de escalares, nao necessariamente um vetor.
Desejamos obter o ponto de minimo de F', submetido a uma restricao de igualdade, g(u) = 0,
onde g € R™, isto ¢, busca-se u que

minimiza F'(u),

submetido as restrigoes g(u) = 0. (14.200)
De forma aberta, tem m restrigoes envolvendo as d coordenadas u:
gl(ul,...,ud) = 0,
: (14.201)

G (101,0+100) = 0.

O numero de restrigoes deve ser menor ou igual ao niimero de coordenadas u, isto é, m < d. De um
ponto de vista formal, é possivel resolver o problema de minimo com restri¢des usando o conjunto
de equacoes de restricao para exprimir m coordenadas em termos das demais d — m. Por exemplo,
podemos tomar as m primeiras coordenadas em termos das demais:

uy = ¢1(Um+1,...,Ud),
(14.202)

Um = ¢m(um+17”'7ud)v

onde ¢;’s sao fungoes adequadas obtidas das expressoes das restrigoes (14.201). Note-se que em
geral nao é vidvel a identificacao explicita dessas fungoes, e também nao é necessério que se faga.
Aqui elas sao usadas apenas como etapa intermedidria na deducao da formalizacao do processo de
minimizagao via multiplicadores de Lagrange. Nesse caso, serd suficiente apenas saber que essas
funcoes existem. Em seguida, formalmente substituimos as coordenadas ui-u,, na fungao F'

F = F(ulw-‘auma um-‘rlv”'?ud)v
= F(¢17"'7¢m7 um+1,...,ud). (14203)
Entao agora, formalmente, F' depende apenas das d — m coordenadas u,,+1-u4. Para simplificar a

notagao, continuaremos a dedugao para um caso em que d = 5 e m = 2. Entao as equagoes (14.202)
se tornam

uy = ¢1(U3,U4,U5),
U = ¢2(U3,U4,U5). (14.204)
E a fungao objetivo fica
F = F(¢;(u3,ua,us),05(us,ua,us), uz,u4,us). (14.205)

Assim, o problema foi reformulado num outro equivalente mais simples, dependente de d — m
varidveis, sem restricoes. O argumento minimizador u é aquele que satisfaz o sistema de d — m
equagoes:

dF(u)
duk

=0, parak=m+1,..d. (14.206)

Devido a dependéncia implicita nas fungoes ¢;’s, essas equagoes se tornam (para o presente exemplo)
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dF OF - OF - \ dg OF - OF — \dg, OF

— = (A Ay | T (A4 Ay | 2+ =

dU3 (6u1 1+ 8’LL2 21> aU3 * <8u1 12+ 8u2 22> a’lL3 aU3 O’
N X

dF OF - 9F . \ ogq OF . 9F - \ 8¢y OF

= [ A4 Ay |2 A+ Ay |+ =0, (14.211

dug <8u1 11+ Ous 21) Oua <8u1 12+ Ouo 22) Ous  Ous 0 ( )
/\1 )\2

Os termos entre parénteses envolvem a inversa de A, que dependem das funcées ¢;’s. Essas fungoes
dependem da solucao u*, que é desconhecida. Entao esses parénteses pode ser identificados como
m novas fungoes incognitas, (A1 e A2 no exemplo). Os termos entre paréntesis geram m equagoes
que podem ser organizados em forma matricial como

or
A Ay Oduy A1
= n = 14.212
[ A A ] oF Ao f7 ( )
| S — _—
AT Oua
0 que gera uma solugao
or
=—A . 14.213
or (o R
aUQ
Isso gera m equagoes na forma
oF  0q 92

Nt = 0
8u1+8u1 1+3’LL1 2 ’

oF  0q 992
— +t—M+ "X = 0O 14.214
aUQ 8’&2 ! 8UQ 2 ( )
As equagbes (14.211) e (14.214) formam um conjunto de d equagdes que, junto as m restrigoes
g(u) = 0, formam as condigoes necessdrias de otimalidade do problema. FEssas condigoes
podem ser colocadas como o ponto estaciondrio do funcional Lagrangeano, que é definido como

L(u,A) = F(ug, ..., uq) + ATg(uy, ..., ug) (14.215)

O argumento {u, A} onde L(u, ) é estaciondrio, agora é um vetor com d + m componentes, que
satisfaz o sistema de equagcoes

L F
9 _ 87 + /\Taig =0, paraj=1,..,d,
I | (g} Ou; Ou,
L
87 = gp,=0, parap=1,..,m, (14.216)
p | raxr

14.8.2 Funcionais Lagrangianos para problemas de Poisson e de elastostéatica

De forma usual, as formulagbes de MEF vistas exigem que as fungoes teste satisfacam, a pri-
ori, as condigoes de contorno essenciais, de forma que essas condi¢Oes sao satisfeitas exatamente.
Entretanto, em diversas situacoes, ¢ interessante a imposicao dessas condigoes explicitamente no
funcional, via multiplicadores de Lagrange. Nesses casos as funcgoes teste nao necessitam satisfazer
as condigoOes essenciais. Deve-se observar que a deducao vista na secao anterior foi feita para um
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SL(u,\) = — | VZu du dQ — [ bou dQ

) Q
(14.222)
+/ (a“— —) Su dF+/ <A+a“> Su dP+/ (u—au)drdl' =0
T, on w on w

Para se ter dL(u,\) = 0 em (14.222) Vou e d\, o Lema fundamental do cédlculo variacional indica
que os coeficientes de du devem ser identicamente nulos. Seque que a solugao de (14.222) representa
a satisfacao das trés equagoes (14.217), além da condigao

AMz) = —g:: em I',. (14.223)

Essa expressao produz o significado fisico do multiplicador de Lagrange )\ admissivel
no problema de Poisson. Em cada tipo de problema o multiplicador assume um significado fisico
adequado, dependendo do tipo de restricao associado a ele. Por exemplo no problema elastostético,
o multiplicador de Lagrange associado a restricao de deslocamento é o vetor tensao.

Devido a que (14.221) deve ser satisfeito para todos du e 0\ admissiveis, duas equagdes sao
obtidas:®

/Vu - Véu d — /béu dQ) — qou dI’ —i—/ Adu dI' =0, Véu admissivel,
2 @ Ty u (14.224)
/ (u—u)oA dI' =0, VX admissivel.

u

Estas duas equacoes, quando discretizadas via FEM, fornecem um conjunto de equagoes algébricas
andlogo a (14.216).

Observagao: o problema estaciondrio para o funcional Lagrangiano associado ao problema de
Poisson é: obter u € H*(Q) e A € H°(I'y), tal que

L(u,\) < L(v,1), parav € H(Q) e l € H(T'}), (14.225)

isto é, a busca do ponto estaciondrio nao se restringe ao conjunto de fungdes que satisfazem &
condigao de contorno essencial. A mesma observacao se aplica ao principio variacional (14.221). A
unica relacao que deve ser satisfeita pelas fungoes teste, a priori, é a relagao constitutiva ¢ = —Vu,
que deve ser satisfeita exatamente, devido & forma de equilibrio térmico usado na deducao de
(14.218);.

Funcional modificado para elastostatica

Consideremos o funcional F' para o principio da minima energia potencial total, dado em (14.183),

F(v) = 2/st(v) : Ce(v) dQ2 — /Qv b dQ —/F v -t dl, (14.226)
f

e busquemos u, argumento minimizador do problema
m}i{n F(u) ou, equivalentemente, F(u) < F(v) Vv €Kin. (14.227)
ucmKn

A condicao de contorno essencial imposta no conjunto Kin pode ser incorporada ao funcional
F' via multiplicador de Lagrange, gerando o funcional Lagrangiano

$Estas duas equagdes sio obtidas aplicando du = 0 e X = 0 alternadamente em (14.221).
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L(u,A) = ;/Qs(u) : Ce(u) d2 —/

u.bdQ—/u-EdF+/ (u—1)-Adl'|  (14.228)
Q 'y u

onde A = A(x) = {\1,\2,A3} & o campo vetorial de multiplicadores de Lagrange.” Devido as

propriedades de convexidade dos funcionais envolvidos, demonstra-se que o par {u, A} que satisfaz
a condigao de estacionaridade do Lagrangiano L (§L = 0) é aquela que resolve o problema de
minimo restrito (14.227):

A forma variacional correspondente é obtida fazendo a variagao de F'(u, A):

(5L(u,}\):/r-:(5u):Cs(u)dQ—/(Su-bdQ— du-tdl + 5u~)\df+/ (u—1)-Adl'=0
Q Q Ly | u

(14.229)
Novamente, a arbitrariedade das variagoes du e A permite explicitar duas equagoes:

/€(5u) : Ce(u) dQ — /5u bdQ— [ du-tdl'+ [ du-Adl, Véu admissivel,
Q Q r; T,

/ (u—1a)-6Adl' =0, VoA admissivel.

(14.230)
A discretizacao destas equagdes via MEF fornece um sistema algébrico na forma (14.216).

14.8.3 Principio variacional modificado arbitrario de funcao vetorial

Note que (14.229) pode ser tomado como modelo para a construgao de um principio variacional mod-
ificado que incorpore qualquer restrigcao de igualdade de fungoes vetoriais em um problema
variacional arbitrdrio. Consideremos o principio variacional em sua forma geral: obter u € Kin tal
que

a(u,t) — (b,a)— (q, ﬁ>Ff =0 VaeVar, (14.231)

onde

Kin = Var={ulu; € H(Q)i=1,..,d;d=120u3;u=tdem,}, (14.232)
Var = {u\ uj € HYQ)i=1,..,d;d=1,20u3;u=0em pu}_

A condicdo u — 1 = 0 em '}, é incorporada simplesmente adicionando duas integrais, de forma a ter
o principio variacional modificado: u (sem restricdes a priori) tal que u; € H'(£2), que satisfaz

a(u,8) — (b, &) — (@, )y, + <u _ 4, 5\> + (@A), =0 (14.233)

u

Vi tal que 4; € H(Q) e VA tal que \; € HY(Q). A arbitrariedade das variacdes du e A permite
explicitar duas equacoes:

a(u,0) — (b,0) — (q, ﬁ>1“f + (- A)p, =0, Vou admissivel,

<u -, 5\>F =0, VO admissivel, (14.234)

e a discretizagao destas equagoes via MEF fornece um sistema algébrico na forma (14.216).

[§ . , . ’ . s 7 : 2 : :
9Note que o sinal no tltimo termo é arbitrario, uma vez que A é uma incoégnita a ser determinada.
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Formulagao de MEF para principio variacional generalizado

Consideramos o principio variacional do problema de Poisson com a modificagdo que incorpora as
condigoes de contorno essenciais, dado em (14.221). Por comodidade de notagao fazemos a conversao
U=0duel=0\

/vu-va dQ—/ba dQ—/ gidl + [ A dF+/ (u— @)\ dl = 0. (14.241)
Q Q Ff 1% u

O formalismo para a sua solucao via elementos finitos inicia-se com as discretizagoes

u(x) = N(x)U,
Ax) = NiAx)A, (14.242)

onde N(x) e N(x) sdo matrizes com as funcoes de forma associados a uma certa malha e U e A
sdo os correspondentes valores nodais. A partir dessa discretizagao obtém-se

~

Vu=B((x)U, Vi=Bx)U e \=N,(x)A. (14.243)

Assim, a forma fraca discretizada fica

ur { </ B'B dQ> U—/NTb dQ — | NTgdr + ( NTN, dF> A}+AT NI(NU-a)dl' = 0.
Q Q Iy Ty Ty

(14.244)
Considerando que a expressao é valida YU e A admissiveis, obtém-se
(/ B'B dQ)U—/ Ny d— | NTgdr+ (/ NN, dF)A: 0,
Q Q Ty u

| -

K F RT (14.245)
(/ NIN dI‘)U— NTa dT = 0.

u Fu
R C

A solugao nodal {U, A} é obtida do sistema algébrico modificado

T
[Ié IE HX}:{(F:} isto ¢, KU=F. (14.246)

Nota-se que essa é a mesma expressao (10.34) obtida para imposigdo de condigbes de restri¢oes
pontuais via multiplicador de Lagrange.

14.9 Restricoes na forma fraca via penalizagao

Consideremos como exemplo a forma fraca usual do problema elastostético: obter u € Kin tal que

/e(ﬁ) co(u) dQ = /ﬁ b dQ +/ a-tdl, Vae Var (14.247)
Q Q r;

u € Kin, deve satisfazer, a priori, as restricoes u — a = 0 em I';,. A forma fraca pode ser modificada
para incorporar essas restrigoes. Na secao anterior vimos essa incorporagao ser feita via multiplicador
de Lagrange. Aqui apresentamos a incorporacao via penalidade. O principio variacional modificado
toma a forma: obter u tal que u; € H*(Q) e



14.10. Exercicios 415

14.17

14.18

14.19

14.20

14.21

14.22

Determine a forma fraca associada. Mostre que o operador diferencial L associado é auto
adjunto. Qual é o problema adjunto?

Para o problema do Exercicio 16, determine o funcional F(u). (Solugdo: F(u) = 3 / {— W)+
Q
u? + 2ux} dQ + tul,_;.)

Obter uma solugao aproximada para o problema de minimo de F'(u) do Exercicio 16, usando
o método de Rayleigh-Ritz. Considere 4 = 1, ¢ = 5, L = 1000. Use a aproximacao dada em
(14.236). Obtenha resultados de erro relativo em & = L para u e para u/, para uma sequéncia
de N’s na base. Use a solucao exata do Exercicio 19.

_ t+14u sen L

Obtenha a solugao exata do problema do Exemplo 16. (Solucao: u(x) T

cos T — x.)

sen r + g

No exercicio 17, determine a norma Ly(€2) do erro relativo, €1,(Q), Para uma sequéncia de
valores de IV, onde ey, (q) ¢ definido por

e [ o

Compare as taxas de convergéncia com aquelas obtidas por uma outra avaliagao de erro, dada
pelo erro relativo entre as normas Lo:

||um6f||L2(Q) - H“exatOHLz(Q)

(14.251)

e =

||uezato||L2(Q)

Obtenha a expressao (14.115) da primeira variacao de um funcional de duas fungoes, usando
a série de Taylor.

Obtenha (14.129) usando (14.112), considerando F' como F' = F(u1, ug, U1z, U1 y)-
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