Capitulo 6

Analise matricial - modelo de viga

6.1 Flexao de viga - Hipé6teses geométricas e cinematicas

Em engenharia civil é costumeiro denominar viga a uma haste submetida a esforcos de flexao e
coluna ou pilar ao elemento que, embora geometricamente seja semelhante, é submetido a esforcos
axiais. Da mesma forma, em engenharia mecéanica, componente similar submetido a flexao e torgao
é conhecido como eizo, enquanto que os rotores sao submetidos a rotacao, flexao, torcao e cargas
axiais. Apesar de suas diferencas construtivas, de uso e de caracteristicas geométricas, principal-
mente da sua secao transversal, todos estes componentes compartilham a propriedade geométrica
que ter uma das dimensoes (comprimento) sensivelmente maior que as outras duas.

Neste capitulo analisaremos o comportamento mecinico de uma haste quando submetida a
esforgos transversais e momentos fletores, isto ¢, vigas. Estes esfor¢os nao provocam (quando os
deslocamentos e deformagoes do componente sdo pequenas) esforgos resultantes axiais, que j& foram
vistos no modelo de barra. Posteriormente, veremos como acoplar os dois fenémenos, construindo
um modelo que é capaz de representar esforcos transversais e axiais simultaneamente, permitindo
a simulacao de estruturas reticuladas planas com transmissao de esforcos de flexao.

Comegamos pelo estudo do modelo conhecido como modelo de viga delgada ou viga de
Euler-Bernoulli. Este modelo é o mais simples e utilizado, dentre virios outros existentes.

Como ji apontado, uma viga, assim como uma barra, é um corpo sélido tridimensional que
possui uma dimensao (comprimento), apreciavelmente maior que as outras duas (altura e largura
ou diametro). Devido a esta caracteristica, o comportamento mecéanico da viga sob carregamentos
transversais ao seu eixo longitudinal possui um padrao particular. O modelo de viga, buscando
simular tal padrao, é construido baseado na abordagem de mecénica dos sélidos tridimensional
junto a hipéteses adicionais que se ajustam a esta situagao especifica e a0 mesmo tempo simplificam
as equagoes diferenciais envolvidas.

Para a anélise de vigas, inicialmente considera-se um sistema de eixos cartesianos, onde o eixo
x estende-se ao longo da extensao da viga, passando pelo centroide de cada secao transversal. Os
demais eixos sao paralelos & secao transversal, tem origem no centroide, isto é, devem ser eixos
centroidais. Além disso, esses eixos sdo requeridos serem eixos principais de inércia da secgao,
isto €, sdo eixos tais que o produto de inércia da secdo ¢ nulo: I, = [ 4 Yz dA = 0. O motivo
dessas restricoes pode ser visto em textos padrao de resisténcia dos materiais. Pode-se relembrar
que eles sao necessdrias para garantir a satisfacao das equagoes de equilibrio num segmento de viga
sob flexdo. Outras hipdteses sao listadas abaixo.

e Hipdétese geométrica. Uma vez posicionado o sistema de eixos, a viga pode ser representada
por uma linha de referéncia ao longo do eixo T e uma se¢do transversal que possui drea A
e momento de inércia I, em relacdo ao eixo z. (Como estaremos inicialmente tratando de
flexao plana, simplificaremos a nota¢ao do momento inércia usando apenas I.) Num caso mais
geral, estes parametros sdo varidveis ao longo da viga possibilitando definir fungdes A(Z) e
I(z).

Outra hipdtese importante é admitir que o comprimento ¢ muito maior que as dimensoes
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linha de referéncia, ¢ (Figura 6.1):

L duy(z) _
Uy (T, y, 2) e 1Y

u(x) =1 uy(z,y,2) p= a,(z) . (6.1)
ﬁz(fay72) 0

O campo de deformagcao que este deslocamento provoca pode ser calculada pela expressao (3.29).
A tnica componente de deformacao nao nula ¢ a deformagao axial e5:

duy, d ( duy(z) \  0Puy - Pay
ex_da‘:_daz(_ dz y>__8332y T T (62)
6.2 Equacao diferencial de equilibrio em vigas
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Figura 6.2: Esforgos e carregamento distribuido num segmento de viga.

Observemos o segmento de viga de comprimento AZ mostrado na Figura 6.2. Considerando que
qualquer porcao da viga se encontra em equilibrio dindmico, a regiao em estudo deve satisfazer a
equacao XL F, = i, Am, onde i, ¢ a aceleragao transversal do segmento e Am ¢é sua massa, dada
em termos da densidade p por Am = pAAZ. Entéo,

_ _ AN
~Qy(®@) +Qy (& + AT) + / o(#) di = pAii, A, (6.3)

onde Qy(Z) ¢ a o esforgo cortante na se¢io de coordenada 7 e ¢() é a carga transversal distribuida
por unidade de comprimento. Aproximando o cortante por uma série de Taylor em torno do ponto
T, tem-se

=0. (6.4)

_ A d ) O A_z
Qy (7 + AZ) = Qy(z) + %(E)Af +0(A2%), onde  lim (Aa‘:f)

O teorema de valor médio do cédlculo postula que existe uma posi¢ao £ no intervalo (z,  + AZ)
tal que a integral das cargas distribuidas é igual ao produto do valor da carga calculado neste ponto
pelo comprimento do intervalo de integracao:

/ o(#) di = q (6) AT (6.5)

Substituindo esta relacao em (6.3) e usando (6.4) temos

—Qy(@) + q (&) AT + Qy(7) + %Af +O(AF?) = pA i, Az (6.6)
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Substituindo em (6.14) obtém-se

_ d>u d%a B _ d*a
Mz(m)—/deQy > dA = E— y/AdeA — Mz(x):ElzzﬁQy

(6.16)

onde I, ¢ o momento de inércia da segao transversal da viga em relagao ao eixo z.l' Substituindo

nas equagoes de equilibrio dindmicos (6.7) e (6.12) temos ¢(Z) = Qy + pAv
~ dM, d3u
Q@) =-""— B 2
dem dz . (6.17)
q (i’) = d_y + pA’U =FKI T + pAUy,
Num problema estdtico, a equacao diferencial da curva eldstica é
d*uy (7) -~

Esta tdltima expressao é conhecida como a equagao diferencial de equilibrio da viga ou equagao
diferencial da curva elastica da viga. Para obter a chamada curvae eldstica, isto é, a fungao
deslocamento 1, (Z), deve-se resolver esta equacgao diferencial junto com as devidas condicoes de
contorno. Isto envolve um processo de integragao que, neste caso, devido a simplicidade da equagao,
pode ser feito de forma analitica:

~4 —3 —2
EI ay(z) — ¢~ +01 +02 S CaT 4+ Ca =0, (6.19)

cujas constantes Cy, Co, C3 e C4 sdo facilmente determinadas com o auxilio das condigoes de
contorno.

6.3 Matriz de rigidez para flexao de vigas - Método direto

Nesta se¢ao vamos deduzir a matriz de rigidez do modelo de flexdo de vigas, buscando relacionar
de forma direta deslocamentos e esforcos através da solucao analitica da curva eldstica de um
segmento de viga obtida na se¢do anterior. Por este motivo o procedimento descrito aqui se denomina
abordagem direta. De fato, diversos outros processos podem ser usados para a determinacdo das
matrizes. Por exemplo, via principio dos trabalhos virtuais ou pelo principio da energia potencial
minima. Alguns desses métodos serao utilizados nos capitulos seguintes, quando do tratamento de
problemas mais complexos como no caso de elementos finitos de elasticidade ou de placas, onde o
método direto se torna invidvel.

Consideramos aqui um elemento finito de viga, de comprimento L, descrito por dois nés, referidos
como nés 1 e 2, (ou ainda I e J), como na Figura 6.3. O método direto é baseado no fato que a
curva eldstica do elemento de viga é completamente determinada por quatro condi¢oes de contorno
que podem ser dadas pelos deslocamentos dos nés, @,1 = 4y(0), 4,2 = uy(L), e pela rotacao da
linha tangente & curva eldstica nestes pontos: 6 = dii,(0)/dZ e 02 = duy(L)/dz.

Neste desenvolvimento consideramos inicialmente, por simplicidade, que o carregamento transver-
sal distribuido aplicado na viga é nulo, isto é, estamos considerando apenas carregamentos concen-
trados de forca transversal e de momento fletor aplicados nos nds, as chamadas cargas nodais.
(Posteriormente o tratamento de cargas distribuidas serd introduzido.) Além disso, temos uma
hipétese adicional, a de que o comportamento da viga é linear.

Uma funcao de deslocamento arbitrdrio no elemento pode ser obtido pela soma de quatro fungoes
de deslocamentos padrdo mais simples. Cada funcio de deslocamento padrao ¢;(7), j = 1,...,4, &
obtida como a solugao de curva eldstica de uma viga que tem um dos deslocamentos ou rotagoes

!Para simplificar a notacio, em geral usaremos apenas I em lugar de I...
b
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Figura 6.3: Deslocamentos e esforgos nodais num elemento de viga.
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Figura 6.4: Funcoes de interpolagao ciibicas 1D de viga de Euler.

nodais prescritos como igual & unidade em um dos nés e prescrevendo os deslocamentos e rotagoes
nos demais nés como nulos, como mostrado na Figura 6.4b, onde sao ilustradas as quatro fungoes
possiveis. Por exemplo, se apenas o deslocamento no né 1 é unitdrio, a curva eldstica produz a
funcao ¢,(z). De forma andloga, para deslocamentos unitdrios no né 2, e para rotagdo unitdria
nos nés 1 e 3, as correspondentes curvas eldsticas produzem as demais fungoes ¢j(§:) mostradas na
Figura 6.4. A dedugdo dessas quatro fungdes é feita na préxima segao. Essas fungbes padrao, no
ambito do método de elementos finitos, sdo denominadas fungoes de interpolacao ou funcgoes
de forma.

Uma curva eldstica para um problema genérica de flexao de vigas, submetida a carregamento
arbitrario (de cargas concentradas) e com apoios arbitrdrios nas duas extremidades, pode ser de-
composta como uma combinagao linear das fungoes de forma ¢;(Z), isto ¢

y(7) = Uy 81 () + 02102(7) + Uy2¢3() + 02204(2), V3 € [0, L], (6.20)

onde ¢1(Z), ¢o(T), p3(T) e ¢4(T), sdo as curvas eldsticas padrao (funcoes de forma), e Uy, 01, Uy2
e 64, sdo os deslocamentos e rotagoes nodais do deslocamento no problema, (também simplesmente
chamados deslocamentos nodais do elemento). Em (6.20) as fungoes ¢;(z), ¢ = 1,---,4, sdo
conhecidas e, durante o processo de solucao, as incégnitas do problema sao os deslocamentos nodais
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que definirdo a solu¢do. Entretanto, neste ponto, ainda falta determinar as fungoes ¢;(z), assim
como os esforcos associados a estas, o que é feito na secao a seguir.

6.3.1 Curvas elasticas para deslocamentos unitdrios

M,
e N
= 1 A %)
/ S * k 72()?);
ad ——/ =
X
(@) (b)

Figura 6.5: Diagrama de corpo livre para o lado esquerdo de um corte numa segao arbitréria s, e
os esforcos Qy(z) e M,(Z).

Vejamos inicialmente como obter a solugdo da primeira fungdo, mostrada na Figura 6.4(b) e
detalhada na Figura 6.5. As condig¢bes de contorno deste problema sao:

_ du
;1 = Uy(0) =1, 0.1 = d—;(o) =0, (6.21)
_ _ _ dii,

Faz-se um corte numa secao genérica s do elemento, na coordenada local Z. Indicam-se os
esforcos nodais atuantes no né 1 e os esforcos na secio genérica, como indicado na Figura 6.5.2
Fazendo equilibrio de momentos temos uma expressao para o esforco de momento M, (Z) na secio
em termos dos valores nodais, isto é, M,(Z) = Plya_c — M.1. Da equacdo diferencial de equilibrio,
eq. (6.16) temos entao que

Pa, -
EIT :MZ(ZL') :Pylx—le. (623)
z
Integrando duas vezes obtemos a solucao
di _ oz
EI 2 = Pp— — Mz
di yl 9 17+ Ch,
_ jl.v?) _ EQ
EI ﬂy(:f) = Pylg —M21?+Cli‘+02. (6.24)

Resta agora identificar os valores das quatro constantes, Pyl, M1, C1 e Cy com o uso das quatro
condicoes de contorno disponiveis. Para z = 0, e Z = L temos que a rotacdo du,/dz é nula. Da
condigao (6.21)2 obtemos que C; = 0 e usando (6.24); temos M,; = Py;L/2. Substituindo obtemos

73 72

EI ﬂy(:f:) = pyl% — Pyl%L + Cs.

20bserve os esforcos indicados nas Figuras 6.2 e 6.5. Em ambos os casos o sentido mostrado indica valores positivos
tanto para forgas cortantes quanto para momentos, embora no né 1 as orientacgées estejam invertida. Ocorre que na
primeira figura estdo indicadas as orientaces usuais na teoria de resisténcia dos materiais, usada para obter, por
exemplo, a equagao diferencial de equilibrio (6.18). Por outro lado, a Figura 6.5 indica a convengao usada para tratar
valores nodais em elementos finitos. A convengao diz que valores nodais sdo positivos se associados a vetores orientados
no sentido positivo dos eixos cartesianos. Assim, tanto no né 1 quanto no 2, o cortante e momento nodais apontam
para o lado positivo de g e Z.
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o modelo de flexao plana:

i EI EI EI EI 7
Pt TR Op
GEL Bl (EL EI

K=| I L L L (6.31)
EI El El El ’
27y 0 gy O

EI 2EI 6EI 4EI

L L2 L L2 L

Observemos que a matriz é simétrica, da mesma forma que a matriz de rigidez do modelo de barras,

e também singular.

6.3.3 Exemplo 6.1 - Viga em balanco

Consideremos um exemplo simples, onde a viga ilustrada na Figura 6.6 é simulada com um tnico
elemento engastado no primeiro né. A viga possui as seguintes caracteristicas: comprimento L =
100 mm, secio transversal com dimensdes h = 4mm e b = 2 mm, momento de inércia I = 32/3 mm*

e médulo de elasticidade E = 2,0 - 10° N/mm?.

Figura 6.6: Dados do Exemplo 6.1.

Solugao:

A Figura 6.7 mostra o modelo de elementos finitos para o problema, onde a viga foi modelada
por apenas um elemento. Podem-se observar os nés globais (ﬂyl, 9z1, Uy, 6 »2), as forgas e momentos
aplicados (Fy1, M1, Fy2, M.2) e as reagoes incégnitas Ry1 e Ry no né 1. Dos dados do problema
na figura (a), as forcas e momentos aplicados sao Fy; = M, =0e Fyp = =5 N e M3 = —200 Nmm.

Substituindo estes dados na matriz (6.31), o sistema de equagoes fica

25,6 1280 —25,6 1280 @yl =0

1280 85333 —1280 42667 0,1=0 _Fe4R

—25,6 —1280 25,6 —1280 Uy2 o

1280 42667 —1280 85333 0,9

o T 2 (6.32)
a B M. =0 Ry =7
onde F* + R = Fy— -5 + 0
M.y = —200 0

Nesta equacao ja foram indicadas as condicoes de contorno que, neste caso, impoem deslocamento
e rotagao nulos no né 1 (condicao de engaste). Ao mesmo tempo essas condigoes introduzem duas
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200 Nmm

5N

Figura 6.8: Dados do Exemplo 6.2.

este problema sao:

1\10 : [Iélm] Elem. N61 N6 2 Elem. B |N/mm?| I [mm?]
, 1 1 2 1 2,0 x 10° 32/3  p
2 40
. o 2 3 2 9 2,0 x 10° 32/3
N6 @, 0. Elem. N6 1 N6 2
T 1 2 iy 0. uy 0

A construcao do sistema de equacoes de equilibrio se fundamenta em dois conceitos: no equilibrio
de cada um dos nés, e no equilibrio de cada elemento. Nos nés podem ser aplicadas forcas conhecidas
sao Fy1, M1, Fya, M.2, Fy3, M.3 e atuam reacoes incégintas [2y; e Ry no né 1. No exemplo, o
equilibrio dos nés fornece seis equagoes (Figura 6.9):

Py
M}
Pp+ Pp

72
M7

Fy1 + Ry,
M1 + Ry,
Fya,

M.,

Fys,

M., (6.34)

Para os esforcos os sub-indices indicam o ndmero do né global do elemento, e o sobre-indice
indica o nimero do elemento. O lado esquerdo dessas equagoes sao os esforgos, e esses esforgos se
relacionam aos deslocamentos nodais pelas equacoes algébricas de equilibrio dos elementos, que sao:

Uyl yl
Elem. 1: KIU'=F! = K!= Ky Kjp Ky Ky 00 | _ ) M,
Ki, Ki, Ki, Ki, Uy Py (’

Ky Kiy Kiz Ky |\ 0z M,

K121 K%z K123 K%4 Uy2 15_y22
Elem. 2: K?°U?=F? = K?= K3 K3, K3 K3 00 | _ ) M3 (6.35)

K3 K3 K3 K3, Uy3 P;g,
K} K Ki; Ki 023 M2

Substituindo essas expressoes para os esforgos em (6.34), obtém-se as equagoes globais de equilibrio
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Figura 6.9: (a) Esforgos nodais nos nés locais dos elementos do Exemplo 6.2. (b) equilibrio dos nés
globais e dos elementos.
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e o sistema global de equacdes de equilfbrio, ja eliminando os graus de liberdade restritos pelas
condigoes de contorno, resulta em

518,52 —4444,4 118,52  3555,6 Uy2 0
—4444,4 3,5555 x 10°  —3555,6 71111 0.0 | 0
~118,52  —3555,6 118,52  —3555,6 ug () -5
3555, 6 71111 —3555,6 1,4222 x 10° 0.3 —200

A solugao deste sistema fornece os seguintes valores nodais de deslocamentos:

Uy2 —0,2375 mm

0.0 | ) —1,125 x 1072 rad uy1 = 0,
ugs [ 1,25 mm ¢ { 6.1 =0. }
6.3 —2,109 x 1072 rad

Observagoes

Podemos observar que os resultados sdo idénticos aqueles obtidos no exemplo anterior. O fato
que o modelo de dois elementos do presente exemplo fornece, em forma direta, o deslocamento
numa secao intermedidria nao é grande vantagem, dado que o mesmo valor pode ser obtido no
exemplo anterior com um simples cédlculo, a partir da equacao da curva eldstica do elemento, eq.
(6.33). Em outras palavras, no modelo de vigas com carregamento concentrado nos nés,
(sem carga distribuida) os resultados do MEF sao iguais a solugao exata da equagao
diferencial. Por isto nao é preciso modelar uma viga com mais de um elemento para obter os
resultados de forma exata (a menos que esta tenha segdo transversal varidvel ou esteja submetida
a carregamentos distribuidos). Note que esta é uma situagao particular dos elementos de
barra, viga e alguns poucos outros. O método de elementos finitos, em geral, fornece

apenas uma aproximac¢ao da solugao exata.

6.4 Aplicagao de condicoes de contorno

O procedimento utilizado no capitulo de barras, e nos exemplos anteriores de vigas, para imposi¢ao
das condigoes de contorno, pode ser sistematizado e ampliado para outros casos, gerando um proced-
imento padrao, valido para o método de elementos finitos em forma geral, isto é, aplicdvel a solugao
de qualquer problema na forma algébrica padrao KU = F, de ordem NN, independentemente de que
o modelo envolva elementos de barras, vigas, placas, sélidos, ou qualquer outro.

Consideram-se os seguintes casos tipicos de condigoes de contorno:

1. u; = u;, onde u; é um valor conhecido. Esse é o caso de deslocamento prescrito num grau de
liberdade j. Um caso particular bastante comum é @; = 0.

2. w; = cjuj+cpup +qup+- - - cpup, isto €, u; ¢ uma combinacao linear de diversas outras compo-
nentes nodais. Essa condigao é muito comum para impor condigoes como aquela ilustrada na
Figura 10.1, onde um né é obrigado a deslocar-se ao longo de uma diregao predeterminada, tal
que as componente x e y do deslocamento nao podem ser independentes, mas devem guardar
a relagao u, = ¢ Uz, onde ¢ = tan ¢.

Apenas o primeiro caso é tratado nesse capitulo, e os demais casos de restricao sao detalhados
no Capitulo 10.

6.4.1 Condigcao de contorno - caso u; = u;

O procedimento consiste nas seguintes etapas.
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O célculo das reacoes ¢ feito apés a determinacio dos deslocamentos U.Do sistema original,
KU = F = F*+R, obtém-se as reagoes por

R =KU - F* (6.42)

onde F? é o vetor de forgas aplicadas conhecidas. Ele serd nao nulo apenas nos graus de liberdade
prescritos.

6.5 Viga com carregamento axial e flexao plana

Nesta secao vamos construir um modelo de viga adequado & simulacao do comportamento de elemen-
tos submetidas simultaneamente tanto a esforcos axiais quanto a transversais. E importante notar
que, até este ponto, as hipéteses admitidas sobre geometria, deslocamentos e comportamento de
material permitiram construir expressoes que apresentam um comportamento mecénico desacoplado
entre a parte axial (modelo de barras) e transversal (modelo de vigas): esforgos axiais nao produzem
alteracoes na distribuicdo de esforcos de flexdo e vice-versa. Os deslocamentos sao restritos a pe-
quenos valores, a barra é reta e o material é isotrépico eldstico-linear. Porém, se os deslocamentos
forem maiores, se o material nao for homogéneo-isotrépico (material composto, por exemplo) ou se
a geometria nao for reta (vigas curvas), os esforgos de flexdo podem induzir esforgos axiais, assim
como uma tragao pode dar origem a deformagoes de flexao. Nao sendo este o caso, podemos formu-
lar o equilibrio de uma haste que se estende ao longo do eixo coordenado local T, como na Figura
6.10, usando as expressoes de barra e viga analisadas previamente de forma separada:

Figura 6.10: Definicao de sinais para esforcos nodais em elemento plano de viga.

AL 1 -1 g1 | _ [ Pm
Barra — A [ 11 } { iy } = { Py [ (6.43)
12 6L —12

: EI | 6L 4L?> —6L
Viga. — —

1

= a8 (6.44)
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Juntando essas seis equacdes numa matriz inica, obtemos:

r AFE AE 1
— 0 0 - 0 0
L L
12EI  6EI 12EI  6EI Tip1 (P
0 — 0o - — x xl
L3 L2 L3 L2 Ty ]5
0 6EI AET 0 6EI 2EI Y yl
1.2 L 1.2 L 01 M. (6 15)
-— 0 0 — 0 0 T
L L Ty P
12EI  6EI 12E1 6EI _ _
0 I 2 I3 2 022 ( M.
6EI 2EI 0 6FEI  AFEI
L L2 L L2 J

ou, em forma compacta, KU = F. A matriz nessa expressao ¢ a matriz de rigidez de um elemento
da viga que considera carregamentos axiais e transversais. O tnico inconveniente deste sistema de
equilibrio é que estd escrito para uma posicao particular, onde o eixo T da viga coincide com a
coordenada cartesiana global x. Logo, a modelagem de uma estrutura plana constituida por vigas
(um pértico plano, por exemplo) requer que primeiramente se obtenha a equagao matricial de cada
elemento escrita em relagao ao sistema global de coordenadas.

Considere um sistemas de coordenadas local 3z e um global zyz, como na Figura 6.11. O
sistema local tem o eixo T orientado ao longo do elemento, com origem no né local 1, e orientado na
dire¢ao do né 2. Os eixos local z e global z sdao coincidentes, de forma que o sistema local é obtido
a partir do global por uma rotacao plana em torno do eixo z, do angulo .

Para se obter uma expressao da equacao matricial de equilibrio de um elemento de viga arbi-
trariamente orientado no plano (z,y), devemos fazer uso da mesma matriz de rotacao utilizada no
modelo de barras, com a unica diferenca que o grau de liberdade correspondente a rotacao da segao
nao precisa ser rotacionado, uma vez que esta grau de liberdade é orientado na direcao do eixo z,
0 mesmo eixo em torno do qual o sistema de coordenadas é rotacionado.

U,
Y2 _ /7
A X
|"I><2

A SR
- A

M,

Px2

(b)

Figura 6.11: Deslocamentos e esfor¢os em viga no plano.

Para efetuar a transformacao das componentes serd usada uma matriz de rotacao similar aquela
usada no modelo de barras em problemas coplanares. Esta matriz permite escrever as componentes
dos deslocamentos no sistema local da da viga a partir dos deslocamentos no sistema de referéncia
global. Seja {€1,€2} e {e1 €2} os vetores unitarios do sistema local e global respectivamente e sejam
{1, 7, é} e {u,v,0} as componentes de deslocamento de um né da viga no sistema local e global de
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6.6 Vetor forca consistente para carga distribuida

Até esse ponto, consideraram-se apenas cargas concentradas, cuja incorporacao as equagoes de
equilibrio é feita por simples adicdo no grau de liberdade adequado do vetor forca aplicada F¢.
No caso de cargas transversais distribuidas sobre o elemento, torna-se necessario o uso de um
procedimento de cédlculo para a identificacao dos valores nodais de carga a serem incorporados a F¢.
Apresentaremos aqui apenas os resultados, e deixamos sua dedugao (que é baseada no principio dos
trabalhos virtuais), para a segao 18.5, pagina 499m, junto aos efeitos dindmicos.

y y y i
A f . a9

yl y2
| F—»
1 2 X 1
my

@ (b) ©

a;

B
|

Figura 6.13: (a) Carga transversal distribuida arbitrdria sobre um elemento de viga; (b) forgas
nodais equilvalentes; (c) carga com variagao linear.

Considere um elemento de viga submetido a uma carga transversal arbitraria ¢(z) como na
Figura 6.13. O vetor de cargas nodais equivalentes a essa carga distribuida é obtida a partir das
fungdes de forma ¢(z) (dadas em (6.28)), por

fyl I ¢1
e — ;[; - [_Oq(x) 2; dz (6.52)
ma o5

onde fy1 m1, fy2 e ma sao as forcas equivalentes, como ilustradas na Figura 6.13b. Esse vetor deve
ser sobreposto aos vetores dos demais elementos e as forcas concentradas, somando todas as forcas
aplicadas a cada né global.

No caso particular de carga variando linearmente ao longo do elemento, como na Figura
6.13c, efetuando as operagoes para ¢(z) = qi(L — &)/L + q2(z/L), obtém-se o vetor de forgas
equivalentes do elemento como:

fn 3(7q1 + 3q2)

= mi L L (3q1 + 2¢2)

F¢ = = — 6.53
Jy2 60 3(3q1 + 7q2) (6:53)
ma —L (2q1 + 3¢2)

onde ¢; e g2 sdo os valores nodais da carga distribuida. No caso final de carga uniforme, ¢(z) = g,
tem-se

fyl 6

e __ m1 qOL L

Fe = fo o o (6.54)
mao —L

6.6.1 Rotacao do vetor forgca para uso em elementos inclinados

Todo o desenvolvimento acima é restrito ao sistema local de coordenadas do elemento. Se o elemento
estiver rotacionado em relagdo ao sistema global, como na Figura 6.11, o vetor forga consistente no
sistema local do elemento, egs. (6.52)-(6.54), precisa ser rotacionados ao sistema global. Isso é feito
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como na segao 6.5, equacao (6.47). Primeiro, o vetor (6.52) precisa ser expandido de forma a incluir
as forcas axiais. No caso de auséncia de forcas axiais distribuidas, tem-se o vetor local como:

( f:xl e (0 )
fyl I ¢1
e ﬁ}zl — ¢1
F¢ = Ljf?ﬁ /xzoq(a;) q(; dx (6.55)
y2 2
L M22 ¢2

Em seguida, o sistema local é rotacionado as direcdes globais por F¢= R¢TF¢ usando a matriz
de rotacao plana (6.46). Em forma aberta, no caso particular de rotacao plana, essa relagao
fica

Fa )" [ec -5 00 0 07( fu)°

Fy s ¢ 00 0 O fur

le _ 0 0 1 0 0 0 mzl . ) . Tee

Fpo 10 0 0 c —s 0 for isto é, F°=R“F (6.56)
Fys 0 0 0 s 0 fuo

M2 L0 0 00 0 1] L mu

onde ¢ = cosa, s =sen «, R é a matriz de rotagdo, v é o angulo que o eixo local Z faz como o
global z. F¢ e F¢ sdo o vetor de forca consistente do elemento no sistema global e no sistema local,
respectivamente. Observe que a matriz de rotacao ¢ a mesma usada para rotacionar a matriz de
rigidez do elemento. No caso geral de elemento com orientagao arbitrdria no espaco, nao plana, a
matriz de rotagao ¢ obtida da eq. (6.92).

No caso particular de carga variando linearmente ao longo do elemento, como na Figura
6.13c, o vetor de forgas equivalentes no sistema local do elemento é dado em (6.53) e no sistema
global fica:

(Fpy \° [ cosa —sena 0 0 0 0 0
Fy1 sena cosa 0 0 0 0 3(7q1 + 3q2)
le . 0 0 1 0 0 0 £ L (3(]1 + 2(]2)
Fo o 0 0 0 cosa —sena 0 | 60 0
Fyo 0 0 0 sena cosa 0 3(3q1 + 7q2)
M., 0 0O 0 0 0 1] | —L@au+3p)
isto é,
Fu \°© —3(7q1 4+ 3q2) s )
Fn 3(7q1 + 3q2) ¢
M L L (3q1 + 2¢2)
= — 6.57
Fo 60 ) —3(3q1+ 7q2) s ( )
Fyo 3(3q1+ 7q2) ¢
M ) —L (2q1 + 3q2) )

onde s =sen « e ¢ = cos .

6.7 Esforcos e tensoes nos elementos em problemas planos

Nos elementos de viga, é de interesse a determinacao dos esforcos e tensdes médximas, além do
deslocamento mdximo. Essa determinacao segue uma sequéncia de etapas, aplicadas a cada
elemento, que segue um procedimento similar aquele visto no Exemplo 6.1. Deve-se ter claro que
todos os cédlculos de deformagoes, esforcos e tensoes sao feitos no sistema local de coordenada
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Figura 6.14: Esforgos nodais positivos no elemento de viga e cotas na segao transversal para tensoes
normais.

€ Umin, como visualizado na Figura 6.14 (em caso de segdo simétrica, Ymax = h/2 € Ymin = —h/2,
onde h é a altura da secdo transversal da barra, ao longo da diregdo y). Observe que nesses dois
pontos, as parcelas de tensao associadas a N, sao idénticas, mas as parcelas associadas a momento

M, sao de mesmo médulo e sinais contrdrios. Tem-se assim as tensoes normais nos dois nés do
elemento:

,

Nz  M3(0) _
fibra superior: 0z(0) = - I(O)ymax,
N6 local 1 N MZ(ZO)
fibra. inferior: 2(0) = =5 — = fjnin,
ra inferior 0z(0) I I.. ]
( Nz  M5(L
fibra superior: oz(L) = a1 I_(_)gma)(a
N6 local 2 N MZZL (6.65)
fibra inferior: oz(L) = f - ;()ymin,

Os esforgos cortantes no elemento sao dados a partir da curva eldstica ou do momento por
Qy = —Elzz435)433 = dMz/dz. Derivando (6.63) tem-se

12 6 - _
Qy(z) = 73 (Uy2 — Uy1) — 12 (0214 0.2) (6.66)

Observacgoes:

1. Nota-se que o esforco cortante é uniforme no elemento, isto é, seus valores nodais sao iguais,

Q5(0) = Qz(L) = Qy(7).

2. Deve-se enfatizar que os esforcos obtidos nessa secao, de momentos e de cortante, sdo exatos
se nao houver carga distribuida transversal no elemento.

3. O célculo das tensoes usando a férmula de flexdo em (6.65) pressupoe que os eixos locais no
elemento, § e Z, sdo eixos principais de inércia da secao.
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Figura 6.17: Pértico plano do Exemplo 6.5.

de contorno. Numericamente, isto significa que os deslocamentos dos nés 1 e 3 sejam excluidos da
contagem da tabela de graus de liberdade. A tabela indica assim que existem apenas seis graus
de liberdade efetivos, que efetivamente comporao a matriz de rigidez global. Usando esta tabela e
a tabela de conectividade, podemos construir a matriz ou tabela de indexacao de cada elemento.
Para isto identificamos os nés que formam o elemento e listamos os seus correspondentes graus de
liberdade:

Tabela de Graus de Liberdade dos elementos

Elemento uz1  uy1 0.1 Uz uy2 02
1 - - - 1 2 3
2 1 2 3 4 5 6
3 4 5 6 - - -

Esta tabela sera imprescindivel para sobrepor corretamente as matrizes elementares na matriz global.
Calculando a partir destes parametros as matrizes de rigidez de cada elemento, temos:

e Elemento 1:

868450,75  4917357,2  983,52188 —868450,75 —4917357,2 —983,52188
4917357, 2 27889142  173,42122 —4917357,2 —27889142  173,42122
Kl — 983,52188  173,42122  958,53988  983,52188 —173,42122  479,26994
—868450,75 —4917357,2  983,52188  868450,75  4917357,2  983,52188
—4917357,2 —27889142 —173,42122 4917357, 2 27889142 —173,42122
| —983,52188  173,42122  479,26994  983,52188 —173,42122  958,53988 |
e Elemento 2:
621 - 10° 0 0 —621-10° 0 0
0 6210 3105 0 —6210 3105
K2 — 0 3105 2070 0 —3105 1035
| —621-10° 0 0 621 - 10° 0 0 ’
0 —6210 —3105 0 6210 —3105
i 0 3105 1035 0 —3105 2070
e Elemento 3:
[ 868450,75 —4917357,2  983,52188 —868450,75 —4917357,2 —983,52188 ]
—4917357, 2 27889142  173,42122 —4917357,2 —27889142  173,42122
K — 983,52188  173,42122  958,53988  983,52188 —173,42122  479,26994
—868450,75  4917357,2  983,52188  868450,75  4917357,2  983,52188 | ’
4917357,2  —27889142 —173,42122 49173572 27889142 —173,42122
| —983,52188  173,42122  479,26994  983,52188 —173,42122  958,53988 |
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Baseado na tabela de indexagao, cada uma destas matrizes é inserida na matriz global, que possui
a dimens@o de nimero de graus de liberdade contabilizados pela tabela de indexagao (no presente
exemplo, s@o 6 graus de liberdade, aqueles correspondentes aos nés 2 e 3). Esta forma de trabalhar
evita construir toda a matriz de rigidez (12 graus de liberdade correspondentes aos nés 1 a 4) para
posteriormente eliminar aquelas equagoes associadas a graus de liberdade prescritos. No presente
caso, a0 tomar uma componente elementar cuja posigdo for nula na matriz de indexagao (como
por exemplo as componentes Ki;, Ky, Kis, Ki,, Kis, Kis), esta é simplesmente niio sobreposta no
sistema. Apoés a insercdo das matrizes elementares na matriz global, obtemos

[ 62968451 4917357,2 983,52188  —621 - 10° 0 0 i
4917357,2 27895352 2931, 5788 0 —6210 3105
K — 983,52188 2931,5788 3030, 5399 0 —3105 1035
| —621-10° 0 0 62968451  —4917357,2  983,52188
0 —6210 —3105 —4917357,2 27895352  —2931,5788
i 0 3105 1035 983,52188 —2931,5788  3030,5399

Uma vez que os graus de liberdade nos apoios nao foram incorporados, essa matriz é nao singular.
O vetor de carga nodal equivalente ao carregamento distribuido no elemento 2 é obtido partic-
ularizando (6.57) para o caso ¢ = g2 = g, e orientacao do elemento o = 0:

Fu 7 0 ) (0 )

Fp L/2 —100
Fo) Ma — rz/iz | _ ) —50/3

Fuo 0 0

Fyo L/2 —100

Mz2 ) _L2/12 \ 50/3 /

A solucao do sistema KU = F fornece o vetor deslocamento que, anexado aos valores ja con-
hecidos permite escrever a seguinte tabela de deslocamentos nodais do modelo:

N6 Uy Uy 0,
1 0 0 0
2 2,10158 x 107" m —3,67462 x 107® m —8,35238 x 1073 rad
3 —2,10158 x 107" m —3,67462 x 1075 m  8,35238 x 1073 rad
4 0 0 0

6.8 Torcao em Vigas

Nas segoes anteriores foi vista a formulagao de um elemento finito de viga que resiste a esforcos axiais
e transversais contidos num mesmo plano. Com este modelo é possivel simular treligas ou pérticos
planos, submetido a carregamentos coplanares. Porém se o carregamento possui componentes fora
do plano ou a prépria geometria da estrutura nao for plana, e muito possivel surjam esforcos de
torcao. O modelo que considera os efeitos de flexao, de extensao e de tor¢do atuando em conjunto
permitird simular estruturas de pérticos tridimensionais.

6.8.1 Equacao diferencial de vigas em torcao

A hipétese fundamental do modelo mais simples de torgao (linear) é a de que as se¢des perpen-
diculares ao eirzo da viga permanecem planas apds a deformacao, e sofrem apenas uma rotacdo de
corpo rigido, como se fosse um disco de espessura nula girando em torno do eixo. Esta hipétese
s6 é vdlida em vigas de secao circular. Entretanto o modelo é ainda utilizado em elementos
finitos de se¢bes nao circulares através da incorporacao de fatores de corregao.



6.8. Tor¢ao em Vigas 139

y

@ X (b)

Figura 6.18: Angulos de cisalhamento 7 e de tor¢do # num segmento de barra sob torcao.

Considere um segmento de barra de secao circular como a da Figura 6.18a, onde duas segoes
transversais separadas por uma distancia diferencial dZ sofrem uma rotacao relativa df,, provocando
um cisalhamento . Considere-se um segmento axial AB definido numa coordenada radial constante
r. Esse segmento deforma-se em uma curva helicoidal AC. O segmento AC tem comprimento
diferencial ds. Esse segmento também define o angulo de rotacio relativa df, por ds = rdf,. Entdo
observa-se que, para pequenas deformagoes, o segmento ds entre os pontos pode ser visto como
segmento de arco para dois arcos distintos ao mesmo tempo, o arco de raio r e o arco de raio dz.
Sumarizando, as seguintes relagdes geométricas podem ser formadas:

_ do
ds = rdf, = vdz — 7_:621,
dx r
df.(T)
tal T, 1) = 6.74
al que y(z,r) =r 77 (6.74)
Usando a Lei de Hooke 1D para cisalhamento puro, tem-se
df.(z
T(z,7r) = Gy(z,7) = Gr (:13) (6.75)

dz
Aqui 6, é o angulo de rotacio da secio transversal em torno do eixo axial da barra, v ¢é a deformacao
cisalhante, G o mddulo eldstico de cisalhamento, r a coordenada radial do ponto onde estd se
avaliando a deformagao cisalhante e 7 a tensao cisalhante. Observe-se que a tensao e a deformagao
crescem linearmente com o raio, sendo nulos no centro e atingindo o valor méximo na superficie
externa cilindrica da barra.

O esforco de torcao M, da secdo ¢ dado pela integral das tensdes cisalhantes multiplicadas pelo
raio r de atuacao:

) do,
M, = / rrdA = / Gr?—=dA,  (usadaa eq. (6.75),
A A de,'

. df df . df
M,=G—= [ r’dA=G—= — M, = GJ—== :
G /Ard G GI— (6.76)

onde J é o momento polar de inércia da secao.

Consideramos aqui apenas o caso de uma barra submetida apenas a cargas concentradas de
torgao. (Momentos distribuidos podem facilmente ser incorporados.) A condigao de equilibrio de
um segmento de haste de comprimento AZ como na Figura 6.19, submetida a esforgos de torgao, é
dada por:
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é, é a solugao exata, desde que a se¢do seja uniforme e o carregamento seja concentrado nos nés.
Assim, o campo de rotacées pode ser definido a partir de duas condi¢oes de contorno, que sao as
rotacoes dos extremos da barra.

Ya Ya
Ul, IEX1 UZ’ 'EXZ axl’ I\ﬁxl axZ’ MXZ
—> F—>—> —>> —>»p»—>
1 L, E A 2 X 1 L,G,J 2 X
() Tragdo (b) Torco

Figura 6.20: Rotacoes e esforgos nodais de tracao e de tor¢ao num elemento.

Consideramos um elemento de barra de comprimento L, como na Figura 6.20b, definido pelos
nés 1 e 2, que sofrem rotagoes torcionais #,; e 6,9, e onde os esforcos de torcao sao M 1 e Mo
respectivamente. A derivada df,/dZ pode ser calculada a partir da diferenca entre as rotagoes dos
nés 1 e 2:

@,
dz L
Vi 9902 - 0:{:1
M, = GJ — 1 (usada a eq. (6.76))
GJ - GJ -
= —79:1:2 + 79:131- (6.83)

Da condicao de equilibrio global do elemento de barra, temos que
MLLQ + Macl =0,

e usando esta equacdo junto com (6.83), obtém-se o sistema

GJ - GJ - —
70$ _7033 :Mza
L 2 L 1 1
GJ - GJ - —

- L9m2+ LemlexZ

Colocando essas duas equagoes em forma matricial, temos a expressao algébrica do equilibrio de um
elemento finito de barra submetido a torcao:

GI[ 1 -1 021 My

il Z ={ = 6.84
L [ -1 1 ] { 02 M 4o ( )
Estas sdo as equactes de equilibrio discretizadas, para a torgao, e podem ser incorporadas aos

modelos de tracao e flexdo com o intuito de formular o problema geral de uma viga no espaco
submetida a um conjunto genérico de esforgos.

6.9 Vigas no espago tridimensional

Nesta secao vamos construir a matriz de rigidez de um elemento finito de viga que suporta esforgos
axiais, flexao em dois planos perpendiculares e torcdo. Em suma, os elementos necessarios para
a simulacao de estruturas espaciais que transmitem esforgos através dos seus nés. Consideremos
para isto uma viga situada no seu sistema local de coordenadas, isto é, com a direcao coordenada
Z coincidente com o eixo da viga (Figura 6.21). Note-se que os eixos locais 7 e Z devem ser
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Figura 6.21: Deslocamentos e rotagoes nodais e forgas e momentos nodais no elemento de viga 3D.

eixos principais de inércia da segao. Neste sistema, as equagoes de equilibrio que a viga deve
satisfazer sao:

e Equilibrio axial,

B

e[ 7)) E)

e Equilibrio & flexdao no plano (Z — 2),

12 6L -12 6L Ty Fy
EI, | 6L 4L*> —6L 2L? 0.1 | ) Max (6.86)
L3 | -12 —6L 12 —6L Uy [ ) Fye '
6L 2L* —6L 4L? 0.2 M .o
e Equilibrio & flexdo no plano (Z — 7),
12 —6L —12 —6L U Fa
EIL, | —6L 4L* 6L 2L? 0 | _ ) Mp (6.87)
L3 | —12 6L 12 6L Uso F. '
—6L 2L?> 6L 4L? 0,2 My

e Equilibrio a torgao,

GJI[ 1 -1 0 M
- O | _ [ M | (6.88)
L | -1 1 020 Mo
Escrevendo todas estas equagdes numa unica matriz, se tem o sistema de equagoes completo do
elemento finito de viga no sistema local de coordenadas do elemento

KU =F, onde (6.89)
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(U1 ) [ Ri1 Riz Ris 1 [ uar
Uy Ro1 Ry Ras Uyl
Uz R31 Rz Ras Uzl
021 Ri1 Ri2 Rug 021
01 Ro1 Ry Ras 01
0.1 | R31 Rz Rss 0.1
Uz [ Ri1 Ri2 Ris Ug2
Uy2 Ro1 Rz Rag Uy
Uz R31 Rsz2 Rss Uz
022 Ri1 Ri2 Ris 022
Oy2 Ro1 Roo Ras 0y2
.0 i R31 R3z Rsgs | | 0:2

(6.93)

ou simplesmente

U =RU. (6.94)

As matrizes de rotacdo em (6.92) e (6.93) rotacionam as componentes de qualquer vetor, do
sistemas de coordenadas OZyz para o sistema Ozyz. Entao as componentes dos esforgos nodais sao
transformadas da mesma forma que os deslocamentos em (6.94):

P = RP. (6.95)

As equagdes de equilibrio no sistema global Oxyz sao dadas substituindo (6.94) e (6.95) nas
equagoes do sistema local Ozyz, eq. (6.89), e em seguida pré-multiplicando ambos os lados da
igualdade por R™!. Uma vez que R™! = R”, o sistema de equagoes algébricas de equilibrio
do elemento fica

K°U®=F°, onde K°©®=RTKR. (6.96)

E possivel notar que a deducio explicita da matriz de rigidez pode ser feita, porém o resultado é
demasiado longo para ser de alguma vantagem. Assim, o que se faz para gerar a matriz de rigidez
do elemento K¢ &, primeiro calcular K e R, e em seguida obter o produto triplo RTKR. Essa
operacgao deve ser repetida para cada elemento.

6.10 Observagoes - cisalhamento transversal e vigas de Timoshenko

Na maioria dos programas de elementos finitos os elementos de viga incorporam um fator de cisal-
hamento. A deducao das matrizes de rigidez mostradas neste capitulo leva em conta apenas o efeito
do momento fletor (0 modelo denomina-se teoria de Euler-Bernoulli para flexdo de vigas). O fator
de cisalhamento é usado junto a uma outra teoria, denominada teoria de vigas Timoshenko, de
forma a levar em conta, de forma aproximada, os efeitos do esforco cortante na flexdao da viga. Uma
das defini¢es do fator de cisalhamento ¢é a relacao entre a tensdo cisalhante maxima e a tensao
média que ocorre numa secao da viga:

fp = [max (6.97)

Tmed

Para a secao circular de didmetro D, a tensao cisalhante devida ao esforco cortante ocorre ao
longo do segmento diametral da secao. Textos de resisténcia dos materiais deduzem a expressao
para uma secao arbitraria

Qy Pz max

Tmax = Izz ¢ ) (698)

onde @, ¢ o esforco cortante na se¢ao na dire¢ao y, P, max ¢ 0 momento estético da regiao hachurada,
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de drea A,, mostrada na Figura 6.22a, em relacao ao eixo principal z, e I,, é o segundo momento
da secao completa em relagdo ao eixo z. t é a espessura de material da se¢do na cota z=0,¢e A é a
drea da secao completa. Lembrar que o momento estatico de uma drea em relagao a um dado eixo
pode ser calculado por P, max = Z A, onde Z é a coordenada do centroide da drea As.

@ y As  ® p ?'

t t=D

Figura 6.22: Parametros geométricos: (a) numa segdo arbitraria e (b) numa secéo circular, para o
célculo da tensao cisalhante maxima.

Para uma segao circular, textos de estdtica fornecem a expressao para o momento estédtico Ps
de uma drea semicircular em relacao a sua linha diametral como:

2D
P, =—A,, (6.99)
3T

onde A é drea da regido semi-circular. Isso permite o cdlculo do momento do anel semicircular
tubular da Figura 6.22b em relacao ao eixo centroidal z como:

pmax = Pemt - P’inta
2Dt ngxt 2Dipy 7TDZ'2nt
_ . 6.100

Finalmente, como a tensao cisalhante média na se¢@o é Tpe¢q = Qy/A, a expressao para o fator de
cisalhamento na secao anelar fica

Tmax  Qy P/L..t AP
Tmed Qy/A L.t

Note que na secao circular nao é necessdrio distinguir entre os momentos de inércia nas direcoes
1y ou z, por serem idénticos.

k=

(6.101)
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Figura 6.23: Segao anular e tensoes cisalhantes transversais.






