Capitulo 22

Plasticidade classica

O estudo da plasticidade cobre uma variedade de fenomenos através de uma quantidade imensa de
teorias e modelos que tentam se ajustar as peculiaridades de cada tipo de comportamento. Em sua
forma mais geral, o termo “plasticidade” se refere, de um ponto de vista puramente fenomenolégico
(visto apenas pelos seus efeitos externos, macroscépicos), ao desenvolvimento de deformagoes
permanentes em uma porgao de matéria sélida, apds a aplicagao e remogao de um
carregamento. Entretanto, o mecanismo fisico da mudanca que a estrutura do material sofre
é diferente em cada classe de material. O estudo de plasticidade tem origem com a plasticidade
de metais. Por outro lado, os polimeros apresentam mecanismos pldsticos distintos dos metais,
porém parte dos conceitos e modelos matema&ticos desenvolvidos para metais sao adaptados ao
comportamento pldstico dos polimeros.

A velocidade do carregamento também gera diferencas de comportamento e requer distintas
teorias. Velocidades de carregamento muito altas, caracterizando velocidades de impacto, alteram
os valores das propriedades do material. Por exemplo, na maioria dos materiais estruturais, tanto os
metais quanto os polimeros, por exemplo, valores caracteristicos do diagrama tradicional de ensaio
tensao-deformacao unidimensional, como os valores de médulo de elasticidade e de tensao de inicio
de escoamento, se tornam maiores conforme a velocidade do carregamento no ensaio cresce.

No extremo oposto de carregamentos aplicados ao longo de tempos extremamente longos, o
material exibe comportamento viscoso, além de plédstico. Isso requer modelos dependentes de taxas,
os modelos viscoelasticos e os viscoplasticos.

Os modelos matematicos distinguem-se também em modelos pequenas e de grandes deformagoes
(também denominadas plasticidade infinitesimal e finita, respectivamente). Essa distingao
ocorre principalmente devido a maior complexidade das formulacoes e das implementacoes computa-
cionais do MEF para as formulacoes de plasticidade finita. Enquanto as formulacoes infinitesimais
ja tinham se desenvolvido até um ponto adequado em 1975, apenas no inicio dos anos 1990 diversas
dificuldades fundamentais das formulacoes finitas encontraram solugoes consideradas satisfatérias
pela comunidade cientifica.

As teorias de plasticidade infinitesimal sao tais que a tnica ndo linearidade presente no modelo
¢é na relagdo constitutiva do material. As demais relagoes da mecénica do continuo sado tomadas
como lineares. O conjunto completo de relagoes utilizadas na formulacao infinitesimal é o seguinte:

e Relagoes constitutivas. Nao linear, dada pela teoria da plasticidade.

e Relagoes cinemdticas de pequenas deformactes. Sao as relagoes deformagao-deslocamento,
que sao tomadas lineares.

e Pequenos deslocamentos. A configuragao geral do corpo nao muda com o carregamento. O
equilibrio é imposto na configuracao indeformada e nao é feita uma distin¢ao entre formulagoes
Fuleriana e Lagrangeana.

E interessante ter um entendimento qualitativo claro entre grandes deslocamentos e grandes de-
formagoes. Um exemplo tipico é o de uma viga longa, em balango, com comprimento L muito maior
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que sua altura h, submetida a uma carga transversal. Observa-se que para certos niveis de carga
pequenas o suficiente, é possivel ter deformacao maxima (e correspondente tensao) ainda no nivel
considerado pequeno, por exemplo menor que 2 %, que ocorre na fibra extrema préxima do engaste.
Entretanto, para essa mesma situacao, dependendo do comprimento da viga, é possivel que ela apre-
sente deslocamentos transversais considerados grandes, por exemplo valores muito superiores a sua
altura h. Numa situacao como essa nao é possivel ignorar a existéncia de grandes deslocamentos na
formulagao, mesmo que junto a pequenas deformacoes, sob pena de se obter solucoes excessivamente
distante da realidade.

Assim nao se pode, por exemplo, modelar uma placa plana sob carga transversal até que ela
seja deformada num cilindro. Isso exigiria a utilizacao das teorias de plasticidade finita. Logo,
a formulagao infinitesimal nao pode ser usadas em processos de conformacao mecénica. De fato,
numa placa, casca ou viga, os deslocamentos médximos devem ser, no méximo, da mesma ordem
de grandeza da espessura, sob pena de gerar erros progressivamente crescentes na soluc¢ao obtida
conforme as deflexoes se afastam desses limites.

Mesmo com a limitagao de pequenas deformagoes (tipicamente e < 0,10), a teoria permite a
andlise de uma infinidade de situacoes em engenharia. Pecas metdlicas em méquinas, por exemplo,
sao tipicamente projetadas para trabalhos em regime eldstico, sob niveis bastante estreitos de deslo-
camentos, deformagoes e tenstes admissiveis. Entretanto, em situagoes excepcionais de trabalho,
como numa sobrecarga, a peca pode sofrer deformacoes pldsticas localizadas, nao excessivas, que
podem ser moldadas pelas teorias de plasticidade infinitesimal. Se o material tiver baixa ductibili-
dade, a falha pode ocorrer em pequenas deformagoes, ainda dentro da faixa de validade da teoria.
Do contrério, num aco com alongamento de ruptura de 40%, o modelo nao serd capaz de simular o
comportamento da peca até a ruptura. (Figura 22.1).

Deve-se notar, entretanto, que independentemente da faixa de aplicabilidade da teoria infini-
tesimal de plasticidade, os seus conceitos e estruturas matematicas formam a base das teorias de
plasticidade finita.

Pequenas deformagdes

Elastico

\

0,001 0,10 040 €

Figura 22.1: Classificagao arbitraria de pequenas deformagées.

No presente capitulo descreveremos a teoria cldssica de plasticidade, adequada principalmente a
metais, para pequenas deformacoes, independente da taxa de deformacao. Inicialmente o formalismo
matemadtico da teoria é descrito um problema unidimensional e, em seguida, é estendido ao caso
tridimensional. As formas diferenciais da teoria sao integradas incrementalmente, o que completa a
teoria constitutiva. Em seguida é considerado o MEF para a discretizacao do problema global. Por
dltimo, o método de Newton-Raphson é descrito para a solucao do problema algébrico nao linear
gerado pelo MEF.

As teorias descritas nesse capitulo sdo provenientes, principalmente, de Prager em 1951 [86] e
em 1956 [87], Hill em 1950 [48] e Ziegler [113]. E uma teoria bastante conhecida e descrita com
maior ou menor nivel de detalhamento em diversos livros como o de Chen [20], Lubliner [66], Simo
[94], Malvern [67], Fung [38], dentre outros. Aspectos fisicos do fenomeno de plasticidade podem
ser vistos em Lemaitre [65].
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5. Tensoes tais que f(o) > 0, (isto é, 0 > op ou ¢ < —og) sdo inadmissiveis no modelo.
Esse ¢ um modelo matemdtico para um material elasto-pldstico perfeito (ou ideal),
representado pela curva tensao-deformagao da Figura 22.3.

le

Cp />0
/ Regido inadmissivel
/=

B 0 b
Regido admissivel
E A

<0

€

Figura 22.3: Material elasto-plastico perfeito.

6. Caso f(o) =0, isto é, 0 = £op, pode-se ter escoamento no elemento de atrito, com varia¢ao
de eP, isto é, pode-se ter &P £ 0.

7. Caso f(o) =0, tem-se que P pode crescer ou decrescer conforme o sinal de o, isto ¢é,

sco = og>0 = &P >0,
seoc = —op<0 =¢&<0. (22.6)

A representagao matemadtica do escoamento é feita introduzindo uma separacao de varidveis
em que se define um nimero real ~, sendo que v > 0, como o valor absoluto de éP. Porém, o
sinal de &P é sempre o mesmo da tensao, de forma que

eP = ~ysign(o) (22.7)

onde sign(o) é a fungao sinal, definida por (ver Figura 22.4)

. +1se o >0,
sign(o) = { o <0 (22.8)
A ‘G'
19 sign (o)

v

-1

Figura 22.4: Fungoes sign(o) e |o|.

8. Observa-se que
se f(o) < 0=~ =0 (item 4),
se f(o) =0=~v>0 (item 7).

Logo, qualquer que seja a condigao, deve-se ter que

7f(@) =0 (22.9)
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Figura 22.6: Material com encruamento isotrépico em reversao de carga.

encruamento cineméatico, considerando que a faixa eldstica BD tem o mesmo comprimento que FA,
isto é, 20g. Assim, o centro da regiao linear BD cresce com a deformacao plastica, ao longo da
linha tracejada OC.

Figura 22.7: Material com encruamento cinemdtico em reversao de carga.

Observagao 1 - Caso um dado problema nao envolva reversao de carga, tanto o modelo de
encruamento isotrépico quanto o cinemaético produzem o mesmo resultado. Entretanto, com
reversao da tensao em algum ponto do corpo, o modelo isotrépico tende a ser nao satisfatoério,
e deve-se usar conjunto o cinemadtico.

Observagao 2 - Os modelos de encruamento isotrépico e cinemadtico sdo detalhados indi-
vidualmente, mas ambos os efeitos ocorrem simultaneamente, em maior ou menor grau, em
cada material. Geralmente ambos os modelos sao implementados em conjunto nos cédigos
comerciais de elementos finitos, quando sao conhecidos por encruamento misto.

22.1.1 Modelo 1-D de plasticidade com encruamento

O encruamento isotrépico ¢ frequentemente modelado de forma linear em relacao & quantidade
de escoamento, designada por «, de forma que sua evolugao é definida por

&= |2P| = 1. (22.11)

O critério de escoamento para o encruamento isotrépico toma a forma

flo,a) = |o| = (op + hia) <0
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—— = sign(o) (22.17)

que pode ser obtida por inspecao da Figura 22.4. Entao usando a regra da cadeia tem-se

dlo—p| _ dlo— 5|00~ B)

5 90—F) 0o =sign(oc — ) - 1. (22.18)

Levando a (22.16), tem-se

f = sign(a — B)& + sign(o — B)(—1)3 — hyd.
Como ¢ = E(c —P), e B e & vem de (22.13) e (22.11), tem-se

f =sign(o — B)[E( — &) — yhe sign(o — B)] — hiy = 0.

Usando &7 = ysign(o — ) e notando que [sign(-)]* = 1, tem-se

[ =sign(oc — B)Eé —y[E + he+ hi] =0 para~y > 0.

Logo, pode-se resolver para +:

_ sign(o - B)E,

= 22.1

22.1.2 Matriz elastoplastica

Em anélise elastopldstica por elementos finitos é necessario o calculo da chamada matriz elastoplds-
tica, que no problema unidimensional se reduz a um escalar, Ep, definido por

o Q-

Erp (22.20)

)

E7 depende do estado (o, ¢,eP, o, ). Nota-se que essa relacao frequentemente é colocada em forma
de diferencial:

Er

g _do/dt do (22.21)

T de/dt  de
Busca-se o incremento infinitesimal de tensao do para um dado incremento infinitesimal de. Essa
relagao pode ser deduzida partindo da relagao eldstica (22.2)

o= B(& —P).
Usando a expressao de v em (22.19) e éP = vsign(o — ) de (22.14), tem-se

. 2 2

sign(o — E
Comparando essa expressao com a definigao (22.20), pode-se obter E para o processo pldstico. J&
para o processo eldstico, Fr é simplesmente o mdédulo eldstico. Entao, para qualquer uma das duas

situagoes se tem o moédulo elastoplastico 1D, para encruamento misto bilinear, dado por:

E(he+ h;)

=49 E+(he+hi)’
E, se v = 0.

sey >0, (22.22)

O médulo Er é o médulo elastoplastico. E a rigidez do material na regido de encruamento,
como visto na Figura 22.5. Note que ele tem contribuigao de ambos os encruamentos: isotrépico h;
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e cinemdtico h.. Contudo, caso h. = h; = 0 segue-se que Er = 0 e o modelo reverte-se ao modelo
de plasticidade perfeita.

22.1.3 Algoritmos de integracao

A formulacao de plasticidade descrita acima estd em forma diferencial, védlida para intervalos de
tempo dt infinitesimais. Entretanto, no processo de cédlculo, o que se dispoe sao de incrementos
finitos, de tempo At, de carga, de tensao, etc. Assim, as equacgOes diferenciais precisam ser dis-
cretizadas e integradas adequadamente no tempo, ao longo de um incremento finito At, do instante
t ao instante ¢ + At. Considera-se uma sequéncia de instantes de tempo, denotados por

tOv tlv t27 e 7tn; tn+17 e (2223)

sendo que o instante inicial é tg = 0 e um intervalo tipico é definido pelos instantes t,, € t,, 11 = t,+At.
Para o processo de integragao, considera-se que no ponto do corpo sob consideragao (no MEF
isso corresponde, tipicamente, a regiao em torno de um ponto de integracao de um dado elemento)
toda a solucdo seja conhecida no tempo t,, designada por ,, €&, ay, e 3,,. Note que esses valores
sdo suficientes para determinar diretamente a tensio através de o, = E(e, —ef)).
Considera-se que seja dado um incremento na deformacao total, Ae, 11, (obtido pelo processo
iterativo de Newton-Raphson) que modifica a solugao no ponto para o instante ¢,1, isto é:

Dados: €,; €h; an; B, Calcular para t,y1:

22.24
Dado: Agpyq - En+41; €ﬁ+1; Un+15 Bpi1 ( )

A integragao entre t,, e t,11 € feita por um algoritmo de retorno, como descrito a seguir. Essa
familia de algoritmos é baseada, em parte, no esquema cldssico de integragao numérica de equagoes
diferenciais ordindrias denominada regra do ponto intermedidrio.

Regra do ponto intermediario

Considere o problema de valor inicial (PVI) definido por:

{ Zgg)) - J; (Ou(t)) (22.25)

isto &, um PVI dado por uma equagao diferencial ordinéria de primeira ordem para a fungao u = u(t),
com f(u) sendo uma fungao conhecida e u, o valor inicial de u(t). Observe na Figura 22.8 uma
curva ilustrativa de u(t). O valor de u(t,) em t,, ponto C, é conhecido, e busca-se o valor u(t,+1)
em E. Inicialmente, arbitra-se um valor 6 € [0;1] e define-se um instante no intervalo [t; t + At]:

tnyg = Otny1 + (1= 0)t,. (22.26)

Nesse ponto, f(tn4e) € igual a u, isto é, Uy+9 = f(tnrg). Essa é a inclinagdo de tangente a curva
u = u(t) no ponto A da Figura 22.8. Se essa reta é transladada para interceptar o ponto C em
tn, gera-se uma reta CD, que gera o ponto D em #,41. O ponto D é uma estimativa algébrica da
solugao correta (ponto E), e é o valor utilizado na integra¢ao numérica. Existe um valor 6* que que
que define uma tangente que é exata no sentido que faz o ponto D coincidir com E, gerando o valor
correto up 41 = u(tp+1). Como esse 0 é desconhecido , obtém-se uma estimativa w1 de u(t,41).
O algoritmo é construido de forma que 6 é usado para gerar linearmente o tempo intermedidrio
tn19, € também o valor intermedidrio u, 9. O resumo do esquema torna-se o seguinte:

Up+1 = Up + Atf(un+9)> onde
Upto = Oupt1 + (1 — O)uy, tal que (22.27)
Unt1 ~ U(tpt1).

O processo de cdlculo toma a solucao conhecida em t,, isto é, u,. Resolve-se o sistema formado
pelas duas primeiras equagoes em (22.27), e obtém-se u, 1. Uma vez u,41 determinado, calcula-se
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u 4

u(tn-i-])
Up+1

u(tn-l—e)
Un+0

u,=u(t,)

Upt+1 — Uy

v

Iy n+0 Tn+1 !

Figura 22.8: Tlustracao da regra do ponto intermedidrio.

Upt2, € assim por diante, até o instante final de interesse. A partida do processo é ug, que é valor
inicial dado no problema, usado para obter u;. O algoritmo é tal que, conforme At — 0, tem-se que
Uptg — U(tnig) € Upt1 — u(tpy1). O algoritmo produz solugao exata sempre que a solugao exata
for linear.

Para qualquer valor arbitrado 6 > 0, tanto o lado esquerdo de (22.27); quanto o direito dependem
da incégnita uyy1, que deve ser extraida por um método numérico de determinagao de raizes de
equagao algébrica (Newton-Raphson, por exemplo).

No caso particular em que § = 0 tem-se um esquema explicito (conhecido por regra de
Euler). “Explicito” porque (22.27) fica na forma u,+1 = uy, + Atf(uy,), isto é conhecendo u,,
obtém-se diretamente u,1, sem a necessidade de resolver a raiz de uma equacao nao linear como
no caso 6 > 0.

Outros casos particulares de (22.27) bastante usados sao para § = 1 (esquema implicito de
Euler) e § = 1/2. A anilise matemadtica desses esquemas mostram que para ocorrer estabilidade
incondicional é necessério usar 6 > 1/2, quando entao se pode usar qualquer tamanho de At. Isso
significa que, se for usado 6 < 1/2, deve-se usar At < At.,, para evitar crescimento descontrolado
na solugao. At é um tamanho critico de incremento de tempo, pequeno o suficiente para garantir
a estabilidade do processo. A estabilidade nao se confunde com precisao, que é méxima apenas em
0=1/2.

22.1.4 Forma incremental das equacoes de elastoplasticidade

As equagoes de plasticidade com encruamento misto, integradas usando a regra do ponto inter-
medidrio, com @ = 1, sdo resumidas abaixo. (Sempre se tem que Aeg,1; ¢ dado, tanto quanto a
solucdo em t,: €,,ch, o, B,,)-

(a) As equagoes diferenciais do problema sao as equacoes de evolugao (22.14), (22.11) e (22.13):

&P = v sign(o — B),
& =, (22.28)
B=H'éP,

(b) Suas formas incrementais vem da aplicagao de (22.27) a cada uma delas:

= e+ Ay sign(asn — Bun),
Qi1 = ap + Ay, (22.29)
Bn—i—l - 677, + hCA7 Sign(an-i-l - ﬂn—&-l)v

onde Ay = v, 1At e foi tomado H' = h, = const.

(c) As equagbes complementares sao:

{ Entl = €n + Agpy1 (22.30)

ont1 = Eleny1 — b )
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(d) No instante t,11 as condigoes de Kuhn-Tucker tem que ser satisfeitas, agora em forma

discreta:
Forma continua: Forma discreta:
f <0 B fn+1 = ‘Un-s-l - 6n+1| - (UE + hian+1) <0, (22.31)
=0 — Avfa1 =0,

Nota-se que esses testes dependem do conhecimento do valor de f,+1, que nao é previamente con-
hecido.

22.1.5 Algoritmos de retorno

As equagoes (22.29) a (22.31) sao suficientes para se obter uma aproximagao numérica ao problema
elastopldstico num ponto do corpo. Entretanto, os diversos testes que precisam ser feitos para iden-
tificar se o incremento Aeg, 1 envolve descarregamento, ou carregamento eldstico, ou ainda carrega-
mento pldstico, tornam-se razoavelmente intrincados de serem implementados computacionalmente,
principalmente considerando-se o fato que o algoritmo é implicito e nao hd uma forma direta de
avaliar f,, 11 e assim fazer os testes de Kuhn-Tucker. Os Algoritmos de retorno proporcionam uma
maneira alternativa e elegante de realizar os cdlculos e os testes.

Inicialmente é definido um estado teste eldstico (trial state). Esse é um estado ficticio, obtido
por uma corre¢ao do estado em t, como se Ag,y1 fosse completamente eldstico. Observando a
Figura 22.9, se a solu¢dao em t, é o ponto A, com (&,;0,), adicionando-se elasticamente Ae,, ;1
obtém-se o ponto teste em B. Esse ponto é fisicamente inatingivel , ficticio, sendo apenas uma etapa
intermediaria do procedimento. Posteriormente o algoritmo vai buscar a solugao admissivel sobre a
curva de encruamento, no ponto C, isto é, (0p+1;En+1).

>
»

€ €1 Epr1 €
Asz

Figura 22.9: Estado em t,, em A, estado teste em B e estado final em C.

O estado teste é definido evoluindo elasticamente todas as varidveis:

t —
O—nr-i-l =0y, + EA€n+1,

tr

E%Jrrl =éen,

Q) = o, (22.32)
Bn-‘,—l = Bn?

'rtz7:i-1 = }UZ—H - ﬂn’ - (UE + hzan)

A primeira equacao pode ser modificada por
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Ont1 = Ong1— 5n+1a
Opt1 = (UZ—&-l — Bn) — AY(E + he)sign(dn1)- (22.37)
—_—
6::—}—1

Observe que sempre se pode representar um numero real z por |z|sign(z). Fazendo essa substitui¢ao
em d,41 em (22.37) tem-se

(Gt sign(Gar1) = 017, | sign(8ly1) — Ay(E + he)sign(dnsn).

Coletando os termos tem-se

[8041] + Ay(E + ho)Jsign(8ur1) = 077, | sign(67, ). (22.38)

>0

O colchete a esquerda é positivo desde que E + h. > 0. Entao obtém-se duas relagoes:

sign(p4+1) = sign( Zﬂ)’
nsr] = |01 ] = Av(E+ he). (22.39)

A relagao (22.39); é um resultado fundamental na teoria, e sua importéncia se tornard evidente
em sua versao adaptada ao problema 3D. Nesse ponto, sua importancia reside no fato de que 0,41
¢ incégnita mas ndo 67 ;. Assim, sign(-) pode ser simplificado em (22.38) resultando (22.39),.
Uma expressao para a determinagao de A~ pode ser finalmente obtido da condigao de Kuhn-Tucker
A~ fni1 = 0: uma vez que Ay > 0, seque-se que fr+1 = 0. Assim,

fn+1 = |5n+1| _(UE + hianJrl) = 07
=601 = AY(E+he)  —(op + hians1), usando (22.39),,

= |00 | = AY(E+he)  —[og + hicnt1 + hioy, — hion),  usando (22.29),,
=04 | = (08 + hiow)  —AY(E + he) — Avhg,

= e —AY(E + he + hy), usando (22.32),.
logo,
)
Ay= —— 22.4
T E A he + b (22.40)

Com isso se conclui todas as dedugoes necessarias. Os cdlculos sao feitos numa sequéncia diferente
da deducgao, e sao resumidos a seguir.

22.1.6 Fluxograma 22.1 - Algoritmo de retorno do problema 1-D com encrua-
mento misto linear

1. Dados &, &b, ap e 3, num ponto z do corpo. o, também estd armazenado ou é calculado
_ p _
por o, = E(e,, —€n) € ent1 = € + Acpi1.

2. A partir de cédlculos do MEF, é dado Ag,,+1 no ponto x.
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3. Calcular o estado teste:
JEL:H = Ug + EAey 41,
o1 = Tpes ~ O
n+l — 6n+1 - (UE + hian)v

tr _
Qi1 = Qnp.

4. Teste. Se fI; <0 = estado teste ¢ eldstico e real, e a solugdo em ;41 €:

t
{ On+1 = O'nTJrl, A7 =0, Ent+l =En + A€n+1,

— Atr — P _ P
P = Puyrs On+1 = Qn; Ent1 = En '

5. Teste. Se ,thl > 0 = o incremento ¢ plédstico. Usar retorno:

tr

A~ = _ Jntl . A~E si 5tr
T Efheth Ont1 = Tny — AVE sign(On11),
el | =¢eh + AvyEsign(d,], 1), i1 = Qi + A7,

Bri1 = By + heAy sign(éfl’;l)

6. Para os cédlculos posteriores de MEF, é necessdrio o médulo tangente:

E(he + h;)
cay=>U = Er=EaT

Se Ay=0 = FEp=EFE.

22.1.7 Exemplo 22.1 - Ciclo de tensoes

(22.41)

(22.42)

(22.43)

(22.44)

Considere um metal com as seguintes propriedades: op = 300 MPa, FF = 200 GPa, h; = 40 GPa,
he = 30 GPa. Determine a solugdo num ponto do corpo que é submetido, sequencialmente, aos

seguintes incrementos de deformacao:
(a) Aeq = 0,8%;
(b) Aeg = —0,8%;
(c) Aez =0,8%;
A condigao inicial do material é que ele nunca sofreu processo de plastificacao.

Solugao:

Seguimos as etapas de célculo do Fluxograma 22.1. Inicialmente, no tempo t, = 0, com n = 0,

tem-se
P

e Incremento 1: As; = 0,8%.

Passo 3 do fluxograma, para n = 1, com Ag; = 0,008. O estado teste é:

ol" = o9+ EAeq = 0+ 200.000 x 0,008 = 1.600 MPa,
5t = o — By = 1.600 MPa,
" = |67] = (o0& — hia),
= 1.600 — (300 — h; x 0) = 1.300 MPa.

Passo 4. Como f}" > 0, segue-se que Ae; gera plastificagao.
Passo 5. Cilculo do retorno.
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Ay — L _ 432,6
E+he+h; 270-103

o3 = of — AvE sign(6¥) =1.092,5 — 1,602 - 1073 x 200 - 10*(+1) = 772,0 MPa,

€3 ga+Aeg =04+8-10"3=8-1073,

ek b + Ay sign(65) = 2,538 - 1073 41,602 - 1073 (41) = 4,140 - 1073,

as s+ Ay =8,694- 1073,

Bs = P+ heAy sign(65) = 124,2 MPa.

=1,602-1073,

900
O3 - — —|— = — —| —eH
1 - ———-—G-_;D
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7
iy 300 A /ﬁi:
& 1 /
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G //D
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0 2 4 6 8

Deformacdo [x103]

Figura 22.10: Curva tensao-deformagao no ciclo de carga imposto no Exemplo 1.

As tensoes e deformagdes ao final dos incrementos 1, 2 e 3 correspondem aos pontos B, E e H
do diagrama da Figura 22.10. Os incrementos Ae1, Aey e Aes correspondem aos trechos OB, BE
e EH, respectivamente. Os pontos de inflexdao A, D e G podem ser obtidos por cédlculos eldsticos a
partir dos pontos O, B e E, respectivamente.

e Ponto A -0, =0 =300MPa,ecy=04/E=1,5x1073.

e Ponto D - O incremento de deformacao Aepp entre B e D é eldstico, e D é o inicio de
escoamento. Logo, a fungao da superficie de escoamento deve ser fp = 0. Entao o Passo 3 do
Fluxograma 22.1 pode ser usado para obter o valor de Aegp que faz fp = 0:

op =01+ EAegp <0,
dp=o0p—p1 =01+ FEAepp — ; <0 (descarga), (22.45)
fp=10p| — (cg+ Kaj) =0.
Logo,
fp=—01— EAcpp + B1 — (300 + 40 - 103 x 4,818 -1073) = 0.

Entao Aegp pode ser explicitado:

By —o1—492,7  144,4 —637,0 — 492,7
E - 200 - 103
= ep=¢c1+Aegp =3,074- 1073,

Aepp = = —4,93.1073,
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Figura 22.11: Curva o x € no Exemplo 1.

A tensao em D é calculada de (22.45);:

op =01+ EAepp = 637,0+ E(—4,93-1073) = —349 MPa.

e Ponto G - O incremento de deformacao entre E e G, Aepq, é calculado da mesma forma que
Aepp, por um incremento eldstico de E (ponto n = 2) a G, tal que fi = 0. Usamos entao o
Passo 3 do Fluxograma 22.1.

o =09+ EAepg > 0,
0g =0G — Py >0 (carregamento), (22.46)
fa=10cg| — (6 + Kaz) = 0.

Logo,

fa =024+ EAepg — By — (0 + Kag) = 0.
Entao Aepg pode ser explicitado:

By — o2+ (op + hijog) 76,13 — (—=507,5) + (300 + 40 - 103 x 7,092 - 107?)
E B 200 - 103 ’

= 5,837 x 1073,

= eqg=c¢9+ Aegg ="5,837-1073.

AEBG =

A tensdo em G é dada a partir de oo:

oG = 0o+ EAepg = —507,5 + E(5,837 - 107%) = 659, 8 MPa.

A Tabela 22.1 mostra o sumadrio dos valores nos pontos de inflexao do ciclo (as deformagoes
estdao em 1073). Nas Figuras 22.10 e 22.11 observam-se as inclinacoes das curvas de encruamento:
E7 na curva o X € e h; + he na curva o x €. Os resultados mostram que essas inclinagoes tem os
seguintes valores:
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Tabela 22.1: Sumério dos resultados do Exemplo 1. Tensoes em MPa.

€ eP Q o 15}
O 0 0 0 0 0
A 1,50 0,0 0,0 300 0,0
B 8,00 4,815 4.815 637 1444
D | 3,074 8415 8,415 —349 1444
E 0,0 2,538 7,092 -507,5 76,13
G | 5,837 2,538 7,092 659,8 76,13
H | 800 4,140 8,694 772 1242
01— 04 637 — 300
o ea 8=1,5)-103 =51,9 GPa = Ep,
01— 04 637 — 300
T = W—?OGPa—hz—ic.

22.2 Plasticidade Classica 3-D

A teoria classica de elastoplasticidade em estados triaxiais de tensoes é descrita nessa secao, seguindo
a formulagao de Hill [48]. As condigoes de carga/descarga sao aquelas usadas por Koiter [58].

Inicialmente a teoria é descrita em sua forma geral, isto é, para funcoes de inicio de escoamento e
de encruamento arbitrdrios, em seguida é feito um detalhamento apenas para um modelo associativo
Ja (von Mises), com encruamento isotrépico/cinemdtico linear ou isotrépico quadratico/cinematico
linear.

22.2.1 Tensores de segunda e de quarta ordem

O equacionamento da teoria de plasticidade 3-D é mais facilmente deduzido tomando as grandezas
na sua forma tensorial. Apenas ao final da deducao as expressées sao convertidas para a forma
vetorial, que facilitam a programacao computacional.

As formas tensoriais para as componentes de tensao e deformagcao, e suas correspondentes formas
vetoriais (também chamadas notacao de Voigt) sao:

Tensor de 2% ordem Notacgao de Voigt
o11 012 013
o=|o0n 0n on | — o={011,00, 033, 005,012} ,
031 032 033 (22.47)

€11 €12 €13
€= | €21 €22 €23 — € = {e11,€22,€33, 2623, 2631, 2612} -
€31 €32 €33
Observagao 6 - Ao longo de todo o presente capitulo estaremos fazendo uso frequente da notagao
indicial e da regra do somatdrio. Caso o leitor nao se sinta confortdvel , recomenda-se uma leitura
detalhada do material das paginas 14 e seguintes, no Capitulo 1, e Exercicios 1 a 5 daquele capitulo.
Consideremos em seguida algumas defini¢oes 1teis.

1 Tensor identidade 1 de 2¢ ordem. Suas componentes cartesianas sao 1;; = d;;, isto ¢é,

1] = , € sua representacao tensorial é&: 1 = §;;(e; @ €;), (22.48)

o O =
O = O
= o O



22.2. Plasticidade Cldssica 3-D 593

onde e;, 1 = 1,2, 3 sao os vetores ortonormais da base cartesiana. Esse é o tensor identidade usual,
que tem a propriedade de, para um vetor v e um tensor de segunda ordem M, arbitrarios,

[lv=v e 1M = M| (22.49)

2. Tensor identidade simétrico I de 4° ordem. Sua representacao em componentes cartesianas
é:

I=1Ijpe®ej@e,®@e, onde Iy = % {51'1@5]1 + 5il5jk] (22.50)

Suas propriedades sao as seguintes. Dado um tensor de segunda ordem M e um de 4% ordem Q,
arbitrarios, tem-se que

I :M = Sim(M)

1
I :Q = [Qimn + Qjimnlei ®ej @ em @ en (22.51)

isto é, ele produz a parcela simétrica dos tensores em que opera.

3. Produtos de tensores de 4% ordem. Se A e B sao tensores de 4% ordem e M de 2% ordem, todos

arbitrarios, tem-se os seguintes produtos:

A : B = AjjiBrimnei @ €j @ ey @ ey,

A M = AjjMpe; ® ej,

M : A = M;;Aijruer ® ey,

1®1:M=06;jMyge; ®ej = 1tr(M), (22.52)
[191=191,

191:101=3191,

I:B=B:1I=Sim(B).

oo W

4. A relagao tensao deformacao isotrépica linear foi dada na secao 4.2 em notagao de Voigt.
Em notacao tensorial ela é

c=C:e e e=Cl:o,
onde C=A1®1+2GI,

2 2
Componentes:  Cjjp = K0;505 + G010 + 0idjk) — ?Gcsijékl, onde K = \ + gG, (22.53)

1 1 1
Inversa: cl= 9—K1 ®1+ Yel [I — §1 ® 1}

22.2.2 Modelo continuo de plasticidade infinitesimal

Os conceitos e a estrutura da formulacao de plasticidade unidimensional vistas nas secées anteriores
sao completamente similares & sua extensao tridimensional. Os blocos constituintes da teoria sao
os mesmos do caso 1-D, como visto a seguir.

1. Decomposicao aditiva do tensor deformacao linear, numa parte €¢ eldstica e numa parte
eP pléstica:
e=e+el, istoé, gy =cf;+tep (22.54)

Os modelos de plasticidade infinitesimal se caracterizam pelo uso das relagdes deformacao-
deslocamento lineares (mostradas em (3.27), pagina 54).
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2
aP) = - (s —=PB) — 1/ 3 Kala), 22.61
(0,408 = VE=B) B B) - || 2Kala) (22.61)
q
onde s é a parte deviatérica de o, (s = o—3tr(0)1). ¢o = —Ka(a) é a tensdo associada &

deformacao de encruamento «. No caso de encruamento isotrépico linear,

Ky(a) = og + hia, (22.62)

onde h; é o parametro do material para encruamento isotrépico linear.

As tensoes de encruamento, g na formulagao geral (22.57), foi desmembrado em uma funcao escalar
do. € uma tensorial 3.

A funcao central 3 é definida no espaco de fun¢oes devatéricas, isto é, tr3 = 0.

O termo na raiz em (22.61) pode ser expresso em termos do segundo invariante do tensor tensao
deviatérica, (2.36), tal que a superficie de escoamento de von Mises frequentemente é representada
na forma

flo, Ko, B) = \/Ja(s = B) — \/gKa(a), (22.63)

Essa expressao reduz-se a forma (22.12) no caso de estado uniaxial de tensoes.
Outras superficies de escoamento existem, geradas por variagoes nessa forma, e sao conhecidas
por “teorias Jo de plasticidade”.

Eixo
hidrostatico

Superficie de
von Mises

Figura 22.12: Superficie de escoamento de von Mises no espago de tensoes principais, com 3 = 0.

As fungoes de escoamento f em materiais isotrépicos podem ser expressas em termos apenas das
tensoes principais de o, isto é, 01, 03 e 03. Nesse espaco a superficie de von Mises, eq. (22.61), toma
a forma de um cilindro de raio \/2/3K,(c). A Figura 22.12 mostra uma visualizacio da superficie
para o caso de auséncia de encruamento cinemaético, 8 = 0. E uma superficie cilindrica, cujo eixo
coincide com o chamado eixo hidrostatico, que ¢é definido pela linha 01 = 09 = 3. Essa linha faz
angulos idénticos com os trés eixos principais o1, 09 € 03.

A Figura 22.13 ilustra os casos cldssicos de encruamento. Note que a superficie de von Mises é
um cilindro de segao circular, porém sua intersec¢ao no plano og = 0 é uma elipse, como mostrado na
figura. Na Figura 22.13a tem-se o modelo de plasticidade ideal, sem nenhum tipo de encruamento.
Entao a superficie de escoamento ¢é fixa. Na equacao (22.61), 3 =0 e K,(a) = const. = op.

Na Figura 22.13b tem-se uma ilustracao do encruamento isotrépico, em que a superficie
de escoamento tem o centro fixo e expande-se uniformemente pela acao de K,(«). Na Figura
22.13(c) tem-se o encruamento cinematico, em que (3 representa a translagdo do centro da
superficie. Deve-se observar que 3 ¢é definido no espaco de tensoes deviatodricas, de forma que 3
nao representa exatamente a translagdo da superficie no espago 010203, (como ilustrado na figura
apenas para fins de visualizagao).

5. As condigoes de Kuhn-Tucker para carga/descarga sao

v >0, flo,q) <0, vf(e,q) =0 (22.64)




596

Capitulo 22. Plasticidade cldssica

S

(a)

Figura 22.13: Representagoes da superficie de escoamento para modelos de encruamento; (a) sem
encruamento (plasticidade perfeita); (b) encruamento isotrépico; (c¢) encruamento cinemético.

e a condicao de consisténcia é

vf(o,q) =0 (22.65)

22.2.3 Detalhamento das condigoes de Kunh-Tucker e de consisténcia

Pode-se mostrar que as condigoes (22.64) identificam as condigoes de carregamento e descarrega-
mento. Para isso, analisam-se as diversas situacoes possiveis

Caso 1 - Se o estado (o, q) no ponto do corpo for tal que f(o,q) < 0, de (22.64)3 segue-se
que v = 0. Das regras de evolucao (22.58) segue-se que € = 0 e q = 0. Isto significa que nao
hé modificacao no nivel de plastificacao ou de encruamento. Esse caso pode ser resumido por

7 =0,
flo;q) <0 = ¢ &P=4=0, (22.66)
5=C:¢.

O incremento de tensao é entao puramente eldstico.

Caso 2 - Se f(o,q) =0, (22.64)3 implica v > 0, entdo existem duas possibilidades: v =0 e
v > 0 (isto &, processo eldstico ou pldstico), que é identificado pela condigao de consisténcia
(22.65): o valor v depende de que f esteja decrescendo ( f< 0) ou estavel ( f= 0). Abrindo
em detalhes tem-se:

Caso 2.1 - Se f(cr,q) < 0, a condicdo de consisténcia vf = 0, de (22.65), implica que
v = 0. Entao, das regras de evolugio, é&¥ = v = 0. Entdo, apesar de f = 0, seu valor
estd decrescendo elasticamente (descarregamento eldstico). Em resumo,

. v =0,
f<0 ={ &=g=0, (22.67)
6=C:¢.

Caso 2.2 - Se f(o,q) = 0, a condicao de consisténcia vf = 0, equacio (22.65), gera
dois casos possiveis: v > 0e v =0.

Caso v > 0, entdo € # 0 e q # 0, isto ¢, tem-se um carregamento plastico. Os
valores de &P e § s@o determinados pelas equagoes de evolugao, egs. (22.58), onde o
valor de v é determinado como na eq. (22.71) a seguir.

Caso v = 0, entao €& = ¢ = 0, e tem-se o chamado carregamento neutro, em que
a solucao ¢ como em (22.66). O ponto move-se ao longo da superficie de escoamento.
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A situagao f < 0 implica vy =0. Para f =0 e f = 0, deve-se ter v > 0. Como B > 0, segue-se que
A > 0. Reversamente, se A > 0, segue-se que v > 0 e f = f = 0. Resumindo, se f = f =0,

A gi:c:é
oo 0q

Tendo a expressao para -y, pode-se obter a expressao para o tensor tangente elastoplastico C.
Esse tensor ¢ tal que & = C?? : &. No caso de v > 0 ele é obtido levando v de (22.71) a relagao
constitutiva linear (22.55), e usando (22.58);:

6 = C:[g—¢F
= C:[é—’yl’],
1 0
= C:é—EC: [8(]70':0:4 r. (22.72)

Nesse ponto deve-se evitar a tentagao de colocar € em evidéncia nos dois termos a direita da
igualdade. Isso nao é possivel, uma vez que as operagoes a que € é submetido sao distintas em cada
um dos dois termos. Torna-se necessdrio abrir a expressao em notacao indicial, realizar simplificagoes
e reorganizar o resultado de volta em forma simbélica. Assim, (22.72) em forma indicial (tirando
os simbolos de somatério e usando a regra do somatério conforme (1.46), na pégina 14), é:

1 of

- Cpgrsérs | CijgtTgt-
Bao,pq pq Jgtt g

é'ij = Cijrsérs - P}/Cijgtrgt = Cijrsérs - <

(Existem simbolos de somatério para todos os indices, exceto i e j que s@o indices livres). Colocando
érs €m evidéncia tem-se:

. 1 of :

05 = Cijrs - Ecijgtrgt aqu Cpqrs Ers

Yocaf,
(%'C)rs i

Os parénteses sao tensores de segunda ordem (ver equacao (22.52)). Com isso, tem-se a relacao
elastopléstica:

(C:r)

o = C°: ¢, onde
C, se v =0,
Cer = 1 af
C - E(C r)® <00_ : C> , se~vy >0, (22.73)
af of
B=—:C: — - h.
e gy C r+8q

Observagao 7 - Em geral, para plasticidade nao associativa, C?’ é nao simétrica. Em plas-
ticidade associativa com r =0f /0o tem-se que C é simétrica.

Observacao 8 - A condigdo B > 0 em (22.70) é automaticamente satisfeita no case de
plasticidade ideal associativa, em que h =0 e r = f /0o conforme (22.60). Nesse caso,

(22.70) fica:
_9f  ~.9f
= aa’ . C -ao--

A condicao do tensor elastico C ser positivo-definido significa exatamente que A : C: A >0
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para qualquer tensor de segunda ordem A # 0. Ocorre que 0f/Jo é sempre nao nulo. Logo,
nesse caso, B > 0.

Observagao 9 - A condigdo A = 9f /0o : C: € > 0 em (22.69) possui uma interpretagao
geométrica quando se considera A um produto escalar entre dois tensores, R e S, com uma
matriz peso C, (definidos no espago de tensoes de dimensao 9), isto ¢, A =R : C: S. Sendo
um produto escalar, existe o conceito de angulo entre os dois argumentos, tal que A = a
cos 0, sendo a uma constante adequada. Esse angulo € ilustrado na Figura 22.15. A condigao
A > 0 indica que o escoamento ocorre com 0 < # < 7w/2, e o carregamento neutro ocorre
com 0 = 7w/2, quando € é perpendicular a normal, isto é, na dire¢ao tangente a superficie de
escoamento e v = (0.

A
S .
ted

P e/vaf

n aG

0

Figura 22.15: Ilustragao do angulo entre &€ e f /0o na superficie de escoamento.

Observagao 10 - A matriz elastopldstica independe de taxas, o que explica essa teoria ser
chamada de plasticidade independente de taxas, em oposicao as teorias de viscoplasticidade.

22.2.5 Plasticidade J; - superficie de von Mises

A teoria geral pode ser aplicada a uma diversidade de fung¢oes de escoamento f e de leis de evolugao
parar e h. Entretanto, a forma mais utilizada é a formulacao associativa baseada na fungao de inicio
de escoamento de von Mises, e suas muitas variagoes. Nessa se¢ao a formulacao baseada nessa funcao,
também chamada formulagao Jo, é detalhada, para encruamento misto (isotrépico/cinematico) em
plasticidade associativa.

A superficie de escoamento é aquela vista em (22.61), que pode ser posta como

f(o, @B B)=vn \[K (22.74)

q

onde 1 é a tensao relativa, definida por

1
n=s—-p0 com s = a'fg(tr o)l. (22.75)

As tensdes de encruamento isotrépico e cinemético sao
q —{ qBa } e o = —Ku(a). (22.76)

A regra de escoamento associativa vem de (22.58); e 22.60

. 0
e =r(o,q) = ’ya—g_. (22.77)
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Nota-se que nesse formato a notagao torna-se irregular pois ¢, é uma fungao escalar, B e n sao
tensores de segunda ordem e I é de quarta ordem.
Os tensores da formulagao geral (22.58) tomam as seguintes formas no modelo J:

q—{%} da = —Ka(a),
2

[ \ﬁ , ] (22.85)
3Tra r =n.
—5H'n

Com isso se tem o conjunto de equagoes da teoria Ja:

h =

1,00, 8) = Il = /2Ka(),  n=s-B,
O[:fy %7 qOé:_Ka(a)7
. _ 2 !
(?oz = 2\/;Ka77 n (2286)
ﬁ = 77H/n7 n = ITNTE)
s [l
ép:’}/r:")/n’ é':C:[E_Ep]’
v>0, f<0, vf=0, ~qf=0.

Tensor elastoplastico e v para o modelo J;

A complementagao do equacionamento é feita com o detalhamento de 7 e do tensor elastopldstico.
v vem de (22.71), usando 0f /Jo para r e usando (22.83) e (22.85):

A n:C:é
LA , (22.87)
B oms o i 0T 2.
n.C.n+8an\/; 55 3™

A simplificac@o deve ser feita em notagao indicial, tomando C de (22.53),

(n: C) k= 1 Cijit,
2G
= ni[K0ij0p + G(dirdji + 6udjr) — ?51‘3'5161],
2G
= KnpmOp + G(ng + nx) — ?nppékl-

n é um tensor no espaco deviatérico, logo, tr n = n,,,, = 0. Também, n é simétrico, logo,

(22.88)

Da definicao de n,

_m
n= "1
Imll

O termo n : &€ pode ser simplificado decompondo & em sua parte volumétrica ¥ e deviatéria &%.

n:n=1 (22.89)

. 1, .
n:e=n [35kk5ij + 8%:| ,

Uma vez que n;;0;; = nyp = 0, segue-se que

(220)

Usando (22.88)-(22.90) em (22.87), com 0f/0B3 = —n e 0f/0q, = \/2/3 tem-se
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Entidades e produtos de entidades tensoriais usadas na teoria de plasticidade podem ser con-
vertidos em produtos de entidades vetor-matriz conforme a Tabela 22.2.

Tabela 22.2: Entidades e produtos tensoriais e suas conversoes em entidades vetor-matriz em notagao
de Voigt.

Tensor —  Vetor-matriz
o Tij - o = {011,022,033, 023,031,012},
‘ € €ij — € = {11,692, €33, 2623, 2631, 2612},
‘ n njj — n = {n11, n22, N33, n23, N31, 7112}T7 ‘
n:e Njj€ij — n’e =npep, k=1a6
n:n NijNij — a'Mn =na,Myn, k,l=1a6
— M =Diag[l,1,1,2,2,2],
o — I =Diag[l,1,1,1,1,1], |
1 —~ 1 ={1,1,1,0,0,007, |
o€ 0ij€ij — ole orep, k=1a6
oc=C:e 0 =Cijrscrs — Ver egs. (22.94) e (22.96)

Observe que, por motivo de simplicidade, nao foram criadas notacoes distintas para os simbolos
da notagao tensorial e vetorial, exceto por n e n. Em geral o leitor sabera distinguir um tipo do
outro pelo contexto. Em particular, as notagoes nunca sao misturadas numa mesma expressao.

Taxa de deformagao pldstica equivalente

O termo ||n|| na definigdo de f em (22.86) pode ser interpretado como uma tensao equivalente,

Oeg = /T M. (22.97)

Analogamente, existe a definicao de taxa de deformacgao pldstica equivalente,

W _ 20,
&, = \@ Bl (22.98)

O motivo da introducao do fator \/ﬁ na definicio ¢ para que o valor de €, num problema
uniaxial reverta-se exatamente no valor da taxa de deformacgao pldstica axial aplicada. Para ver
isso, considere-se um estado uniaxial de tensoes, dado por &,. Existe um efeito de Poisson
plastico, que gera deformagoes pldsticas laterais, &7 e é? , a partir da deformacao axial €%, tal que
o tensor fica

=P
€

p .
P —Upglg; (2299)
_ &P
vpEL
onde v, é o coeficiente de Poisson pléstico.
Um dos fundamentos fisicos da teoria .Jo de plasticidade ¢é a evidéncia experimental que o escoa-

mento em certos materiais (metais, principalmente), em certas situagoes, ocorre com preservagao
de volume. Isso se traduz em

(22.100)

Aplicando o estado (22.99), o traco nulo resulta em (1 — 2v,)él = 0, o que gera o tao conhecido
valor do coeficiente de Poisson plastico:
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Etapa 2 - O método de Newton-Raphson que é acoplado ao MEF produz uma estimativa
da solugao na interagao k. Essa solugao é o vetor de incrementos dos deslocamentos nodais
Augfi_l. A partir de Aufﬁrl, as relagoes cinemadticas produzem AESL em cada ponto de

integracao.

Etapa 3 - Em cada ponto de integracao de cada elemento é realizado um cédlculo local
de integracao numérica das equagoes elastopldsticas do material, de forma que Ae é usado
para calcular as novas estimativas de O'S_)H, sﬁ(fr)l e qszrl para a iteracao ¢, usando valores
convergidos no nivel de carga n.

Etapa 4 - Apés o cdlculo em todos os pontos de integracao, as forcas residuais das equagoes
de equilibrio sao obtidas e o teste do equilibrio é realizado. Se a convergéncia nao ¢ satisfeita,
uma nova interacao de Newton - Raphson ¢é realizado, a partir da etapa 2.

As etapas 1, 2 e 4 que concernem a solucao dos problemas elastoplédsticos pelo MEF e ao método
de Newton-Raphson, serdo descritos nas se¢bes seguintes. A etapa 3, que consiste no calculo local,
¢ desenvolvido nessa secao, com a dedugao dos algoritimos de integracao das equacoes continuas de
elastoplasticidade vistas nas se¢oes anteriores, em problemas tridimensionais.

Aqui descreveremos apenas o algoritimo para plasticidade J, denominado algoritimo de re-
torno radial, em sua forma cldssica obtida por Wilkins [62], com as extensoes de Krieg e Key [62]
para incluir encruamentos isotrépicos e cinemédticos lineares. Uma descricao detalhada é dada por
Simo [94]. A presente secao faz toda a dedugao do algoritmo, e a sequéncia de calculo é sumarizada
no Fluxograma 22.2, pdgina 626.

22.3.1 Integracao - Modelo J,

As equagoes continuas do modelo J,, com encruamentos nao lineares vem de (22.86), das quais
buscamos integrar as seguintes

Flowa = Inll /2K (@),

n=s-— /87

EP = 4n,

.2 , 2

B =3 Hn, Goe = =71/ 3K (@) (22.108)

. 2
Q=7 §7

) 4o | . Of

A integracao das taxas ¢ feita pela regra de Euler implicita (6 = 1 em (22.25) e (22.27)):

5 Mn+1 (22109)
Qnt1 = Qp + A'y\/;, com Ay =~At.
Tomando a discretizagao de H’(«) como AH /Ac, tem-se
2 AHp41
ﬂn—l—l = IBTL +y At g AZB nyt1, onde
2
AHpy1 = H(ap+) — H(ap) e Ao = A’y\/;. (22.110)

A~ foi definido como . Entao,
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A parcela deviatérica, Ae, 1, que pode conter uma parcela eldstica e outra plédstica, é submetida
ao algoritimo de integracdo. Entdo, (22.109); gera

el —el =Ayn,, istoé,  Ael = Ayn,,. (22.119)

Considera-se nesse ponto a relagao constitutiva eldstica para a parcela deviatérica:

sn1 = 2G €1 =2G (eny1— €l ),

t ¢
Sni1 = 2G e,y =2G (eny1 —ef).
Note que e é a parcela deviatérica de e. Subtraindo ambas as relagoes, tem-se

tro_ b P
Sni1 — Sy = 2Gel — 2Ge, | = —2GAe, ;.

Finalmente, tomando (22.119), Ae? 41 = Ayny, 4, chega-se & importante relacao

Snt1 = 841 — 2G AN, (22.120)

Essa relacao, junto a definicao de s’;’{+1 em (22.114), pode ser visualizada como uma composi¢ao

vetorial na Figura 22.16. O nome “método de retorno radial” deve-se ao fato que, sendo a superficie
de escoamento f = 0 de formato cilindrico-circular na formulagao Jo, a corregao (retorno a superfi-
cie) 2GA~vn, 1 é um vetor radial, pois é normal & superficie. Em outras formulagoes, baseadas em
superficies de escoamento distintas da .Jo, o método é simplesmente de retorno normal & superficie
de escoamento.

2GAe,

tr
Sp+1

2GAeY

v

Figura 22.16: Vizualizacao do método de retorno radial.

O método de retorno foi proposto por Krieg e Key em 1976 [62]. No caso de modelo Ja, tem-se
o retorno radial, e Krieg e Krieg em 1977 [63] mostraram que este método é superior aos métodos
anteriores, como o método tangente, por exemplo.

A tensao relativa vem de (22.108):

Myl = Sn+l — Bria (usar (22.120))
= Sy~ Bpyr — 2GAM, 4 (usar (22.111))

2
= s — (B, + \/QAH nn+1> —2GA Y, (usar (22.115))
——

2
Mpp1 = ar, - <\/;AHn+1 + AyQG) 1. (22.121)
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S ()1

tr

Jn+1

S+t

Cn+1 G,ZVJFI G, q

Figura 22.17: Tlustragao de funcao convexa n-dimensional.

Substituindo em (22.125) tem-se

afn+1 8fn—i—l afn—i—l 8fn+1
: C: :D:
_Oo c Jo + Jq Jq

Ofni1 Ofnt1
oo c dq a

tr

ni1 — fnr1 2 Ay (22.128)

Os dois termos a direita sao as normas dos tensores baseados nos tensores peso C e D. O tensor
eldstico C é positivo-definido. Considera-se a condi¢ao que D também seja positivo-definido. Con-
sequentemente, uma vez que Ay > 0, o lado direito é sempre > 0, o que demonstra a condigao
(22.124). Com a condigao (22.124), as condigoes de carga e descarga discretizadas de Kuhn-Tucker,

tr S0
em termos apenas de f; |, sao:

r1<0 & Ay=0 (passo eldstico)

>0 = Ay>0 (passo pldstico)

(22.129)

Essas condi¢bes podem ser demonstradas da seguinte forma. Primeiro, se ;L?:H < 0, de (22.124)
segue-se que fp,11 < 0, o que significa incremento eldstico. A outra opgao, se KH > 0, entao
o estado teste nao é fisicamente vidvel, entao ocorre plastificacao com A~ > 0. Também, como

A7y fr+1 = 0, segue-se que fp41 = 0.

Observagao - 12: a conclusao de (22.124) e de (22.129) é que todas as decisoes tomadas
através de f 11, sdo as mesmas que seriam tomadas com ,T:H

22.3.2 Cilculo do parametro de consisténcia Ay

Caso Ay > 0, de (22.123) tem-se f,11 = 0, isto é,

2
fn+1 = H”’]n—i—lH - \/gKa (an—i-l) =0. (22'130)

O problema consiste em identificar o valor de Ay que faz f,+1 = 0. Fazendo o produto de (22.121)
por n,;; tem-se

Mpt1: NMny1 = 772”4-1: Np+1 — (\/%AHnJrl + A72G> Npt1: Npyl,

—— — N——

usar eq.(22.122) usar eq.(22.122) 1
Il = lmizall = (3AHw +2926)

O lado esquerdo é eliminado com a segunda igualdade de (22.130), e pode-se gerar uma funcao
p (A7) definida por:
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2 2
p(Ay) = \/gKa (Cng1) + ||mir || = <\/;AHH+1 + Aw(;) = 0. (22.131)

Nessa expressao a tunica incégnita é A~y, que aparece explicitamente no ultimo termo e implici-
tamente em K, (an4+1) ou AH,+1. A proxima etapa consiste em determinar a raiz da fungao
p (A7) = 0. Se houver encruamento nao linear, expresso em K, (ap4+1) ou AH, 1 dependentes
nao-linearmente de A+, a raiz s6 poderd ser obtida por interacoes locais de Newton-Raphson.

Meétodo de Newton-Raphson para Ay com encruamento nao linear

Inicialmente, revisamos o método de Newton-Raphson geral para a determinacao da raiz de uma
funcao escalar arbitrdria r (), isto é, para obter uma aproximagao da raiz do problema

r(z) =0.

A série de Taylor em torno de um valor 2@ retendo apenas até o termo linear, é

r (a:(i) + 6x(i)> =r <a:(i)> dr

“r ()
+ In ox'\Y.

()

As etapas de cdlculo do método de Newton-Raphson sao as seguintes.

Etapa 1 - Inicio das interacées. Impondo r (a:(i) + 5m(i)) = 0, tem-se a correcao 0z resol-
vendo

or

i) = —p (20
I r(z) (22.132)

2(9)

Etapa 2 - Atualizacdo. A estimativa da raiz ¢ melhorada por

20D = 20 4 520, (22.133)

Etapa 3 - Testes de convergéncia. Essa estimativa z(t1) ¢ satisfatéria se o erro no residuo
r (x‘“) e em 2z s30 abaixo de certas tolerancias prescritas tol e TOL:

. Sx®
i+1
r (20))| < tol e | S TOL (22.134)
Se a tolerancia nao foi atingida, voltar a Etapa 1, eq.(22.132), utilizando z() = z(+D),

Inicialmente, antes da Etapa 1, um valor 2(?) ¢ arbitrado.

Para o problema plédstico p (Avy) = 0 em (22.131), o algoritmo de Newton-Raphson toma a forma
mostrada no Fluxograma 22.1.

Fluxograma 22.1

Determinagao de Ay em encruamento nao linear pelo método de Newton-Raphson.
Etapa 0 - Inicializacdo. Ay =0 e agloll = «,,. Utilizar 0450) = 0.

Etapa 1 - Iteracoes
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Encruamento isotrépico quadréatico - forma fechada de Avy

As formas de encruamento mais usadas sdo a linear, a multilinear e a potencial. A aproximagao
quadrética para o encruamento isotrépico, apesar de nao ser comum, apresenta vantagem de aprox-
imar a curva do material melhor que a linear, e também permite solucao fechada para A~y, sem
depender do processo iterativo de Newton-Raphson.

Consideram-se os encruamentos nas formas

H (o) = heao — AHpq1 = he Ay

(22.139)
Ko (@) = op + hja + c1a?

onde h;, h. e ¢1 sdo constantes do material. Procedendo da mesma forma que no caso linear, tem-se
que:

1 = ||l — \[ (05 + hicn, + c102) . (22.140)

Assim, p (A7) em (22.131) fica

p(82) = izl = 3 [om 1 (an+\[m)+cl (an+/f30) |

Expandindo os produtos e usando (22.140), obtém -se

2 h; 2 hi
z A~2 £ 92 -
013\/g 7+ 3—1—61\/; +<3+G>

Esse é um polinémio de segundo grau que pode ser resolvido para A~y. Essa expressao incorpora
o caso do encruamento linear, ¢; = 0, o que resulta na mesma expressao de A~ mostrada em
(22.138).

Ay = frop1=0 (22.141)

22.3.3 Tensor tangente elastoplastico algoritmico

Na equagao (22.73) tem-se o tensor elastopldstico continuo, que é exato em relacionar incrementos
diferenciais, isto é, do = &dt e de = édt. Entretanto, no processo algoritmico , onde se realiza a
computacao usando incrementos finitos, Ao, Ag, etc., esse tensor ndao mais é exato, e seu uso leva a
que o processo geral de Newton-Raphson do equilibrio global, usado no MEF (a ser visto na préxima
secdo), apresenta taxa de convergéncia inferior, da mesma ordem de um método de Newton-Raphson
modificado. O conceito de tensor tangente algoritmico foi introduzido por Hughes e Taylor [51],
e desenvolvido por Simo e Taylor em 1985 [92]. A descrigao que se segue é um detalhamento das
dedugoes de Hughes e Taylor e de Simo [94], e é vdlida para materiais isotrépicos em formulacao Js.

Busca-se o tensor tangente algoritmico C* que é tal que

0
Aopi1=C%P: Aeyyq, onde cer — 2941 (22.142)
8€n+1
Para obter sua expressao considera-se a relagao eldstica na forma (22.112):
0ij = Kegqdij + 2G (eij — Ayn;;), onde
Y " N N (22.143)
€ij = Eij — %5pp5ij ¢é a deformacao deviatdrica.

Entao, (22.142) fica (removemos os indices n + 1 para enxugar a notacao)
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eblhi1 — 1eA — 0, isto &, ambos os tensores coincidiriam. Entretanto, na computacao, At é
finito, e deve-se utilizar o tensor algaritimico (22.162).

Observagao: Todo o algoritimo de integragao da formulagao Jo
com encruamento misto nao linear, detalhado nessa secao,
é sumarizado no Fluxograma 22.3, na pédgina 627.

22.4 Elementos finitos em plasticidade

Nessa secao a formulacao de plasticidade descrita nas secoes anteriores é utilizada numa formulagao
de elementos finitos, gerando um problema de equilibrio discretizado, algébrico, nao linear, para um
estado triaxial de tensoes.

A formulagao descrita aqui é cldssica, e pode ser vista também em livros como o de Zienkiewicz
[115] e Simo [94].

De forma similar ao problema linear, o ponto de partida é o principio dos trabalhos virtuais
(PTV), equacao (8.12), cujo enunciado é: determinar u(x) € Kim tal que:

/a:édQ— f~ﬁdF—/b-ﬁdQ—O, Vi € Var. (22.164)
Q T Q

@ é uma funcao peso arbitrdria, pertencente ao espago das variagoes Var. & é uma deformacao
virtual definida linearmente pela funcao peso. f e b sao func¢bes conhecidas, representando os
carregamentos de superficie e de volume aplicados. Q, I'y e I, representam o dominio da fungao (o
volume do corpo), a regiao do contorno em que forgas sao aplicadas e a parte do contorno em que
condicoes de contorno de deslocamento sao aplicadas, respectivamente. O dominio Q C R?, onde d
¢ a dimensao do espaco euclidiano, isto é, d = 1,2 ou 3 para problemas uni-, bi- ou tridimensionais
. o é o campo de tensoes fisico, solucao do problema, que deve satisfazer as condigoes de equilibrio.
Observa-se que essa expressao, de fato, nao contém relacao constitutiva, sendo portanto valida para
uma grande variedade de modelos de materiais. Nos capitulos anteriores foi aplicado ao problema
linear, mas agora serd aplicada a relacao constitutiva de plasticidade. Isso se reduz na forma nao
linear como o se relaciona a €. A relacao cinemdtica € = e(u) utilizada aqui ainda serd a relagao
linear, de forma coerente com a formulacao de plasticidade infinitesimal.

Antes de prosseguir na dedugao, é 1til converter a expressao do PTV de notacao tensorial para
a notacao de Voigt, ja indicada nas equagoes (22.95), (22.96) e na Tabela 22.2.5. Entao, o PTV
em (22.164) é expresso nessa notagao como:

/ elo dO — / a’f dl — [aTb dQ =0, Vi€ Var. (22.165)
Iy Q
Q

A discretizacao pelo MEF para uma anilise de pequenas deformacoes é feita por fungoes de
aproximacao continuas em todo o dominio 2, que aproximam os deslocamentos u (x) = {u, v, w}T
por

u(x) =N (x) U, (22.166)

onde N (x) e U s@o a matriz de func¢ao de interpolacao e o vetor de deslocamentos nodais, como
na andlise linear das equagoes (8.103). Usando a relacao deformagao-deslocamento linear (8.106) e
usando N também para aproximar a funcao peso tem-se

e(x)=B(x)U, a(x)=Nx)U e &(x)=B(x)0U. (22.167)

Substituindo (22.166) e (22.167) em (22.165) tem-se a forma discreta do PTV: determinar
U cR" tal que (lembrar que o = o(U) através de uma relacio nao linear elastopldstica):

YA partir desse ponto do texto, todo o equacionamento estd na notacio de Voigt.
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/ Blo d — {/ NTb dQ +/ NTf dF} =0 (22.168)
Q Q Iy

onde ja foi imposta a condicao de que U eRY tal que os deslocamentos virtuais sejam tais que
(x) =N (x) U e Var'. Var" ¢ o espaco discretizado das variacdes, tal que Var® C Var.
Definem-se as seguintes quantidades:

e N,, & o niimero de nés globais no modelo,

e nglno ¢ o nimero de graus de liberdade por né (3 num modelo sélido tridimensional e 2 num
problema plano, por exemplo),

e N éonimero de graus de liberdade no modelo. Se todos os nés tem a mesma quantidade
de graus de liberdade, tem-se que N = nglno X Ny, .

Entao (22.168) representa N equagoes de equilibrio discretas. No problema linear com o = Ce
a equacao (22.168) se torna igual a (8.109), gerando a matriz de rigidez K e o vetor forga em
(8.110). J& no caso do material elastopldstico, o é uma fungao nao linear de e, dada em forma
incremental através da matriz elastopldstica incrementral (22.162), Ao = C®Ae, onde Ae ¢ CP,
de fato, dependem de U. Isso torna necessario o uso de um método iterativo para a solugao do
problema. A préxima se¢ao revisa o método de Newton-Raphson em sua forma geral e em seguida
é feita sua aplicacao ao problema (22.168) com material elastopldstico.

Note que além desse método, diversos outros existem, como o método Quase-Newton e os de
comprimento de arco, que nao serao revistos aqui.

22.4.1 O método de Newton-Raphson (N-R)
Problema uniaxial - Newton-Raphson completo

A situagao mais simples consiste no caso de uma fungao r = R (xz) — F' que se deseja determinar
uma raiz x tal que

r(z)=R(x)—F=0 (22.169)

Considera-se um processo iterativo para obter uma aproximagao para a raiz x. Considera-se que se
tenha uma aproximagao para a raiz 21 Entao pode-se expandir r em série de Taylor em torno
de 201 ¢ pode-se negligenciar os termos de ordem superior a 1, e faz-se r = (m(z)) =0

(@) =r (=) + 3

onde Az = 2z — z(—1)_ Entao,

dr

Az =0,

p(i—1)

(1-_1))_1 " (x(H)> : (22.170)

O lado direito é todo conhecido, pois depende apenas de z("1). Tendo Az, obtém-se uma nova
aproximacao, (melhorada, caso o processo esteja convergindo) por

2@ = 20-D 4 Ag. (22.171)
Testa-se a convergéncia verificando se o residuo é suficientemente pequeno

r (az(i))’ <tol  efou ‘Am < TOL. (22.172)

x(®)

Esse é o método de Newton-Raphson chamado completo, por que, a cada iteragao, a tangente
dr/dx é recalculado para uso em (22.170). Num problema uniaxial isso ndo envolve nenhum custo
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22.4.2 Método BFGS

A classe de algoritmos quase-Newton se constitui em métodos que se pode considerar como inter-
medidrios entre os métodos de Newton-Raphson completo e modificado. O N-R consegue uma alta
taxa de convergéncia, mas requer o cdlculo de uma nova matriz tangente e sua fatoracao a cada
iteragao. O N-R modificado economiza nessas operagoes mas apresenta baixa taxa de convergéncia.
Nos métodos quase-Newton, apenas uma matriz tangente inicial e obtida e fatorada. A cada iter-
acao sua inversa é apenas atualizada por operacgoes de baixo custo. Essa matriz atualizada é uma
matriz secante na iteragdao, em vez de tangente. Essa matriz secante tem inclinagao intermediaria
entre a tangente do método de N-R e a matriz de varias iteragoes anteriores do N-R modificado.
Em geral, sua taxa de convergéncia ¢ intermediaria entre quadratica e linear. O nimero de iteragoes
para atingir determinado erro de convergéncia é, muitas vezes, apenas um pouco superior ao método
N-R completo.

Entre os métodos quase-Newton, o mais usado e eficiente em aplicagoes gerais é o método
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) que é sumarizado sem dedugao a seguir [71]. Esse é
considerado o método mais eficiente disponivel em aplicagoes gerais quando se considera o tempo
total de processamento em vez de apenas o apenas o nimero de iteragoes (quando a vantagem ¢ o de
N-R), ou o custo por iteragao (quando a vantagem é o N-R modificado). O método é adequado para
analise de sélidos elastopldsticos com encruamento, amolecimento ou plasticidade perfeita. Também
nao apresenta dificuldades no caso de descarregamento.

Considera-se o problema algébrico nao linear definido pelo residuo (22.172). Numa iteracdo i o
residuo r(" é

r@ = r(UY) = RUY) - F. (22.176)

O incremento de deslocamento entre duas iteragoes é

U = u® —ylt-b, (22.177)

e o incremento entre dois residuos é
or(® = p() — p(=1), (22.178)
Numa iteracdo i = 2,3, ..., considera-se disponivel U1 ¢ a inversa de uma matriz secante

(K(i_l))_1 obtida na iteracao anterior (a iteragao ¢ = 1 serd descrita ao final). Calcula-se
. , -1 .
JUd = — <K<H)) sr(=1), (22.179)
0 que produz a aproximagcao

U® = ul-b 4 su®, (22.180)

O novo residuo r( é calculado de (22.176). O teste de convergéncia para uma tolerancia prescrita
tol do erro é feito por

U . p0) < 4o UG . 1), (22.181)

: . . Ay —1 o ~ .
Sem duvida que o desafio consiste em determinar (K(Z)) para a proxima iteragao. O algoritmo
consiste no seguinte

N\ -1 , 1)\ "L A
(K(’)) _ AOT (K(z—l)) AD onde
AD = 14O (22.182)

1 ¢ uma matriz identidade de ordem N e v e w(¥) sdo vetores coluna dados por
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As matrizes (K(i))i1 em (22.182) sao simétricas e positivas definidas desde que a matriz inicial
também o seja. Entretanto, ao longo das iteragoes, os vetores de atualizagao podem indicar uma
matriz secante mal condicionada. E provado que o nimero de condicao da matriz atualizada ¢ o
fator ¢ usado no célculo de v(?. O procedimento usual é que se esse nimero de condicao exceda
um valor prescrito de tolerancia (por exemplo 10°), a atualizacdo da matriz nio ¢ feita naquela
iteracao.

01 — N-R BFGS
’ N modificado i=2  NR
1 =1 72 \ / //2
0 T
N-R | I
7] I
= I
=01 -
= : I
7] I
b
0.2 | T Analitico
) | x=0,214...
I
! L
-0.3 T T T T T 1
0 0,1 02 03
X

Figura 22.18: Resultados do Exemplo 2.

22.4.3 Exemplo 22.2 - Método de N-R completo, N-R modificado e BFGS em
1D

Considere o problema de determinacao de uma das raizes da funcao r(z) = z(z — 1) (x —2) —
0,3 = 2% — 322 4+ 22 — 0,3. Usar o “chute” inicial z(® = 0. Note que a solucao analitica é
Tezato = 0,213.517.458.838.372.84.

Solugao:

Seguindo o procedimento de Newton-Raphson, tem-se a expressao para a tangente dr / dz| 2Gi—1)
=3 (:1:("*1))2 —6 (m("*l)) + 2, que é utilizada no método de N-R completo. Para o método de N-R
modificado, utiliza-se aqui a tangente inicial dr/dz| o) = 3 (x(o))2 —6 (x(o)) +2 = 2. Assim, tem-se
os resultados para as seis primeiras iteracoes na Tabela 22.3. A Figura 22.18 mostra os resultados
para as duas primeiras iteragoes. Nota-se que, devido ao recédlculo da tangente, a segunda estimativa
do método de N-R completo ja se aproxima melhor da raiz que a estimativa do método de N-R
modificado. Na tabela, os termos entre parénteses nas iteracoes ¢ = 5 e 6, indicam o erro relativo
(e(i) = (.’B(i) — Tegato)Tezato) atingido pela estimativa. A figura e a tabela mostram também os
resultados para o método BFGS. Na figura aparecem as retas usadas na iteracao ¢ = 2 para os trés
métodos. A inclinacdo da reta mostrada para o BFGS ¢ KM e ¢ intermedisria as inclinacoes dos
métodos de N-R e N-R modificado. Observando a tabela nota-se que um erro relativo na faixa de
10~ ¢ atingido no método de N-R na 3a iteracdo, e no método BFGS na 4a iteracdo. No método
de N-R modificado esse erro sé serda obtido além da décima iteragao.
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Tabela 22.3: Resultados dos Exemplo 2. Os termos entre parénteses sao erro relativo.

N-R completo N-R Modificado BFGS
i p(i—1) oy N0) P(i—1) 2 P(i—1) 2
0 0
1 -0,3 2 0,150 —-0,3 0,150 -0,3 0,150
2 —0,0641 1,168  0,204.9 —0,0641 0,182 —0,0641 0,1908
3 —7,53-107% 0,8964 0,213.322 —0,0292 0,197 —0,0207 0,2102
4 —1,68-10"%* 0,8566 0,213.517 —0,0151 0,204 —2,86-107% 0,213.321
(—9,2-107%)
5 —9,03-10=% 0,8557 0,213.517 —8,15-1072 0,208 —1,68-10"* 0,213.516
(4,9-1077) (—8,3-107%)
6 —2,63-107'% 0,8557 0,213.517 —4,52-1073 0,211 —1,52-107% 0,213.517
(1,4-10713) (—0.0118) (—4,5-1079)

22.4.4 Solucgao do problema elastoplastico de EF por N-R

O sistema (22.168) ¢é o sistema algébrico de equilibrio , de N equagbes nao lineares, em que se busca
a solucao U € RN dos deslocamentos nodais. Esse sistema pode ser escrito em forma vetorial como

r(U)=R(U)-F =0, (22.187)

onde

R = / Bl dQ e F = / N'b dQ+ [ NTfdT. (22.188)
Q Q Iy

R é o vetor de forgas internas, F o de forgas externas e r(U) o vetor de residuos. Dado um
carregamento F, a solucao exata U garante um residuo r nulo. Para uma solucao aproximada, r
serd nao nulo.

Normalmente, numa andlise elastopldstica, o carregamento nao é aplicado em uma tnica etapa,
mas dividido em diversos niveis de carga. Usando-se um contador para os niveis de carga se tem

Fo, Fl, FQ,... Fn, Fn+1, etc. (22.189)

Os contadores podem ser vistos como valores de tempo, embora esse tempo apenas indique a sucessao
dos carregamentos e nao seja o tempo fisico, pela auséncia de efeitos de inércia na formulacao.
Esses vetores nao necessariamente precisam ser fragoes uns dos outros. Em vez disso podem ter
componentes que crescem e decrescem de forma independentes ao longo do tempo.

Todo o processo de solugao é baseado no fato de que toda a solucao é completamente conhecida
no nivel de carga F,, (sdo conhecidos U,,, oy, €h, ay,, etc), e, dado F,, 11, busca-se uma estimativa
da solugao global de (22.187) dentro de um nivel de tolerancia de erro pré-estabelicida.

No nivel de carga (n + 1), o vetor forga ¢ decomposto incrementalmente por

Fo.1=F, + AF,. (22.190)

A solucao buscada também é incremental:

U,t1 = U, +46U,
oni1 = o,+00, (22.191)

Entl = En+dg, etc.
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Ja em n + 1, o residuo é

r®, = R(Upp1) — For £0, (22.202)
= —(Fps1— Fn) .

Observagao: As tensoes a',ff_)H para o calculo das forgas internas em

(22.200) sao obtidas a partir de AUS)H, integrando

a relagao constitutiva elastopldstica, a partir dos
valores conhecidos, que satisfazem equilibrio
com o carregamento: F,,, isto é, o, €n, eh, o, etc.

(i-1)
n+1

Nao sao usados os resultados da iteragao de N-R anterior, AU

Na primeira iteracao em n = 1, isto é, + = 0, o sistema a ser resolvido é
KW sul® = - 0 =, (22.203)
Kgo) ¢ obtido de forma linear com a matriz eldstica, isto é,
K = /ﬂ B’ CBdQ (22.204)
Os critérios de convergéncia mais utilizados sao os seguintes:

1. Critério de deslocamento:

|su,

22.2
. (22.205)

¥

onde ||.[[;, ¢ a norma Euclidiana do vetor e ep uma tolerancia.

2. Critério de equilibrio, dado por

RY, ~Fo| <er RO —F, (22.206)

o) ) = AF=—(F,41— Fy)

nt1 Lo Lo

(0)

A norma a direita ¢ o residuo inicial r,};, que é sempre um valor nao nulo, e a da esquerda ¢
(@)

a norma do residuo atual r,, Y1

3. Critério de energia interna, que avalia simultaneamente tanto o erro em deslocamento
quanto o desequilibrio da forga interna:

sul (Rszﬂ - Fn+1) < epdUL)] ( - Fn+1> (22.207)

O lado esquerdo é o trabalho realizado pelo residuo sobre o incremento de deslocamento, e o
lado direito é o trabalho inicial.

Em modelos com elementos estruturais, como vigas, placas ou cascas, que contém graus de
liberdade de diferentes naturezas - translacao e de rotacao de flexdo - frequentemente os critérios
sao desmembrados, sendo feitos testes independentes para cada conjunto de graus de liberdade, ou
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22.4.5 Fluxograma geral de MEF elastoplastico

Capitulo 22. Plasticidade cldssica

O problema geral de andlise pldstica de um corpo por elementos finitos é feito em dois niveis:

1. nivel global. As equacoes algébricas de equilibrio nao lineares sao resolvidas iterativamente
por um método como o de Newton-Raphson ou outro. Nesse nivel a estrutura da formulagao
independe do tipo de relacao constitutiva ou de qual modelo utilizado. Esse processamento

global depende apenas dos seguintes aspectos:

(a) Tipo de relagao cinemética, isto é, do tipo de tensor de deformagao usado (linear ou nao
linear), o que permite ou nao o tratamento de grandes deformagoes;

(b) Anélise em pequenos ou em grandes deslocamentos.

(c) A estrutura dessa etapa ¢ a mesma para qualquer tipo de relagao constitutiva. Entre-
tanto, ela utiliza a matriz constitutiva algoritmica, e o campo de tensoes (para o célculo
do residuo). Esses dois tensores sao calculados de forma separada, em cada ponto de
integracao, como parte do processamento em nivel local, comentado no item 2 a seguir.

O Fluxograma 22.2 mostra as etapas nesse processamento.

2. nivel local. E o processamento do modelo constitutivo em cada ponto de integracio dos
elementos. Aqui é aplicado um particular modelo ou outro para a relacao constitutiva. Dessa
etapa saem grandezas que serao utilizadas no nivel 1 do processamento (matriz elastopléstica
e tensor tensdo em cada ponto de integragao), e grandezas que sao de interesse do analista
(deformacoes pldsticas, tenses equivalentes e, eventualmente, valores das demais varidveis
internas). No presente texto foi detalhado o modelo elastopldstico com as seguintes carac-

teristicas:

a

(a) Pequenas deformagoes;
(b) Modelo associativo de von Mises (.J2);

(¢) Encruamento isotrépico nao linear e cinemadtico linear;

(d) Forma fechada para o encruamento isotépico linear ou quadrético e cinemadtico linear;

O Fluxograma 22.3 mostra as etapas do processamento local da relacao constitutiva no ponto

de integracao.

Fluxograma 22.2 - Anilise de equilibrio global, MEF/N-R

Etapa 1 - Dados do modelo de EF (coordenadas, conectividade dos elementos,
propriedades do material, condi¢oes de contorno e de carregamento).

Identificar o carregamento em niveis: Fyi, Fo, ...

Inicializagoes:

e Fp=0, Ug=0,n=0,

_ b _ _ _ _
e gg= g,= 0g= ap= By=0.

Etapa 2 -

Inicio dos niveis de carga

U ~u, RY -F,
o r’l(lo-ﬁ)—]. =—(Fny1 —Fy),

e =0.

, Fp,, etc.
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Etapa 3 - Inicio das iteracoes de N-R para t,1.
e ; =1+ 1 contador de iteracoes de N-R

. Cfﬁi—l) Matriz elastopldstica (algébrica ou consistente)

T ep(% 1)
t(n—l—l) /B B ds2.

Calcula:
e 6U resolvendo K((n+)1)5U = — 5:+11),
° Ufﬁrl = Ug;ll) +6U: corregao,

° AUSL = USJ)A — U, incremento no nivel de carga,
e Etapa local, cf. Fluxograma 22.3:

@) @) _p()

b a-n—‘rl’ E‘.n+1’ €n+17 an—l—l? Bn+1

em cada ponto de integracao,

° Rn+1 = fQ BT ELJ)rldQ forga interna

° rgLJ)rl = Rgllf Foi: residuo.
Etapa 4 - Testes de convergéncia

U], <ep |[AUTL| L e/ou

e, <erIFu = Full, efou

5U Y, <ep 6UMW (F—Fpp1).

- Se satisfatério, tem-se a solugao de equilibrio na carga F1:

“Up1= USJ)rl
‘n=n+1

— ’se n < Nmax, iU para Etapa 2

- Se nao satisfatorio, o equilibrio ainda nao foi satisfeito.

— ’Ir para Etapa 3

22.4.6 Fluxograma 22.3 - Processamento local - Algoritimo de retorno (von
Mises)

Processamento local da relagao constitutiva no ponto de integragao. Observagoes:
1. Usada notagao de Voigt (vetor-matriz) como na segao 22.2.1.
2. Todas as grandezas em n + 1 se referem a iteragao global (i) de N-R do Fluxograma 22.2.

3. O resultado final desse processamento, para o processo global, é C
rigidez K; e 0,11 para o cédlculo do vetor forga interna.

n41 bara uso na matriz de

4. Toda a formulagao descrita é restrita a problemas de estado triaxial de tensoes. Para estados
planos tornam-se necessdrias adaptacoes no método de retorno.

5. Utiliza algoritimo de retorno, superficie de escoamento de von Mises.
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Etapa 1 - Dados o,, €h, an, 3, € AUSL.

Dadas as fungoes K, (a) e H («) dos encruamentos isotrépico e cinemético.

Etapa 2 - Calcular Ag,, 1 =B, AUS)H

Etapa 3 - Parcelas volumétricas: Ae} | = tr Agpq1,

v

On

= %tr o,.
Parcelas deviatéricas:  Aepy1 = Aenﬂ—%Aez 41 1
s, = op,—o,, 1.
Etapa 4 - Estado teste: s& ; =s, +2GAe,, eq.(22.114)
ZTH = Bm
O‘ZH = Qn,
nir o =slf - B, eq.(22.115)

o = Izl — 2 (o

N,y =0, = HZ”HH 0q.(22.122).
n+1

Etapa 5 - Condicoes carga/descarga, eq.(22.129):

Se fir, <0 = Incremento ¢ eldstico, Ay =0. = ’Ir para Etapa 5.1 ‘

Se n+1 >0 = Incremento é plastico, Ay > 0. = ’Ir para Etapa 5.2‘
Etapa 5.1 - Passo elastico: C;”; = C,

p _ p
E‘-n—&—l = En,
an+1:nan7
ﬁnJrl: ﬁna

Oni1=0On+ Cn+1 Agq.
Etapa 5.2 - Passo elastopldstico:
C;P | daeq. (22.162),
A~ do Fluxograma 22.1 para encruamento nao linear, ou da eq. (22.138)
ou (22.141) para encruamento linear ou quadratico.

el .1 = b + Ay npq, eqs.(22.109)-(22.111),

2
Qnt1 = Qpn + A'y\/;,

Brir= ﬂn+mf (1) = H ()],
Sp+1 = s — 2GAvn, 11 eq.(22.120),
Ont+1 = Spt+1 + 3 Ael Ko+ o), usada eq.(22.112).

22.4.7 Exemplo 22.3 - Plastificagao parcial de tubo de parede espessa

Considera-se aqui um exemplo cldssico de modelagem de comportamento pldstico pelo MEF. Trata-
se de um cilindro de parede espessa, de comprimento infinito, submetido a um valor de pressao
interna que gera plastificacao parcial na espessura da parede. Considera-se o problema como um
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estado plano, em que a secao transversal do tubo encontra-se no plano zy. Os dados utilizados sao
os seguintes: op = 200 MPa, £ = 200 GPa, v = 0,25. Os raios interno e externo do tubo sao
a = 100 mm e b = 150 mm respectivamente. A pressdo interna aplicada é P = 75,184266 MPa.
Considera-se o material elasto-plastico ideal.

X

Figura 22.19: Malhas utilizadas no Exemplo 3.

Solugao:
A solucao analitica para a pressao que leva ao inicio do escoamento no tubo, que ocorre na
superficie interna, obtida pelo critério de von Mises para inicio de escoamento, é dada por

op (b —a*) 200 (150% — 100?)
Py = = = 62,137 MPa. (22.215)
V(e +3b%)  /(100% + 3 x 150%)
Logo, a pressao aplicada é superior & de inicio de escoamento, e uma camada interna de material
deve sofrer plastificacao. Essa camada é delimitada pelos raios a e ¢, onde a < ¢ < b. Um dos
objetivos da andlise de MEF é determinar o raio de plastificacao c.

A modelagem foi feita utilizando elementos finitos planos biquadréticos serendipity de 8 nés. As
malhas utilizadas tem 3 e 6 elementos ao longo da espessura da parede, como ilustrado na Figura
22.19. Apenas 1/4 da segao transversal foi modelada. As condigbes de contorno sao de simetria em
relagao aos eixos x = 0 e y = 0, isto ¢, ao longo da linha y = 0 impoe-se a condigao u, = 0, e ao
longo da linha z = 0 impde-se a condicdo u, = 0. E utilizada a superficie de von Mises para inicio
de escoamento e para regra de escoamento.

Os resultados sao apresentados na Figura 22.20 para as tensoes radial e tangencial ao longo
da espessura da parede do tubo. Adicionalmente, uma malha mais refinada, com 90 elementos
ao longo da espessura foi utilizada para gerar uma solugao de referéncia para o problema. Essa
solugao, também mostrada na figura, identifica claramente a superficie de transi¢do entre as regioes
pléstica (interna) e eldstica. O raio da interface ¢ identificado como ¢ = 113,4 mm. Essa superficie de
transicao é identificada pelo valor de raio em que a tensao tangencial apresenta uma descontinuidade
na derivada radial.

Em problemas de plasticidade (assim como em todos os problemas de nao linearidade material),
uma das dificuldades é a identificacao correta da interface. Isso é devido & dificuldade natural do
MEF para calcular tensoes. Durante as iteragoes no processo de solugao, a relacao constitutiva é
implementada apenas nos pontos de integragao de cada elemento. Logo, apenas nesses pontos é
feita a identificacdo se o material se plastificou ou ndo. Adicionalmente, as tensoes sdo descontinuas
nas interfaces entre os elementos, sendo que o valor da descontinuidade tende a reduzir-se com o
refino da malha. Normalmente, as tensoes calculadas nas interfaces entre dois elementos vizinhos
sao feitas médias, gerando uma distribuicao artificialmente suave das tensoes aproximadas, Na
Figura 22.20 os dois tipos de resultados sdo apresentados, um para as tensodes da forma como sao
calculadas, apresentando descontinuidades nas interfaces dos elementos, e outro resultado para as
tensoes suavizadas. Nota-se que a interface na curva suavizada obtida pela malha de 6 elementos
¢ aproximada pelo valor r = 113,4 mm. Os resultados das tensoes descontinuas sao mostrados na
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Tabela 22.4: Tensoes radial e tangencial [MPa] nas coordenadas r = a, b e ¢ ao longo da espessura,
obtidas para o Exemplo 3. A tensdo radial estd multiplicada por (-1). As malhas sdo de 3 e 6
elementos ao longo da espessura.

Tensao radial Tensao tangencial
c —or(a) —or(c) —op(b) ogla) og(c) op(b)
Referéncia 113.4 75,18 47,0 0,30 152,2  172,6 125.,6
MEF malha 3x6 46,8 61,1 10,1 170,6 160,4 121.2
MEF malha 6x12 116,3 60,6 42,2 4,8 161,8 167,3 123.8

figura a partir de uma grade de pontos uniformemente distribuida ao longo da espessura, gerando
o aspecto zig-zag mostrado.

200
- __——r=113,4mm
—
160 4%’ :
] \S\E&.s\é a g
3
% 120
& . ———— Solugio de referéncia
2 80 G——o—9 Solugido MEF continua
ﬁ 2&“ — Solugdo MEF descontinua
| ]
40 A\
i 9%:;
0 T T T T T /
100 110 120 130 140 150
7 [mm]

Figura 22.20: Tensoes radial e tangencial obtidas para o Exemplo 3 ao longo de uma linha radial do
cilindro. A tensao radial estd multiplicada por (—1). Malha de 6 elementos ao longo da espessura.

A Tabela 22.4 mostra um sumério dos pontos criticos das curvas. Nota-se que a malha grosseira
e a refinada de MEF apresentam tensao radial na superficie externa com valores —4,8 MPa e —10, 1
MPa respectivamente, em vez de zero que é o valor correto, uma vez que a superficie externa é
livre de solicitacoes. Entretanto, um refino progressivo de malha faz com que esse valor se aproxime
gradualmente do valor correto. Os resultados da malha de 3x6 sao tao pobres que tornam dificil a
identificacao da superficie de interface plastico-eldstico.

Uma vez que a posicao da interface pldstica é, a priori, desconhecida, a forma mais ristica de
localiza-la consiste em utilizar uma malha bastante refinada em todo o dominio. Claramente essa
op¢ao computacionalmente é a mais custosa. Ao longo das ultimas décadas, uma série de estratégias
tem sido propostas e utilizadas para identificar esse tipo de descontinuidade (e outras), que sofrem
translacao ao longo do crescimento da carga. Uma estratégia, também tradicional, consiste em
fazer remalhamento. Para um dado nivel de carga, o processo iterativo gera uma estimativa da
posicao da descontinuidade. Entdao uma malha é construida com refino apenas na vizinhanca da
descontinuidade, o que permite obter solugao com precisao adequada naquele nivel de carga. Num
segundo nivel de carga, a descontinuidade se move, e a malha é desconstruida e reconstruida com
refino na vizinhanga da nova posigao. O processo segue da mesma forma até o ltimo nivel de carga.

Outros procedimentos mais recentes envolvem uma malha fixa, sem refino localizado, mas utiliza
fun¢oes de enriquecimento especiais, tanto locais aos elementos finitos quanto globais. Essa é a classe
dos método de elementos finitos generalizados, que encontra-se fora do escopo desse livro.
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