Capitulo 8

Flexao plana em vigas retas

As vigas sdo possivelmente os elementos estruturais mais utilizados em todos os sistemas de engen-
haria: pontes de ago ou de concreto, viadutos, passarelas, guindastes e outras maquinas de elevagao,
redutores de velocidades, enfim, mdquinas e mecanismos de qualquer espécie, praticamente todas
contam com vigas como elementos estruturais.

Quanto ao aspecto fisico, as vigas tém a mesma forma que as barras: sdo corpos longos e retos'
com secao transversal aproximadamente constante. O que caracteriza uma viga, e a distingue das
barras, ¢ que elas sdo submetidas a momentos fletores. Na quase totalidade dos casos préaticos o
campo de momentos fletores é proveniente de cargas transversais aplicadas & viga, que por sua vez
geram deslocamentos transversais. Pelas equagoes de equilibrio, eqs.(2.43), p. 40, sabemos que
cargas transversais geram nao apenas momentos fletores, mas também esforgos cortantes (exceto
em casos bastantes particulares). A teoria que descrevemos nesse capitulo ¢ uma idealizagao de-
nominada teoria de flexao pura, que considera apenas a existéncia dos momentos fletores, i.e.,
ignora momentaneamente os efeitos do esforgo cortante, que sao analisados de forma independente.

8.1 Teoria de flexao de vigas

A teoria vista aqui é baseada em uma série de hipéteses cinemadticas que podem ser razoavelmente
visualizadas experimentalmente trabalhando com modelos construidos por materiais flexiveis como
borracha ou espuma plédstica. A hipétese fundamental pode ser entendida pela Figura 8.1. Na
figura (a) uma viga é desenhada com linhas retas transversais e com uma linha reta longitudinal
que formard uma superficie de referéncia. Sobre esta superficie definimos dois eixos cartesianos,
x e z, e na direcao transversal definimos o eixo y. (O correto posicionamento dos eixos e da
superficie de referéncia serd ainda assunto de detalhamento durante o desenvolvimento da teoria).
Se todas as cargas estiverem contidas no mesmo plano, por exemplo o plano xy, entao os momentos
fletores estarao todos na direcao z e teremos o chamado problema de flexao plana. Nesse caso a
configuracao deformada da viga é toda contida no plano xy.

A hipdétese fundamental da teoria de flexao pura diz o seguinte:

“Seg¢oes inicialmente planas e perpendiculares & superficie de referéncia de uma viga
permanecem planas e perpendiculares & superficie de referéncia flexionada da viga”.

Como ilustrado na Figura 8.1b, cada secao plana permanece plana com a flexdo, apenas sofre uma
rotagao de corpo rigido. Além disso, a rotagao é tal que a secdo permanece perpendicular &
superficie de referéncia deformada. Devemos observar que temos aqui, de fato, duas hipéteses: a de
que as segoOes permanecem planas e a de que permanecem perpendiculares.

Quando se compara essas hipdteses com solugoes exatas da teoria de elasticidade observam-se
que essas hipo6teses sao aproximagcoes da realidade, que sao tao mais acuradas quanto mais longa

! Existem teorias mais abrangentes para vigas curvas, mas inicialmente nos concentraremos em vigas retas.
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Figura 8.1: Visualizagao de uma barra sob flexao.

for a viga em relagao a sua altura. Isso explica que essa teoria seja conhecida na literatura por
diversos nomes como

e Teoria de flexao pura;
e Teoria de flexao de vigas longas;
e Teoria de flexao de vigas delgadas;

e Teoria de flexao de vigas de Euler-Bernoulli.

Empiricamente, a viga é considerada longa (ou delgada), se a relagdo comprimento/altura da
secao for superior a, por exemplo, 20, i.e.,

L
Z>9 1
220 (8.1)

O nome de teoria “de flexao pura” deve-se ao fato de que a hipétese fundamental se realiza per-
feitamente no caso de auséncia de esforco cortante, i.e., quando se tem momento fletor puro. Note
que, das equagoes diferenciais de equilibrio temos que o cortante V,(z) é Vy(x) = —dM, /dz. Entao,
Vy(x) € nulo apenas se M, (z) for constante.

Além da hipétese fundamental temos algumas hipdteses adicionais:

e Hipdétese 1 - O coeficiente de Poisson é considerado nulo, o que implica que nao ha defor-
magoes na diregao z proveniente do efeito de Poisson, i.e., £, = 0 em qualquer ponto (z,y, 2)
da viga.

e Hipdtese 2 - Os segmentos normais a superficie de referéncia permanecem inextensiveis, i.e.,
gy = 0 em qualquer ponto (z,y, z) da viga. Também aqui temos uma consequéncia da hipétese
de coeficiente de Poisson nulo.

Como serd visto ao final da dedugao, essas hipdteses implicam que o estado de tensoes na viga
é considerado uniaxial, com o, = 0, = 0 em todo ponto.

As hipéteses 1 e 2 podem ser substituidas por um conjunto alternativo de hipéteses, mas realista,
de que o0y = 0, = 0, porém com o coeficiente de Poisson nao nulo. Isso implicard num estado triaxial
deformacoes de deformagoes, em que €, # 0 e €. # 0 sao provenientes do efeito de Poisson.
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Figura 8.2: Flexao de um segmento de comprimento dz.

As hipéteses da teoria podem ser usadas para construir a formulagdo com a ajuda da Figura 8.2.
Na figura (a) temos um segmento de viga, onde foi identificado um segmento de comprimento Ax
definido por duas linhas retas paralelas AC' e DF como indicado. A Figura 8.2c ilustra a configuracio
deformada do segmento. Pelas hipéteses, os comprimentos AC e DF sao idénticos aos comprimentos
ac e df. Por outro lado, os comprimentos longitudinais sdo alterados. Por exemplo, o segmento
inferior CF alonga-se para cf e, na parte superior, AD contrai-se para ad. Entéo, se o esforco de
momento M, é positivo na segao de coordenada z como ilustrado, os segmentos na parte de baixo
da viga serao tracionados e os segmentos em cima serdo comprimidos, i.e., sofrerdao deformacgoes
€z positivas e negativas respectivamente. Para que essas deformagoes ocorram, é necessdrio que
os pontos ao longo da reta DF sofram deslocamentos na direcio axial. A essas componentes de
deslocamento chamaremos de u. De fato, definimos o campo de deslocamentos u = u(z,y) como
a componente de deslocamentos de um ponto na coordenada (z,y) do corpo, na diregdo z. Entao
u > 0 para pontos na parte de baixo da viga e u < 0 em pontos em cima.

Uma das consequéncias imediatas da observacao de que os segmentos longitudinais sofrem tragao
ou compressao é a de que deve existir, em algum lugar entre o topo e a base da se¢ao da viga, um
plano longitudinal onde os segmentos sofrem deformagao nula. Esse plano é denominado superficie
neutra da viga. A interseccio da superficie neutra em cada secdo transversal gera a linha neutra,
como indicado na Figura 8.2b.

Observe que, nesse momento, a posicdo da superficie neutra é desconhecida. Entretanto, a
deducao é iniciada posicionando os eixos x — z do sistema de coordenados sobre essa superficie
neutra, e o eixo y perpendicular aqueles, como indicado na Figura 8.2a. As forgas externas aplicadas
sdo contidas no plano zy e o momento fletor é na direcao z.

Como efeito do momento M, cada se¢do z sofre um deslocamento transversal v na direcao y.
Como resultado das hipéteses 1 e 2, v independe de y e de z, i.e., v = v(z) apenas. Entretanto, além
da translacao v(z), cada segao sofre também uma rotagao de corpo rigido. Quando consideramos um
ponto genérico P de cota y, este sofre, além de v, um deslocamento u na direcdo x, como consequéncia
da rotagao 0 da se¢ao. Essa componente de deslocamento é que provocard a deformagao do segmento
PQ.

Como a seg¢ao permanece reta, a variagao de u com y é linear, i.e., u(z,y) = a(x)y, onde
a(z) é uma fungao ainda desconhecida. Entretanto, para pequenos deslocamentos e rotagoes, o
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Figura 8.3: Distribuigao linear de tensoes na segao.

$F,=0, XF.=0 e XM,=0 (8.8)

As demais equacdes devem ser testadas uma a uma.

8.2 Foérmula de Flexao

8.2.1 Equilibrio de forcas em = e a linha neutra

A primeira equagdo de equilibrio ¢ X F,, = 0. Como no elemento diferencial de drea dA na segéo,
Figura 8.3, atua a tensdo o, a forca total na secéo é [, 0, dA. Como néo hé mais forcas axiais

aplicadas devemos ter
/ s dA = 0.
A

— Ex(x) /Ay dA = 0.

Como E # 0 e d?v/dx? # 0, o equilibrio requer que fA y dA = 0. Porém, sabe-se que fA ydA=Q,
¢ o momento estitico de inércia da secao, e tem a propriedade de que

Tomando o, de (8.7),

Q.= [,ydA=YA (8.9)

onde Y é a coordenada do centroide da secdo a partir do eixo z e A ¢ a drea da secdo. Com isso
conclui-se o seguinte:

Para satisfazer o equilibrio de forcas precisamos ter Y = 0 (j4 que A # 0),
i.e., a origem do eixo y deve estar no centroide da se¢do. Como

tinhamos posicionado a origem de y na linha neutra, agora sabemos que
esta passa pelo centroide da secao.

A aplicagao da primeira equagao de equilibrio nos diz que sempre a linha neutra passa pelo centroide
da segao nos casos de flexao plana. Veremos ao longo do capitulo o caso mais geral, em que a flexao
ocorre junto a tragdo na barra, o que gera uma translagdo da linha neutra para fora do centroide
da secao.

8.2.2 Momentos em z e féormula de flexao

A segunda equagao de equilibrio ¢ XM, = 0. A forga que atua em dA na Figura 8.3b é 0,dA, e o
momento em rela¢do ao eixo z é y(o,dA). Assim, a condigao de equilibrio do corpo é dada por

Mz+/yadi:0.
A
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Figura 8.6: Exemplo de secdo composta por regides de geometria simples.

cada momento estatico ¢ dado por Qz; = ?jAj. Entao o momento da se¢ao completa é obtido por

Qz = ileAj (8.25)
j=

Uma vez que para a secao completa Q7 = Y A, o célculo da posicio do centroide global em relacio
ao eixo Z é dado por

Y = % _! Y YA (8.26)

= ijl

8.3 2° momento de inércia - casos bésicos - segao retangular

Comegaremos explorando o caso mais simples, de uma viga de secao retangular sob flexao plana,
como na Figura 8.7a. Como a segao tem dois planos de simetria, nao hé dificuldades em localizar
o centroide e em orientar os eixos principais yz.
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Figura 8.7: Segao retangular de lados b x h..

Denominamos b o comprimento do lado da secao paralelo ao momento M., e h ao lado perpendicular
a M,. A dedugdo de uma expressao fechada para o momento de inércia I,, em termos de b e h é
feita a partir da defini¢ao (8.11): I, = [ A y?dA. Como é usual nesses casos, tomamos um elemento
diferencial dA numa forma adequada, nesse caso a forma do retdngulo em negrito mostrado na
Figura 8.7a onde dA = b dy. Assim,

h/2 b3 h/2 bh3
I, = / y? dA = b/ v dy = 2L — L= (8.27)
A y=—h/2 3 | ny2 12
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retangular sendo considerada, este é dado diretamente pela equagao (8.27):

;o _bh? 10 x20°
12 12

A terceira etapa consiste na aplicagao da férmula de flexdo (8.13) para um ponto y da segao

considerada B (onde zp = 300 mm):

=6,67.10° mm*.

M,(zp) —  6-10
Y= 76671087
Essa é a distribuicao de tensoes na secao B, que é ilustrada na Figura 8.10. Como a segao é

simétrica em relagao ao eixo z, os valores extremos de |y| s@o iguais, i.e., |y| . = h/2 =10 mm (ou
Ymax /min = Th/2 = +10 mm). Assim, a tensdo normal tem extremos

ox(rB;y) = — —|ou(@piy) = =9,0 y [mm e MPa]|

Iyy

max

olrasio  — 5 (xp;y = —10 mm) = —9,0 x (—10 mm) = +90 MPa (em baixo),
ot = ogx(xrp;y = +10 mm) = —9,0 x (+10 mm) = —90 MPa (em cima),
ya ~90MPa

[

A—
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= < |
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Figura 8.10: Distribuicao de tenstes normais na secao B do Exemplo 8.2.

8.3.1 Momentos de inércia de segao circular e tubular

As secoes circulares e tubulares sdo possivelmente as mais usadas em componentes mecanicos,
aparecendo em eixos, suportes e guias.

Figura 8.11: Paradmetros da segao circular maciga e tubular.



8.5. Alguns exemplos

289

dA

cg

A

Figura 8.13: Eixos arbitrdrios Y Z e centroidais yz numa secao.

Iz E/(y—I—Y)2 dA.
A

Expandindo a poténcia temos

IZZ:/y2 dA+2Y/sz+Y2/ dA.
A A A
—
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A primeira integral é o momento de inércia da secdo em relacdo ao eixo centroidal z. A segunda
é o momento estdtico em relagdo ao eixo centroidal z, logo é igual a zero. A dltima integral é

simplesmente o valor da drea da secdo. Assim temos

Iz7=1,, +A?2

que é a expressao do chamado teorema dos eixos paralelos.

8.5 Alguns exemplos

(8.33)

Exemplo 8.3 - Momento de inercia de segao retangular

Determine a expressao para o momento de inércia de uma secao retangular em relacao ao eixo Z

que passa pela base da se¢ao, como na Figura 8.14. Use o teorema dos eixos paralelos.

y!Y
.z cg
- A 0
Y
Z
L

Figura 8.14: Dimensoes e eixos do Exemplo 8.3.

Solucao:

y
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Y, Y4 aeaz y s, =- 723MPa
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Yo
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Figura 8.16: (a) Decomposigao da secao em trés dreas retangulares. (b) Distribuigdo de tensoes
na sec¢ao logo a direita do engaste.

J— 1 _
Y= 2 % 20 (10 x 40) + 45 (1 v — 39
(3 10 % 40 1 10 x 80) 2 % 20 (10x40) +45 (10 80) - = 32,5 mm

Como a secdo possui um plano de simetria, o eixo ¥, segue-se que o eixo z passando pelo centroide
é o outro eixo principal da secao.

Etapa 3 - Determinar o momento de inércia da secao

Como cada drea é retangular, seus momentos de inércia em relagdo a seu préprio eixo centroidal
(eixos 21, 22 € z3) s@o tomados como conhecidos: I, I, e I,,, pela dedugao j4 feita para o momento
de um retangulo, eq.(8.27. Assim, o momento de inércia da se¢do completa em relagdo a seu eixo
centroidal z é obtido aplicando o teorema dos eixos paralelos, (8.331, para transferir o momento de
cada drea ao eixo z:

21V + 13
2 (L, + 51 A1] + [L, + Y5 A2] (8.35)

I

Na primeira expressao, estamos somando momentos de diversas dreas, todas calculadas em relagao
ao mesmo eixo, z. Esses momentos, na segunda equagao, sao primeiro obtidos em relagao ao eixo da
prépria drea, e em seguida transladados ao eixo z Considerando o valor de Y e os dados geométricos
das Figuras 8.15b e 8.16, as distancias entre os eixos z1 e 29 até z sdo: J; = Y1 —Y = —12,5 mm e
Yo = Yo—Y =125 mm. (Obs.: o fato desses dois valores serem idénticos é apenas uma coincidéncia
resultante da conjungao dos parametros geométricos da se¢ao.) Assim, (8.35) fica

80 - 10°
12

10 - 403

I,=2 +12,5%(10 x 40)} + { +12,5%(80 x 10)| = 3,63 - 10° mm*.

Etapa 4 - Tensao maxima

A tensdo méaxima ocorre na secao do engaste, onde o momento maximo tinha sido obtido na Etapa
1 como Mpyayx = 1,510 Nmm. A distribuicdo de tensdes na secdo localizada logo a direita do

engaste é vista na Figura 8.16b. A tensdo méaxima em mdédulo sempre ocorre no ponto da segao

mais distante da linha neutra, que nesse caso é o ponto de coordenadas ymax = —32,5 mm. Assim,
de (8.13),
Minax 1,5-10°
x=—"—F— =———(—32,5) = +134,2 MPa.
Tms I Ymax = ~373 708 )=+ ¢

O coeficiente de seguranca quanto ao inicio de escoamento, ignorando o efeito de concentragao de
tensoes no engaste, ¢ N = 0ugm/Tmax = 200/134,2 = 1,49.
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vigas constituidas por duas ou trés fases de materiais homogéneos, isotrépicos e eldstico-lineares,
pode ser facilmente tratado, como descrito nessa secao.

Consideramos uma segao transversal com segao arbitrdria, constituida por n regioes, cada uma
com um material distinto, como na Figura 8.19a. Cada fase é um material homogéneo, isotrépico e
eldstico-linear, com mdédulo de elasticidade Ej, j = 1,...,n, e possui uma &drea transversal A;.

y,YA
1 2 3
3 4
< 0
1 2
5 6
(@ (b)
<Z O

Figura 8.19: (a) segdo composta por n = 6 materiais, com um plano de simetria (vertical); (b)
secao com 3 materiais e sem plano de simetria.

A hipétese fundamental usada no tratamento desse tipo de viga é que a deformacao
axial ¢,(z,y) varia linearmente ao longo de y, mesmo com a diferenca de materiais. Essa
hipdtese é ilustrada na Figura 8.20 para o caso simples de duas fases. Andlises mais detalhadas
mostram que essa hipétese é aproximadamente correta no Ambito de pequenas deformacoes, como é
o caso presente. A hipdtese de deformacao variando linearmente em y é a mesma usada na dedugéao
da férmula de flexdo de vigas homogéneas, e foi representada por (8.6):

ex(z,y) = —k(2)y. (8.43)

Se cada fase é eldstica linear, entao a tensdo numa cota y da se¢do depende da propriedade do
material naquele ponto, de forma que numa secao x, a deformagao varia linearmente em y na forma

O'w(xvy) = E(y7z)5w($7y) = —E(y,z)/i(a:)y. (844)

Em ambas as expressoes acima, y deve ser a coordenada medida ao longo de um eixo de simetria
(vertical nas figuras), com, cuja origem deve ser a linha neutra. No caso da se¢do homogénea, a
linha neutra passa pelo centroide da secao. Entretanto, no presente caso, de secao heterogénea, a
linha neutra nao necessariamente passa pelo centroide, e deve-se deduzir novamente a forma de sua
identificacao.

8.6.1 Linha neutra

Inicialmente, consideramos que a se¢do possua um plano de simetria, e definimos um sistema de
coordenadas tempordrio OXY Z, com Z perpendicular ao plano de simetria, como nas Figuras 8.19a
e 8.20a. Note que a formulagdo desenvolvida a seguir nao é aplicdvel a se¢oes como a da Figuras
8.19b, que nao possui um plano de simetria. Um segundo sistema de eixos, Ozyz, é definido com y
ao longo do plano de simetria, com origem na linha neutra, e z é normal ao plano. Entao, os eixos
Z e z sao paralelos. A posicao do eixo z é definida em relacdo ao eixo temporario Z por Y. A linha
neutra é definida como a reta ao longo da qual as tensoes e deformagoes normais sao
nulas. A distribuicdo de tensoes na segao ¢é ilustrada na Figura 8.20c para o caso de duas fases.
A posicao da linha neutra define a regido da segao sob tracao e sob compressdo. A resultante z de
forgas deve ser nula, para manter o equilibrio do elemento diferencial de comprimento dx mostrado.
Esse equilibrio é representado por
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Figura 8.20: (a) secao transversal com duas fases, com plano de simetria; (b) elemento diferencial
dx com esforgo de momento fletor e distribuicao das deformacoes; (c) distribuigdo qualitativa das
tensoes.

F, = /O'di—O,
A

= —K](ﬂj)/AE(y’Z)y dA=0. (8'45)

A origem da coordenada y é ainda desconhecida nesse ponto, porém o elemento diferencial de
area dA pode ser localizado pela coordenada arbitraria Y, tal que y =Y — Y, onde Y ¢é a distancia,
ainda incognita, entre os dois eixos. Substituindo em (8.45) temos

_ _ [LEY)Y dA
EYYdA—Y/EY dA =0 - Y= A 8.46
J Bw) [ Bv) 4 o) A (8.46)
Os termos do numerador e denominador podem ser explicitados por:
/ E(Y)Y dA = ZEj/ Y dA =) E;Qz;,
A =1 J4 j=1 _
Qz; o 21 EiQz;
n n - Y = W (8.47)
E(Y) dA:ZEj/ dA =Y "Ej;A;. =17
A =1 74 j=1
Aj

Aj ¢ a drea da fase j e Qz; ¢ o momento estdtico da drea A; em relacao ao eixo Z. Essa expressao
determina a posi¢do da linha neutra em segoes com qualquer disposicao e formato das fases. O
momento estdtico pode ser colocado na forma

Qz; = A4;Y;, (8.48)

onde }_’j ¢ a coordenada Y do centroide da drea A;. Entao,

> i EjAjY;
> i1 EiA;

Note que numa viga homogénea, com uma unica fase de médulo E, essa expressao se reduz aquela
vista em (8.26): Y =", A;Y;/A, onde A ¢ a drea total da secio.

V= (8.49)
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Figura 8.21: (a) parametros geométricos da secao; (b) distribuicao de tensoes.

isso se obtém a posicdo da linha neutra: Y = 86,3 mm. Note que os momentos estaticos de cada
fase em relacdo a Z siao Q71 = A1Y: = 16.875 mm? para a barra de aco, e Qzo = AsYs = 7,43 106
mm? para a barra de madeira.

(b) O médulo equivalente E., é obtido por (8.54) para n = 2 fases:

n
Eegl. =) EjlL; = ErLy + Ea Ly, (8.56)
j=1

Os momentos de inércia de cada fase sao

bh? 2 7 4
I, = 1z + A1dy = 1,40 - 10" mm®,
bH?
I, = T + AQd% =61,7- 107 mm?. (8.57)

Com isso, se obtém o momento de inércia da secdo é I, = I,; + I,» = 63,1 - 107 mm?*, o produto
Eegl, = 8,96 - 102 Nmm?, e o médulo de elasticidade equivalente da viga Ey = El. /I, =
8,96-10'2/63,1 - 107 = 14,2 GPa. Isso significa que a viga composta apresenta a mesma rigidez em
flexao que uma viga homogénea de mesmas dimensoes, com médulo Fe,= 14,2 GPa.

(c) As tensoes podem ser obtidas (8.53), que pode ser separada para cada fase:

M, (x _ _
Oaco(T,y,2) = —Ei z (I)y, Yy € (Yasp) = (=Y h =Y),
eqlz
M, (x _ _
Omad(2,y,2) = —E» z (I)y, Vy € (Ye;9a) = (h—Y;H+h-Y). (8.58)
eqlz

Os limites de validade de cada equagao sao os limites de y para as superficies inferior e superior
da camada de aco e de madeira. Os pontos a,b,c e d estdo marcados na Figura 8.21a, e suas
coordenadas valem y, = —Y = —86,3 mm, yp, = y. = h— Y = —71,25 mm, y; = 228,75 mm.
Note que os pontos b e ¢ se encontram na interface entre as camadas, um em cada camada. Apesar
da deformac@o em ambos ser a mesma, as tensoes sao diferentes devido a diferenca de médulo de
elasticidade entre as camadas. As tensdes nos quatro pontos sdo:
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M

M

M

O‘fi:—Ef Ufi:—Ef Un:—Ef

z
Equz Yfi,

z
Equz Yfs,

Eq

=y
7"

(8.61)

Uma distribuigao tipica das tensoes numa viga sanduiche é ilustrada na Figura 8.23a.

y » S =1495MPa Y o= 142,9 MPa
? — )
=—7s; =135 MPa
? »/s =0,0136 MPa }
Gx? > I—Im z
? : Gx
S Y —
@ / E 5 (b) —F

Figura 8.23:

(a) Distribui¢do de tensdes normais num sanduiche ao longo da espessura; (b)

simplificagdo das tensoes em sanduiches de faces delgadas e nicleo de baixo mdédulo.

Sanduiches de faces delgadas

As eqs.(8.59)-(8.61) sao adequadas a qualquer configuragao

simétrica de sanduiche, desde que as faces sejam idénticas, mesmo que elas sejam espessas. En-
tretanto, as configuracoes mais eficientes de sanduiche sao tais que apresentam duas caracteristicas:

1. a espessura das faces é pequena em relacao a do nicleo, tipicamente,

h

9 < &
0,022 4

<0,2

(8.62)

2. o0 médulo de elasticidade do nicleo é muito maior que o da face, tipicamente,

250 < < 569

SIS

(8.63)

3. a densidade do niicleo é muito pequena, da ordem de p,, ~ 0,06 kg/m3 a 0,12 kg/m?, tipicas
em nicleos de colmeia, de corrugados ou de espumas polimérica expandida. Isso gera vigas e

placas de baixfssimos pesos em relagao as suas rigidezas.

Essas caracteristicas permitem gerar uma formulacao bastante simplificada, a partir das relagoes
exatas nas egs.(8.59)-(8.61). Isso é feito aplicando a condigao E,, = 0 em (8.59)

Eegl, = 2E;Ly,

()

Porém, (H,, + h)/2 = Hp,, a distancia entre os centroides das faces. Entao,

e abrindo I,:

bh3
12 + 3bh

H,+h

I;=

bh

L= 15 (h*+3H}).

(8.64)

No termo (h2 + 3H,2n) usamos a hipétese de h << H,, para desprezar o termo h?, de forma que se

tem a simplificacao
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Figura 8.24: Estado de tensoes normais num sanduiche considerado de faces delgadas e nicleo de
baixa rigidez normal.

bhH?
L~ —"1 (8.65)
4
Levando esse momento a (8.64), se obtém
bhH? 6h
Eequ = Ef m e Eeq = Efi (866)
2 Hy,

A distribuicdo de tensGes considera que a tensao normal no nicleo é nula, e nas faces sao
constantes na espessura, como na Figura 8.5b. O esforgo interno de momento fletor numa segao
é equilibrado pelo bindrio de forcas F' aplicadas no centroide de cada face como na figura. Esse
equilibrio é representado por

M,
M, = —os(bh)H,, — Ofs = —0f; = —

8.67)
NEAYS bhH,, (

onde oy, e oyp; sao as tensoes nas faces superior e inferior, respectivamente, como ilustrado na
Figura 8.24. Essa formulagao simplificada é bastante ttil em célculos manuais de anédlise de vigas
sanduiche, e em procedimentos de otimizacao de parametros, para minimizar massa ou maximizar
rigidez, por exemplo. E provado (Mendonga, [6]) que, se as espessuras e médulos estiverem nas
faixas indicadas em (8.62)-(8.63), os erros dos resultados da formulacao simplificada sdo préximos

de 1%.

Exemplo 8.8 - Viga sanduiche

Considere uma viga sanduiche com se¢ao transversal como na Figura 8.4, constituida por um nitcleo
de espuma de poliuretano de modulo E,, = 20 MPa e duas faces de aco com Ey = 200 GPa. As
dimensoes sao: b = 100 mm, H,, = 200 mm, A = 10 GPa. O esforco de momento fletor na secao é
M, =30 kNm. (a) Determine o médulo de elasticidade equivalente da viga, (b) a distribuicao das
tensoes normais na se¢ao. Resolva usando a formulagao completa e a simplificada.

Solugao:
Usando a formulagao completa, egs.(8.59)-(8.61), temos

bh3 Hp\? bH?

H,, = (h+ H,) é a altura meédia da segao entre os centroides das faces. Entao,
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maximos de tensao normal. Os valores sao: E. = 20 GPa do concreto, E, = 200 GPa, secao com
b = 250 mm, H = 550 mm. S&o duas barras de ago, de secao circular com diametro d = 28 mm, que
sdo alinhadas com centro a uma distancia Y, = 50 mm a partir da base da secdo, como na Figura
8.25a. O esfor¢co de momento fletor na se¢ao é M, = 60 kNm.

A
@ Y,yT O o— gy Y © vt
concreto % > m—
comprimido [ @
4—
M & ymax:]78’1 V-
y z E
Ve 4
b a— , H s > Oy
W E v, -32191
Y ! 5
v ! — . —
vt ¢ N ’5,110,5 —%
4 = : —Y aco »

A 0 dx | 0 dx &,

Figura 8.25: (a) parametros geométricos da se¢ao; (b) distribuicao de deformagdes; (c) distribuigao
de tensoes.

Solucao:

(a) A linha neutra. Inicialmente definimos um sistema de eixos temporario OXZY, como na
Figura 8.25a, e buscamos a posicio Y da linha neutra, que define os eixos Ozyz. No exemplo, o
concreto serd considerado apenas em sua regiao comprimida, i.e., acima da linha neutra. Isso gera
uma situagao distinta do exemplo anterior de viga de madeira-aco, pois aqui é como se houvesse
concreto apenas acima da linha neutra, i.e., numa regiao ainda desconhecida. Por isso, retomamos
as deducgoes feitas acima para materiais dicteis, fazendo as adaptacoes necessdrias.

Iniciamos com a adaptagao da relagao (8.45) de equilibrio de forgas axiais,

Fy = —r(z) /A By, )y dA=0  — /AE(y,z)y dA =0, (8.72)

com a provisao que a integracao sera feita apenas sobre a drea A, que compreende o ago e a parte
comprimida do concreto. Usamos a relagao entre os eixos paralelos ye Y: y=Y —Y:

/_Ey dA—Y/_E dA = 0. (8.73)
A A

Podemos particionar A entre a parte comprimida do concreto, A7, e a de aco Ay:

EC/ Y dA+ Ea/ YdA=Y EC/ dA + Ea/ dA| . (8.74)
c Aa Ac Aa
Q7. Qza AZ Aq

Q. = AZY & o momento estdtico da parte comprimida do concreto em relacdo ao eixo Z, e
Qza = 22”21 Aajf/aj ¢ o momento estdtico do conjunto das n barras, sendo A,; e Yaj a drea ¢ a
coordenada do centroide de cada barra j. Esses momentos e coordenadas podem ser obtidos em
termos dos parémetros geométricos da secao com auxilio da Figura 8.25a:

A =bH-Y) e Y = %(H+Y). (8.75)

C

Substituindo em (8.74) temos
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Figura 9.1: Tensoes cisalhantes numa se¢ao s em (c) e configuragao deformada da segao em (d).

diferencial, i.e., 7, sempre atua em quatro termos, de mesmo valor, devido & condicao
de equilibrio, como deduzido em (3.22). Observe o elemento diferencial volumétrico A: ele possui
uma face orientada na direcao x, i.e., pertence a secao transversal s, e tem outra face contida na
superficie superior da viga. Note que a superficie superior ¢ livre de carregamento tangenciais, o que
significa cisalhamento nulo naquela face. Logo, no topo da secao transversal devemos ter também
que Tfy = 0. O mesmo se aplica ao ponto C. De fato, todos os pontos nos contornos superior e
inferior da secao devem ter 7., = 0. Assim, os pontos nos segmentos 14 e 23 (Figura 9.1c) tem
Tzy = 0, € 0s pontos em 12 e 34, tem 7., # 0. Isso se aplica também a se¢ao nao retangulares, pelos
mesmos motivos, mas a distribuigao de tensoes serd também dependente de z, i.e., Ty = T4y (y, 2).

Figura 9.2: Ilustracao da configuracao deformada, isolando apenas a deformagcao devida ao cisal-
hamento transversal, ignorando o efeito do momento.

A configuragao deformada da secao transversal da viga pelo efeito do cortante é ilustrada nas
Figuras 9.1d e 9.2. A 9.2 ilustra a configuracao deformada de um trecho de viga, tomando apenas a
deformacao devida ao cisalhamento transversal, ignorando o efeito do momento fletor. A deformagao
estd exagerada (multiplicando por um fator de escala) para permitir a visualizagdo. A visualizagao
considera a hipétese que a se¢do permanece plana, i.e., que o cisalhamento é uniforme em cada segao.
Entao, o efeito do cisalhamento é apenas o de gerar uma translagao vertical em cada secao, sem
rotacao, como na figura. O elemento diferencial colorido é retangular na configuragao indeformada,
e na configuragao deformada apresenta deformagao cisalhante v, , que representa o afastamento do
angulo indeformado, que inicialmente era reto.

De fato, a hipdtese de secdo plana é apenas uma aproximacido matemdtica para gerar uma
formulacao simples o suficiente para permitir solugoes analiticas. Fisicamente, a segao nao se
mantém plana, mas assume uma forma empenada, aproximadamente uma funcdo polinomial
ctibica (isso é mais preciso no caso da se¢ao retangular que em qualquer outro tipo de se¢ao). Nesse



314

Capitulo 9. Cisalhamento em vigas sob flexao

superficie neutra. O efeito do cisalhamento na deflexao transversal em relacao a L/h é ilustrado no
Capitulo 14, pagina 519, como o auxilio de conceitos de energia de deformagao.
Dessa forma, o procedimento usual em engenharia consiste em:

(a)

Determinar sempre o, usando a férmula de flexdo, qualquer que seja o aspecto L/h da viga.
Isso é feito sob a hipdtese que o cisalhamento transversal ndo afeta sensivelmente as tensées
normais da teoria de flexao pura.

Determinar 7, usando as teorias do presente capitulo, nos casos recomendados que serao
listados posteriormente;

Em problemas que assim o exijam, determinar a deflexao transversal usando a teoria de flexao
de vigas longas, conforme descrito no Capitulo 12, i.e., levando em conta apenas o momento
fletor;

Caso a viga seja curta (L/h < 10), é provado que a presenga do cortante faz com que a deflexao
real seja superior aquela calculada pela teoria de vigas longas. Em algumas aplicagoes pode
ser necessario calcular a corre¢cao no deslocamento devido ao cortante. Isso é mais importante,
por exemplo, em cdlculos dindmicos de eixos de rotores de alta velocidade (acima de algo como
30.000 rpm) e vigas curtas de materiais compostos.

&,

Figura 9.4: Tensoes normais e cisalhantes num cilindro axial de se¢do arbitrdria Ar imerso na

viga.

9.2

Fluxo de cisalhamento e tensao cisalhante

Consideremos um segmento de viga reta submetido a um carregamento transversal arbitrério.
Suponhamos que o problema seja isostdtico e que jé determinamos a funcao de esforgos cortantes
Vy(z) em cada sec@o, e de momentos fletores M, (z). Consideremos um elemento diferencial de
volume da viga, de comprimento diferencial dx, i.e., o volume é um cilindro dV = Adx, onde A
é a area da segdo transversal, como ilustrado na Figura 9.4a. Como M, (z), no caso geral, nao é
constante, M, varia de se¢ao a se¢do. Entdo, nas duas faces de dV', de coordenadas x e (x + dz), os
momentos sao M, e M, + dM, como na Figura 9.4b. Entao, para cada cota y, as tensdes normais
o, em cada face sdo também diferentes numa e noutra face, dadas por o, e (0, + do,), através da
férmula de flexao (8.13), pagina 282, temos
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A forma da drea Ap pode ser qualquer, como ilustrado nas diversas regides hachuradas na Figura
9.5. Qualquer que seja ela, o momento estatico é dado por

Qr =ApYp (9.9)

onde Y é a coordenada do centroide de A em relacdo ao eixo principal z. A Figura 9.5 mostra
dreas hachuradas Ap definidas por cortes, horizontais, verticais e inclinados, todos retos, como
também poderiam ter sido curvos. Em qualquer caso, a forca axial de cisalhamento nas laterais
longitudinais da drea Ap podem ser obtidas como ¢ calculado em (9.8).

@ —L 1 (b) \ t
Ya A c Y1 (_’ Q
d ‘ 5 &2
x 5 tI —a
7'y a — v
b\,c |V,
7F Y, \\_‘ < CCg AF
) ' c.g. z B
< ® h [Ye|
f e
A 4
A § h
g
A 4
< By

Figura 9.5: Algumas segbes transversais de viga e diversas dreas onde se pode calcular o fluxo de
cisalhamento ¢, que é associado ao momento estdatico Qp, onde Qp = ApY p.

9.2.1 Tensao cisalhante

Observemos novamente a Figura 9.4c¢ do elemento cilindrico axial de se¢ao transversal arbitraria Ap.
Na defini¢ao do fluxo de cisalhamento g em (9.5), dividimos a forga total dF; pelo comprimento dz,
o que nos dava uma forca por unidade de comprimento de cilindro interno. Esse valor é sempre
exato para qualquer formato de Ap. Por outro lado, podemos imaginar uma quantidade
definida por dF./dA;, onde dA, é a drea da superficie lateral do cilindro como na Figura 9.4c.
Essa quantidade dF;/dA; teria unidades de tensdo, e de fato pode ser considerada uma tensao
cisalhante média. Entretanto, essa quantidade possui pouca utilidade prética num caso geral,
uma vez que as tensoes cisalhantes variam fortemente em torno da superficie lateral dA,.

Em alguns casos particulares, entretanto, a defini¢ao seré ttil, como veremos a seguir. Definimos
a férmula de cisalhamento em vigas como

dF;,
dA;

T =

(9.10)

onde dA, é a area da superficie lateral do cilindro onde a tensao é nao nula.

As tnicas situacgoes em que (9.10) pode produzir valores titeis ¢ quando o cilindro tem uma
superficie lateral em que se prevé uma distribuicdo simples da tensdo cisalhante. A Figura 9.5
ilustra alguns casos:

1. No caso da segao retangular, Ar na Figura 9.5a é definida na forma de um retangulo onde
trés lados (superficie be, c¢d e da) coincidem com a superficie externa da prépria viga, onde
sabemos, a priori, que a tensao cisalhante é nula, uma vez que sao superficies livres de
carregamento tangencial. S6 a superficie ab de Ap possui interface com o resto da secao, de
forma que toda a forga dF, usada em (9.10) no célculo de 7 é aplicada através da superficie
ab. Aqui, essa linha é tomada como reta, paralela ao eixo z. Isso ¢ feito assim de
acordo com a previsao de que as tensoes cisalhantes tenham pouca variacao ao longo da linha
ab (no caso particular da segao retangular 7 é realmente quase uniforme ao longo de z).
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3V,
Tmax (%) = 7(w,y; = 0) = ¢ = 1,57 (9.15)

onde foi usado o fato que a drea da segao completa é A = bh. Também, V, /A é a tensao cisalhante
média T na segdo. Entao, (9.15) mostra que a tensao cisalhante mdxima numa segao
retangular é 50 % superior ao valor da tensao média.

Figura 9.6: Distribuicao de tensoes cisalhantes numa viga reta de secao retangular.

9.3.2 Distribuicao real de tensoes cisalhantes na secao retangular

A solucao dada pela presente teoria, sintetizada nas equagoes (9.14) e (9.15) para secao retangular,
e Figura 9.6), representam uma distribui¢ao independente de z, e dependente apenas de y numa
dada secao. Entretanto, usando a teoria de elasticidade tridimensional, é possivel verificar que na
solucao correta do problema 7 varia também com z.

A Figura 9.7 mostra a solucao de elasticidade para a distribuicao de tensoes cisalhantes numa
secao retangular larga, com b/h = 3, comparada & a solugao tedrica da equagao (9.15). Em geral,
quanto mais estreita for a se¢ao (b/h pequeno), menor o erro da equagao (9.15). Por
exemplo, para b/h = 0,5 o erro ¢é de cerca de 3 %, enquanto para b/h = 2 o erro ¢ aproximadamente
40 % [4].

A principal aplicagao da presente teoria é na determinacao de tensdo média maxima que ocorre
na linha neutra em perfis estruturais (T, I por exemplo), que ocorre na alma, onde a espessura é
pequena e o erro é minimo.

'|

tmax real

Rlkikizrzesy reveins | M
h A

NA

Figura 9.7: Distribui¢ao tedrica da equacao (9.15) e real, obtida por elasticidade, ao longo da
linha neutra de uma segao retangular.
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9.3.3 Secao circular

Aplicaremos a teoria, equagao (9.12), no problema de cisalhamento numa viga reta de se¢ao circular.
Os diversos parametros na férmula sio: I, que na secio circular é I, = wd*/64, Vy que é considerado
pré-determinado, e QF e t que merecem tratamento préprio. Para isso considere a Figura 9.8a,
onde identificamos na secao transversal uma regido colorida A definida acima de uma linha reta ab
paralela ao eixo z, com cota y,. Buscaremos entao o valor médio de 7., na interface de material de
cota y,. Entao a largura ¢t depende de y,, i.e., t = t(y;) e Qr = Qr(y;). As determinagoes dessas
dependéncias sao feitas usando trigonometria. Primeiro considerando o tridngulo ¢fb, o teorema de
Pitdgoras gera (d/2)? = y2 + (t/2)?), de forma que

Hyr) = /& — 42, (9.16)

»

t xy(yl)

£ .= ATL

@ (b)

Figura 9.8: (a) Determinagao dos pardmetros da férmula (9.12) para 7,,; (b) distribuicao tedrica
parabdlica de 7, e tensdo média 7 =V, /A.

Para o momento estdtico Qp, partimos da defini¢ao (9.7), Qr = [ A Y dAp, e definimos um
elemento diferencial de drea dAp = [(y)dy como na Figura 9.8a. Assim,

/2
Qr = / yl(y) dy. (9.17)
)

:y,’.
onde [(y) é a largura da linha eg, de cota y como na figura. Novamente, usando o teorema de
Pitdgoras no triangulo ced temos (d/2)? = y? + (1/2)2. Logo,

l(y) = Vd? — 492 (9.18)

Levando (9.18) a (9.17), e integrando e simplificando, obtemos o momento estético:

Qr(y:) = % [d® — 4y2)*?. (9.19)

Finalmente, usando ¢t e Qr de (9.16) e (9.19), a tensao vem de (9.12) como:

ey = Q) _ Yy ld? — 4732
WL tys)  (nd1/64) [ — 4y, ]2

Simplificando, e observando que a drea da segdo ¢ A = wd2/4, temos finalmente

Vy
342

Esta é uma funcao parabdlica de y,, como ilustrado na Figura 9.8b. O valor méximo ocorre ao

Tay(yr) = 55 (4% — 4y2) (9.20)
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caso a se¢ao nao possua plano de simetria). No presente caso, entretanto, simplesmente obtemos os
dados geométricos da secao usando uma norma adequada, que pode ser ABNT, ASME, ou ISO, por
exemplo. Assim as dimensées obtidas sdo aquelas mostradas na Figura 9.10b, com drea A = 1.780
mm? e I, = 2,79 - 10 mm?.

Etapa 2 — Determinacao das reacoes e esforgos cortantes. Como o problema é isostdtico, se
pode facilmente resolver o problema, obtendo a reacao no apoio R4 = 20 kN e o diagrama de V,,
mostrado na Figura 9.10c. Logo, o cortante maximo é V,, = 20 kN, e ocorre na secao A.

Etapa 3 — Aplicacao da teoria (equagao(9.12)) a secao transversal A. Como se trata de um perfil,
torna-se complicado determinar uma equacao fechada para 7,, em funcao de y,. Em vez disso,
realizaremos os cdlculos apenas para algumas posigoes na segdao. Essas posigoes sao as linhas hori-
zontais 12, 34 etc., ilustradas na Figura 9.11.

Na

(b) © (d)

Figura 9.11: Identificacao de cortes na secao para cdlculo do momento Qp.

Tensao no flange, linha 34. Na Figura 9.11a temos hachurada a drea Apsy4, que fica acima da
linha 34 onde desejamos estimar 7,,. Essa linha é posicionada infinitesimalmente préxima juncao
da alma com o flange, porém acima da jungao. Entao o corte 34 é feito de forma a interceptar a
secao ao longo da linha tracejada de comprimento igual a largura do flange, e em (9.12) a largura ¢ é
tsg = B = 71,0 mm. O momento estdtico é Qp34 = A34Y 34, onde Y34 é a coordenada do centroide
de Asq, dada por Yaq = (H — hy)/2 = (101,6/2 — 4,7)/2 = 47,1 mm. Assim,

Qrsa = A34Y 34 = (Bhy)Y 34 = (71 x 7,4)47,1 = 24.746 mm®.
Entao, de (9.12), a tensdo em qualquer ponto ao longo de 34 é estimada como

34 VyQF34 _20.000 x 24.746

_ _ — 2.5 MPa.
W= Tyl 71x2,79-1060  ° &

T

Tensao no flange, linha 12. A tens&o ao longo da linha superior da secao, 12, pode ser pronta-
mente identificada como zero: uma vez que a drea acima da linha, A12 = 0, o momento estdtico
Q12 também ¢é nulo e 7';32y =0.
Tensao no flange, linha 56. Notamos que essa linha é feita de forma a interceptar a secao apenas
na alma, i.e., as tensoes sao aplicadas apenas ao longo da largura da alma, de forma que em (9.12)
a largura t é tsg = hy, = 8,3 mm. A drea acima de 56, Asg, é a mesma drea acima de 34, i.e.,
Asg = A3q = Bhy, uma vez que as linhas 34 e 56 sao infinitesimalmente préximas. Assim, Qrs¢ =
gg _ VyQFs6 _ 20.000 x 24.742 — 91,4 MPa.
tsel. 8,3x%x2,79-10
A tnica diferenca em relagdo a linha 34 é que agora a forga cisalhante axial se distribui ao longo de
uma largura menor, t56 = 8,3 mm em vez de t34 = B = 71,0 mm.

Qr34 = 24.746 mm?®. Entdo, (9.12) produz a tensdo 7

Tensao no flange, linha 78. Para a drea definida pela linha neutra, a drea Ap7g ¢ aquela
hachurada na Figura 9.11b. O momento Qr7s pode ser obtido somando o momento devido ao
retangulo 5678 com @ p34.
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e varia de forma parabdlica com y. J4 em 12, 7., assume valores expressivos e varia linearmente
com z. Assim, no cilculo do fluxo de cisalhamento é costumeiro considerar apenas a
parcela de fluxo paralela ao flange e a4 alma, como ilustrada na Figura 9.14. No flange da
Figura 9.13, por exemplo, despreza-se o fluxo ¢** e considera-se apenas ¢'2. Na alma se considera
o fluxo nas faces paralelas ao eixo y. Esses fluxos sao ilustrados na Figura 9.14a para a secao I.

vy vy

Y4
<+ <4 » P <+t 44+ >r> > > >
[ >> > R |

Figura 9.14: Orientacao do fluxo de cisalhamento em diversos perfis de paredes finas.

A explicagdo da orientacao do fluxo no perfil é como segue. Consideremos por exemplo o perfil
T da Figura 9.14b, com o cortante Vj, para cima como indicado. Entao ¢ de se esperar que o fluxo
(e as tensoes) na alma sejam também para cima, uma vez que Vj é a resultante do fluxo. Para
entender a orientacao de g no flange, consideremos os dois lados do flange superior como na Figura
9.15. Tomamos dois prismas definidos pelas dreas A e A2 % € montamos seus diagramas de corpo
livre. Observe que se V,, ¢ para cima, i.e., V;, > 0, entao pela equacao de equilibrio (dM, /dx = -V,
), se tem que dM, /dx < 0, o que significa que M, diminui com z, i.e., (M, +dM,) < M,. Entao, nos
extremos de cada prisma, a forca axial devida a tensdo normal o, orientada “para traz” (F, + dFy,)
¢ menor que a forca “para frente” F,, de forma que existe uma resultante axial dF,para frente.
Entdo, em ambos os casos, a for¢a cisalhante atuando na interface é qdx, para traz, da mesma
forma que a tensao cisalhante. Logo, na drea A}; a forca ¢ é para a direita e na drea A% o fluxo ¢ é
para a esquerda, o que leva as orientagoes vistas na Figura 9.14b.

qdx s
‘& N\s 2
Vy 1 \
q \
Fyt+ dF< Fy I A 1Fx+ oF.< F,
T M M.+ dM_< M,
'l X
\l / X
[ v, v,

le ax )

Figura 9.15: Orientacao de fluxo de cisalhamento num perfil.

Observando os diversos casos da Figura 9.14 notamos o porqué do nome “fluxo” de cisalhamento.
As forgas comportam-se um pouco como um escoamento fluido num duto. A forma pratica de

determinar as orientacoes é a seguinte:

(a) nas paredes verticais (paralelas ao cortante), colocar o fluxo na direcao positiva de Vy;
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(b) nos extremos da parede vertical o fluxo mantém a orientacdo quando entra ou sai da parede
horizontal.

A determinagao do fluxo de cisalhamento em alguns dos perfis da Figura 9.14 serd discutida
através de exemplos.

Exemplo 9.2 - Fluxo de cisalhamento em perfil I

Considere o perfil I do Exemplo 9.1, cuja geometria é dada na Figura 9.10c. Determine o fluxo
de cisalhamento longitudinal aos flanges e & alma. Tentar obter primeiro expressoes analiticas em
termos dos parametros geométricos da segao.

Solucgao:

Para facilitar a deducao das equacOes, em lugar de usar a altura total da secdo, H, usaremos a
altura média H = (H — h #). Devido aos dois planos de simetria da segao, bastard a determinagao
de duas equacgOes para ¢, uma para um lado de flange e outra para a alma.

Flange — Para a equacao no flange usamos um corte transversal 12 numa posigao genérica definida
pela coordenada z, o que define uma drea Apis como na Figura 9.16a. O momento estdtico é
Qr12 = Ap12Y12 = (B/2 — z)hy - (H/2). Entao o fluxo é

V,Qr12  Vyh¢H (B
Qhange(2) = I = o1 5~ z . (9.24)
Claramente esta é uma fungao linear em z, com méaximo em z = 0, i.e., qf‘{:r‘lxge = VyﬁBh £/41,.
Por simetria, no lado negativo de z a distribuicao de ¢ é reversa, como indicado na Figura 9.16c¢.
Também por simetria, temos que Qrrs = —@r12, € a orientacdo do fluxo é invertida no flange
inferior em relagao ao flange superior.
A y4 mex
Z y yA W/-qﬂange
AF12'\ 1 / Arss min
he § qu | l%/s 7 727 F‘MW Gaima
4 v, TH/Z A A3 4 Ty ' %
< < : < N q":/l:;a
: : =
7
| | SR NN ——
@8 g (b) (©)

Figura 9.16: Cortes para determinacao de equagao de g no flange e na alma de perfil 1.

Alma — Para a determinagdo do fluxo na alma usamos a drea Apsy ilustrada na Figura 9.16b,
onde o corte 34 tem cota varidvel y. O momento estdtico QQp34 é obtido adicionando o momento do
pequeno retangulo 3456 ao momento do flange Apsg:

Qr3 = Qrse + QF3a56,
= As6Y 56 + A3a56Y 3456,
H 1, 11 =
= (Bhy)— +ha|5(H=hg)—y| = |5(H—h )
(Bhs)— + [2( f) y}Z[Q( f)ﬂ/]

— Qr3a = ;{Bth—i—ha [i(H—hf)Q—yQ}}. (9.25)
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pontes metdlicas, frequentemente necessitam vigas com alturas grandes, por exemplo um metro ou
mais. Estas sao construidas por chapas metédlicas unidas por cantoneiras, como ilustrado na Figura
9.17¢ e (f).Em todos os casos o cédlculo ¢ feito através da determinacdo do fluxo de cisalhamento em
cada superficie de contato entre as partes. O procedimento serd visto a seguir através de exemplos.

Exemplo 9.3 - Montagem de perfil canaleta [

Considere uma viga como na Figura 9.18a, que desejamos construir unindo trés placas de ago de
espessura h = 35 mm de , usando parafusos que possuem capacidade de suportar 150 N de forca
cisalhante. Determine o espacamento necessdrio dos parafusos nas interfaces L1 e Ly para que a
viga suporte a carga F' = 400 N, se a forga admissivel por parafuso for F,q,, = 150 N/parafuso.

(b) yl YA A3 yl
B =200 Parafusos e : 78%7
. e 1My | L ol v Y2 V.
H = 150 g Y o
P 4
Z ~A, A,

@

NaA

A

(© L L

Figura 9.18: Dados e solugao do Exemplo 9.3.

Solugao:

Etapa 1 -- Posicao Y do centroide (Figura 9.18b). Subdividimos a se¢io numa drea horizontal As
e duas paredes A4. A drea total da secio é A = Az + 244, onde A3 = Bh = 200 x 35 = 7.000 mm?
e Ay = Gh = 115 x 35 = 4.025 mm?. Entdo, A = 15.050 mm?. As coordenadas do centroide de
cada drea em relacdo ao eixo Z sao Y3 = H —h/2 =132,5 mm e Y, = G/2 = 57,5 mm. Seguindo
o procedimento, usando os eixos tempordrios Y Z, temos:

AY = A373—|—2A4?4,
15.050Y = 7.000 x 132,5 + 2 x 4.025 x 57,5 = 1,39 - 10°.

Logo, Y = 92,38 mm.

Etapa 2 — Momento de inércia I,. As coordenadas dos centroides das dreas As e Ay, (Figura 9.18b),
em relacdo ao eixo principal 2z, sdo J3 = Y3 — Y = 132,5-9238 =40, mme gy = Y4 — Y =
57,5 — 92,38 = —34,9 mm. O momento de inércia é

hG3

Bh3
I, = [§+2[§:[12
35 x 1153

_ 2
G T 4025 x (=34,9)°

12
I. = 30,65-10% mm?*.

200 x 353
- [X+TWOXMJﬂ+2[

Etapa 3 — Fluxo de cisalhamento na interface em L. Para isso usamos a mesma drea Az da Figura
9.18b. Note que poderfamos pensar em usar a drea hachurada A; da figura (a). Entretanto o valor
g obtido ndo teria utilidade, uma vez que ele incorporaria as forcas na interface L; mais as forgas
em Ly. Como esses fluxos sao diferentes, nao terifamos como separa-los do total ¢. Por outro lado,
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(b) Determine a tensao cisalhante méxima absoluta T

permitird identificar aproximadamente a distribuicao de tensoes ao longo de y na secao do
engaste. Considere apenas tensées nominais, i.e., ignore os efeitos da concentracdo de tensoes
na regiao do engaste.

abs

max €sses pontos.

) Observe que esta viga tem um aspecto L/h = 1.000/333,3 = 3, indicando que ¢é bastante

~ : P abs abs
curta. Recalcule as tensoes cisalhantes méximas absolutas nos pontos A e C, 78 e 75 ~,

respectivamente, para valores de altura da se¢do h = {333, 3; 200; 150; 100; 75; 50} mm. Plote

as curvas L/h versus a relagio 785 /78bs
L »
_F B,
Y A i
h L » d ;_g ¥ ;.:.::fx-’s FL
‘Z-X --------------------------------------- cll- "
D
b dy ¢
s @ (b)

Figura 9.19: (a) Dados do Exemplo 9.4; (b) Tensoes normais e cisalhantes em pontos da secao s
do engaste e estado de tensoes no ponto B.

S5,=5,

s=18 q=0 v>/ %ng
— 1AL Ao X
5 NAR =5
s.=9

<_

—>
s,=-6

Hl D
« t,=133
s,=-18

Figura 9.20: Estados de tensao nas direcoes xy, principais 12 e ab de cisalhamento maximo.
Tensoes em MPa.

Solucgao:
Etapa 1 — Os esforcos na secao s do engaste sao obtidos pelo método das segdes como:
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ponto de maior solicitagao ainda é a fibra externa, exatamente como previsto no caso

de flexao pura, i.e., nos pontos A e E, onde a tensao T?IE’;X = 18 MPa é a maior em toda a secao.
012 ] _ 400
0,16 —
e 30
tmac 0,12 -
' e
| | 200 max
0,08
] ~ 100
0,04 —
0 T | T | T | T | T 0
0 4 8 12 16 20

L/h

Figura 9.22: Variagdo da relagdo entre as tensdes maximas equivalentes nos pontos A e C versus
L/h. L =1m, b= 30 mm, F =10 kN.

Etapa 3 — A Figura 9.22 mostra a variagdo das tensées cisalhantes méximas absolutas nos pontos
A (t3,.) e C (1$,.) da secdo do engaste, versus o aspecto da viga L/h. A tensao 72
definida pela tensdo normal de flexdo (72, = 02/2), e 7$, . ¢ inteiramente definida pelo esforco
cortante. Nota-se que, conforme a viga se torna mais fina (L/h crescente), T%ax se torna progressi-
vamente menor em comparacio a tensiao de flexdio 72, como se pode ver pela curva decrescente

C A max’
Tma,x/TInax X L/h'

ax € unicamente

Exemplo 9.5 - Cisalhamento em viga de secao I

Considere a viga de aco ilustrada do Exemplo 9.1, com a sec¢ao transversal mostrada na Figura 9.23.
Determine as tensoes cisalhantes maximas absolutas no topo e no centroide da segao, os pontos 1
e 2 marcados na figura. Faca essa determinacao para os seguintes valores de altura total da secao,
H = {50; 101,6; 150; 200; 250} mm, mantendo as outras dimensoes como na Figura 9.23. Como
se comporta a tensao no centroide com o crescimento de H? Considere o esfor¢o cortante V,, = 20
kN e esforco de momento fletor M, = 2 kNm.

o
h=74_F —= 4
d] s
5 2 H
h, = 8§> «—
L A v

Figura 9.23: Secao transversal I do Exemplo 5. Dimensoes em mm.

Solucao:
A coordenada da superficie inferior do flange ¢ d = H/2 — hy e a coordenada do centroide do
flange é yr = d + hy/2. O segundo momento de inércia principal da secao é
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Tabela 9.1: Variacio de t2% et . nospontosle2daseoem funodaalturatotal H.

maxl
H Ox1  Txy2 Tzxyl /Tz‘y2
50 977 58 12

101,6 36,4 28,1 1,54
150 21,3 19,3 1,81
200 14,1 14,7  2.08
250 10,2 11,9 2,38

ha (2d)°
I, = 2
2

Bh:} )
TI (Bhy)y?| - (9.32)

A drea de um flange ¢ Ay = Bhy e o momento estdtico da parte da secao acima da linha neutra,
em relagao ao eixo z é

d
Q: = Agys + (had) 5. (9.33)

A tensado normal (em médulo) no ponto 1 da secdo, e a tensao cisalhante no ponto 2, sdo obtidas
por

Vy Q-
hol. '

M,
Or1 = (H/2) (] Tq;ygz

T (9.34)

A tensdo cisalhante méxima absoluta no ponto 1 ¢ 7% | = ¢,1/2, e no ponto 2 é 795 , = 7,,9.
Os resultados para diversos valores de altura da se¢ao H sao calculados na Tabela 9.6 e na Figura
9.24. Nota-se que o crescimento de H aumenta a drea da se¢ao e o momento de inércia, o que
fazem com que ambas as tensoes, cisalhante devida a flexdo no topo da secao, T?nbasxp e cisalhante
méxima na linha neutra devida ao cortante, 7% ,. diminuam. Entretanto, conforme H cresce, a
queda da tensao de flexao é mais acentuada que a tensao devida ao cortante, de forma
que a relagdo 7% ,/7%s  cresce. A partir de certo valor de H, a relagao 7% ,/7abs |
ultrapassa o valor 1, o que significa que o ponto critico na se¢gao ocorre na linha neutra

em vez de na fibra extrema como no caso de flexao pura ou de segoes macigas.

2,4

ab:
t maxSZ
2 t abs

max1

abs abs
max1 € Tmax?2

Figura 9.24: Variacao de 7 nos pontos 1 e 2 da secao em fungao da altura total H.

A situacao tipica para a identificagdo dos pontos criticos em vigas sob flexdo pode ser resumida
por:
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.4V, 4x100

=2 =—""=1 MP BeD. .
max = 34 T 3785 , 70 MPa, nos pontos B e (9.37)

T

onde a drea da se¢do ¢ A = 710%/4 = 78,5 mm?. Os valores em A e C sdo nulos, como ilustrado na
Figura 9.26b.

Podemos fazer a sobreposi¢ao dos valores de tensao cisalhante em cada ponto, A — D, simples-
mente adicionando vetorialmente as componentes, uma vez que elas atuam sobre a mesma &rea.

Pontos A, C — 714 =r7t, =1273 MPa,
Ponto B — TR = Tl + T = —127,3 + 1,70 = —125,6 MPa, (9.38)
Ponto D —  TD =Tl + T = 127,3+ 1,70 = | 129 MPa = Tmax‘

Essas tensoes sao o efeito combinado de tor¢ao e cortante mostrados na Figura 9.26¢c. Entretanto, a
forga transversal F' gera também momento fletor M, = FL. = 50 kNmm. A tensdo normal méxima
na segao, atuante nos pontos A e C, em mdédulo, é:

10%
490, 9

= Mgy = (10/2) = 102 MPa, (9-39)

onde o momento de inercia I, = J/2 = 490,9 mm®*. A variagdo da tensdo normal devida & flexdo é
mostrados na Figura 9.26d. As tensoes cisalhantes maximas absolutas nos pontos A — D pode ser

max

calculadas por 7205 = <U2 a:) 42

© te= ttmax (b) C

Figura 9.26: (a) tensdo cisalhante de torcao; (b) tensao devida ao cortante; (c) tensdes resultantes
de torgao e cortante em alguns pontos da segao; (d) tensoes normais de flexao.

102

Pontos A, C' — 7 , = \/<2> + 127,32 = 137,1 MPa = 72% |,
0

Ponto B — T o= \/<2 + 125,62 = 125,6 MPa, (9.40)
0

Ponto D — s =4/ <2> + 1292 = 129 MPa.

Entao, mesmo com a torgao, as tensoes normais de flexao fazem o ponto critico na se¢ao se localizar
no ponto mais distantes da linha neutra, y = +d/2, exatamente como no caso de flexdo pura.

9.8 Centro de torcao e perfis abertos nao simétricos

FEm todos os problemas considerados nas segoes anteriores, as vigas eram de se¢ao transversal com
dois planos de simetria. Entao, basta que o carregamento seja aplicado sobre os pontos da linha
neutra, que deve ser a centroidal, para que a resposta da viga seja apenas de flexao, sem torgao.
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Entretanto a situacao é distinta se a viga possui apenas um ou nenhum plano de simetria. Nesses
casos, uma forga transversal pode sim gerar torgao na viga, além de flexdo. Isso serd
entendido com o desenvolvimento mostrado a seguir.

A

t tmin
S —5— i —
' ! s
e

< H T tmx Y Fa

z cg T (o

—>|t|le— T |
“ %—"— 6 == e ==

Figura 9.27: Tensoes e fluxos cisalhantes numa canaleta e centro de torgao.

Consideremos uma viga constituida por um perfil aberto de parede delgada, como ilustrado na
Figura 9.27. Nesse primeiro caso, comegamos por uma se¢ao que possui um plano de simetria, o eixo
principal z. Sob o efeito de um esforco cortante vertical, V,, se desenvolvem o fluxo de cisalhamento
e as tensoes cisalhantes na se¢ao, como nas figuras (b) e (c¢). A integragao dos fluxos em cada flange
gera duas forcgas resultantes horizontais Ft, e na alma gera uma forca vertical F,. Nota-se que existe
uma forga resultante vertical, Fy, atuante na alma, que deve ser igual ao cortante V,,, e as forgas
nos flanges geram um torque de valor HF}, onde H ¢ a altura da secao entre as linhas médias dos
flanges.

Na presente deducao se considera que a parede do perfil seja delgada, de forma que as forca
cisalhantes verticais desenvolvidas nos flanges sao despreziveis em relagdo aquelas ilustradas na
Figura 9.27b, que mostra apenas as forgas horizontais nos flanges.

F /l F -
l i FaT iH

C
@ s (b) Secao S

Figura 9.28: (a) Viga em balanco e (b) fluxos numa secdo arbitraria s.

A Figura 9.28 mostra o caso de uma viga em balanco, com uma forca F' aplicada na extremidade.
Como ilustrado em (b) e (c), essa forga precisa ser aplicada a uma certa distancia e do flange, de
forma a gerar um bindrio F'e que equilibre o bindrio HF; devido aos fluxos nos flanges. Com isso,
podemos montar duas equagoes de equilibrio do trecho da viga mostrado em (b), uma de forgas
verticais e outra de momentos torsores:

>R, =0 — V, =F,
> M, =0 — Fe = HFy. (9.41)

Logo, a posicao necessaria para aplicacao do carregamento transversal para que nao ocorra torgao é





