Capitulo 6

Modos e critérios de falha e aplicacoes

O presente capitulo conceitua e exemplifica os modos de falha de material e de estrutura mais
comuns. Em seguida, dois modos de falha, a ruptura fragil e o inicio de escoamento, sdo detalhados
e sao apresentadas as teorias mais usadas para ambos.

6.1 Modos de falha

Em geral, modo de falha é a maneira, o processo fisico, pelo qual uma porgao microscépica de
material, um componente mecénico, uma peca estrutural ou todo um sistema venha a falhar.

Essa definigdo requer uma outra definigao, daquilo que se entende por falha. De forma geral,
falha € qualquer comportamento considerado indesejado para o material, componente, pega ou
sistema.

Frequentemente o comportamento de falha é origindrio das opinides e expectativas dos usudrios
do objeto. Por exemplo, é o usudrio que considera que é falha se um automoével nao consegue
desenvolver velocidade superior a 50 Km/h, embora essa velocidade fosse bastante aceitdvel no
inicio da industria automobilistica. Esse é um exemplo de falha de sistema, cuja origem pode estar
em diversos subsistemas do carro, ou ainda pode ter origem num componente.

Falhas estruturais em sistemas (um motor, uma ponte rolante, um veiculo, uma tubulagao,
etc), geralmente tém origem numa falha de componente (barra, viga, placa, trecho de tubo ou
casca), e essa falha, por sua vez, tem origem em falha de material, com algumas excegoes.

O tipo de falha mais 6bvia é a fratura de um componente, por exemplo a “quebra” de uma
barra em duas partes, ou o aparecimento a olho nu de uma trinca numa chapa metéilica. Uma, falha
desse tipo num componente pode levar todo o sistema a uma falha catastréfica (casos cldssicos
sao a falha de uma coluna que pode gerar a queda de uma ponte).

Entretanto, antes que uma falha por ruptura possa ocorrer, uma série enorme de possiveis
fendmenos indesejaveis, também classificados como falhas, podem ocorrer. A seguir listamos breve-
mente alguns dos modos de falha mais comuns em sistemas estruturais de engenharia mecéanica,
civil e elétrica. As descrigoes colocadas a seguir sao bastante superficiais e incompletas. Cada um
desses modos de falha geralmente necessita um livro inteiro e uma ou duas disciplinas apenas para
cobrir seus aspectos mais bésicos. Entretanto, é importante que todo engenheiro tenha algumas
nogoes qualitativas de alguns desses modos de falha.

1. Falhas por fadiga

E uma falha que s6 ocorre com o passar do tempo, diferentemente das falhas estaticas, que ocorrem
logo em seguida ao momento da aplicagdo da carga. Considere, por exemplo, uma barra de aco que
seja dimensionada de forma a ser capaz de sustentar, em segurancga, uma certa carga axial F' = f,
que gera uma tensao normal axial o0, = 0. Entao, ao longo do tempo, o histérico de tensao aplicada
a cada ponto da barra é constante, como na Figura 6.1b.

Considere agora a mesma barra, porém submetida a uma carga que varia senoidalmente no
tempo, com amplitude constante o,. Observagao experimental mostra que, mesmo que a barra



216

Capitulo 6. Modos e critérios de falha e aplicagoes

maéquinas ou prédios podem levar a falhas catastréficas, através do crescimento incontroldvel
e instdvel das amplitudes de vibracoes, o que geram niveis excessivos de tensdes em pontos
criticos e sua ruptura final.

Falha por plastificagao - escoamentos, deformagoes permanentes. Em geral, o desenvolvi-
mento de deformactes plédsticas é indesejdvel em componentes mecanicos, pois o escoamento
ocorre em niveis de deformacgao do material altos em relacao as deformacoes eldsticas usuais
nos projetos. Adicionalmente, a regiao afetada da peca com uma deformacao permanente de
alto nivel, é uma peca “amassada”, “empenada”, com forma e dimensao distintas daquelas
necessarias ao correto funcionamento do equipamento ou estrutura.

Do ponto de vista de plastificagao, diversos tipos de projetos existem:

a. Projeto elastico, em que o inicio de escoamento em qualquer ponto da pega é considerado

falha. Frequentemente é um critério utilizado junto aos cdlculos de fadiga em pecas sob carga
varidvel no tempo.

Plastificacao localizada. Pecas sob carga estdtica podem suportar tensoes pldsticas em
regioes localizadas sem comprometer a integridade do conjunto, desde que partes considerdveis
da secao transversal do componente permanecam eldsticas. Situacao tipica pode ser vista na
barra com entalhe na Figura 6.3.A presenga do entalhe torna a distribuicao de tensGes normais
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Figura 6.3: Regiao plastificada no fundo de um entalhe e distribuigdo de tensoes na segao.

na secao minima AB n&o uniforme, sendo as tensées no fundo do entalhe, no ponto A, maiores
que na face oposta, ponto B, da secdo. Se a carga I’ excede certo limite, a tensdo numa
porcao de material no fundo do entalhe excede a tensao de inicio de escoamento do material,
enquanto no resto da se¢ao a tensao ainda é eldstica. A profundidade plastificada é p e a regiao
eldstica remanescente tem profundidade (d — p). Se o carregamento for alternante, é possivel
a nucleacao de trincas de fadiga na regiao, possivelmente aceleradas pela presenca da tensao
plastica. Nesse caso é necessario o cdlculo de vida da fadiga do componente. Entretanto,
caso a carga seja estdtica, pode ser tolerdvel a plastificacao localizada na peca. Nesse caso, o
critério de falha é a plastificacdo total da se¢do, como comentado no tépico seguinte.

. Plastificacao total da secao. Pressupoe que o material seja bastante dictil, o suficiente

para suportar plastificacao da secao completa. Nesse ponto o material perde capacidade de
suportar a carga. A peca apresenta deformacoes excessivas que podem levar ao colapso da
estrutura. Pode também ocorrer ruptura pela falha final do material.
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Figura 6.6: (a) Estado triaxial de tensoes num ponto de uma pega e (b) num ponto de um corpo
de provas em ensaio uniaxial.

O=| Toy 0Oy Ty (6.1)
Tzz Tyz Oz

Por outro lado, o material isotrépico-homogéneo é testado quanto ao inicio do escoamento por um
ensaio uniaxial, através da determinacao da tensao de inicio de escoamento, o . Uma vez que o
material ¢ homogéneo e isotrépico, basta um teste uniaxial, em que o estado de tensoes é

ccp 0 O
oop = 0 0 0
0 0 0

e o escoamento inicia-se no corpo de provas quando ogp = 0E.

Uma teoria de falha é uma teoria que propoe um critério para identificar se um dado estado
triaxial de tensoes atuando num ponto de uma peca leva o material nesse ponto ao escoamento. A
dificuldade principal na elaboragao de qualquer critério é o fato de que a solicitacao na peca é dada
pelas seis componentes de tensao, enquanto a “resisténcia” do material é dada por apenas um valor,
op. O critério de falha deve fornecer uma comparagao do tipo

Critério
Oy Oy O, T g T — — OF
x Oy Oz Tgy Ogx Tyz de falha N , (62)
solicitacao, peca resisténcia, C.P., material

Observe que nao se pode garantir que o material esteja eldstico apenas pelo fato de que, por exemplo,
oy < 0g, e/ou o, < og, etc. Mesmo que todas as componentes de tensao estejam abaixo do limite
eldstico, é possivel ocorrer plastificagao no ponto.

O que as teorias de falha fazem é fornecer uma formulagao que calcula uma tensao equivalente
opq- O objetivo é que essa tensio equivalente, caso fosse aplicada como estado uniazial no mate-
rial, como na Figura 6.7, produziria o mesmo dano no material que aquele provocado pelo estado
triaxial de tensdes. As diversas teorias existentes nao conseguem determinar tensoes perfeitamente
equivalentes, mas apenas aproximacao mais ou menos acuradas para os diversos tensores tensao
possiveis.

Tendo entdao uma estimativa uniaxial para a solicitagdo no material, o critério para identificar
se o material no ponto considerado da peca estd no campo eldstico torna-se simplesmente uma
comparacao, i.e.,

se opg < op — material eldstico no ponto; (6.3)

se opgg = o0pr —— material no inicio do escoamento.
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Figura 6.7: Estado de tensao triaxial no corpo e o estado de tensao uniaxial equivalente.

Nas préximas segoes serao apresentadas duas teorias de inicio de escoamento e uma de ruptura de
materiais frageis.

6.3 Teoria da maxima tensao normal - TMTN

Essa é uma teoria de previsdo de falha por ruptura em materiais frageis. Apesar de ter sido
enunciada em meados do século XIX, por W.J.M. Rankine, ainda é bastante aplicada, tanto em
materiais como rochas, vidro, cerdmicos, quanto em materiais modernos frageis como fibras de alto
desempenho (como as fibras de vidro e de carbono, usadas nos materiais compostos).

A partir de observagoes experimentais, a teoria indica que a falha por ruptura, a separacao,
decorre diretamente da maior das tensbes principais atuando no ponto.
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Figura 6.8: Tensoes principais num elemento de material numa pega.

Por exemplo, se 01 > 02 e 01 > 03, quando o ultrapassa certo valor critico deve ocorrer a ruptura,
como ilustrado na Figura 6.8. O valor critico é obtido num ensaio uniaxial: a tensdo de ruptura do
corpo de provas fornece o limite de ruptura or do material.

As etapas de calculo para verificacdo de seguranca quanto a falha por ruptura usando essa teoria
sao as seguintes:

e Ftapa 1 - Determinar as componentes do tensor tensao solicitante, num ponto da peca, o =

{0':1:; Oy; O-Z;Tacy;T:z:z§Tyz}§

FEtapa 2 - Determinar a tensoes principais {o1;02;03};

FEtapa 8 - Determinar a tensao equivalente como

o5Q = Max{|o1];|o2]; |os[} (6.4)

Etapa 4 - Aplicar o critério de falha:

se opg < ogr— nao hd ruptura fragil naquele ponto da peca; (6.5)

se opg = o0Rr— 0 ponto da pega sofre ruptura.

e O critério pode ser adaptado ao cdlculo de um coeficiente de seguranca n, dado por

n=1 (6.6)
OEQ
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Figura 6.10: Idealizacao do deslizamento do plano cristalino em presenca de tensao cisalhante.

atingir a tensdo normal de inicio de escoamento og. Nesse ponto a tensao cisalhante atinge seu
valor critico Tg = og/2. Considera-se entao que esse valor caracteriza o material quanto a falha
por inicio de escoamento.
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Figura 6.11: Estado de tensoes no ensaio uniaxial, circulo de Mohr e tensao cisalhante méxima.

Para o material num ponto de uma peca, submetido a um estado triaxial de tensoes, o critério
para identificar se hé falha por inicio de escoamento pode ser resumido nas seguintes etapas:

e FEtapa 1 - Determinar as componentes do tensor tensao solicitante no ponto em andlise na
peca, {04;0y;0,; Tay; Toz; Tyz}, €m relagdo a um sistema de coordenadas cartesianas pré-
estabelecidas, xyz;

e FEtapa 2 - Determinar as tensoes principais, o1, o2 e 03. Caso seja de interesse, também os
eixos principais 1, 2, 3.

e Ftapa 3 - Determinar a tensao cisalhante méxima por

1
Tffasx:§MaX{|01—02|;\01—03|;|02—03\}- (6.8)

Essa é a tensao equivalente gerada pela TMTC.

e Etapa 4 - Aplicar o critério de falha de inicio de escoamento:

abs < 1 — 0 material no ponto de corpo ¢é eldstico

se 78— 75 — o material inicia escoamento, sendo que Tp = o /2.

se T

(6.9)
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variagdo de volume (denominada energia de deformagao volumétrica) e outra a variagdo de forma
do elemento diferencial de massa, (denominada energia deviatdrica). Note que o desenvolvimento
da teoria que apresentaremos a seguir faz uso de conceitos de energia, que s6 serdo apresentados no
Capitulo 14, pagina 509 entre as eqs.(14.1) e (14.18). Entretanto, o desenvolvimento abaixo pode
ser seguido em suas etapas principais.

Parte-se do estado de tensoes triaxial no ponto, dado pelas componentes {043 0y; 025 Tay; Taz; Tyz }-
Uma vez que nos restringimos a materiais isotrépicos, o efeito dessas componentes é 0 mesmo
causado pelas tensoes principais. Entao pode-se trabalhar com as componentes do tensor tensao

nas direcoes principais

o1 0 O
c=1| 0 oo 0 |. (6.13)
0 0 o3

Um estado de tensoes incorpora diferentes tipos de comportamento fisico aplicado ao material. O
tipo mais comum de identificacdo de comportamentos consiste na decomposicao do tensor em uma
soma de dois tensores, um representando o efeito de mudanca de volume no elemento diferencial,

o, e outro associado & sua distorcdo angular, o4, i.e.:
o=oc"+ o’ (6.14)

A tensao hidrostatica (ou volumeétrica) ¢ definida pelo escalar

1
525(014-0'24-0'3). (615)

Define-se o estado de tensoes esféricas ou hidrostaticas por

0
0 | =gl (6.16)
4

qQ
>
I
o o q
o Ql ©

onde I é a matriz identidade. Um elemento diferencial de material isotrépico submetido a essas
componentes, que sao iguais nas trés diregoes, sofre apenas variacao de volume. Nao sofre variagoes
de forma devida a cisalhamento (Figura 6.13a).
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Figura 6.13: Deformagao (a) volumétrica e (b) deviatérica.

Define-se em seguida o tensor tensao deviatérico como

o1 — 0 0 0
ol=0—oh = 0 092 — 0 0 =0 —olL (6.17)
0 0 03— 0

O efeito dessas tensoes é uma variacao de forma, através de deformagoes cisalhantes, com volume

constante. Isso ¢ ilustrado na Figura 6.13b.
Com essas defini¢oes é possivel representar o tensor tensao arbitrario (6.13) como uma combi-
nacéo de um estado de tensdo volumétrico e de outro deviatério, o = o 4+ 0%
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Figura 6.14: Dominios eldsticos previstos pelas teorias de Tresca e de von Mises.

indicam que o material se comporta elasticamente, e pontos sobre a elipse indicam que o material
estd em escoamento.
Algumas observacdes podem ser feitas.

1. Nos casos uniaxiais, (61 = 0 ou o2 = 0), ambas as teorias (von Mises e Tresca) produzem o
mesmo resultado;

2. A TMTC é o que se chama de teoria mais conservativa que a TMED. Isto significa que, para
um ponto material submetido a um estado de tensoes, dado por exemplo, por 01 = op €
o9 = 0g/2, (o ponto A na Figura 6.14), a TMTC jd prevé inicio de escoamento, enquanto
a TMED prevé que o material ainda é eldstico. Como existem muitas incertezas, tanto na
determinagao experimental de o quanto nas préprias teorias, a TMTC é mais segura que a
TMED. Entretanto, os resultados experimentais para materiais dicteis indicam que a TMED
é mais precisa em prever o inicio do escoamento;

3. Ambas as teorias sdo correntemente usadas em projetos de engenharia;

4. Ambas as teorias consideram que o inicio do escoamento independe da parcela volumétrica
do tensor tensdo. Isso pode ser observado tomando a eq. (6.23) para a tensado equivalente
associada a um estado de tensoes dado por o1, 03 € 3. Se definirmos um segundo estado de
tensoes o* somando uma tensao hidrostdtica oy, terfamos

o1+ op 0 0 0'){ 0 0
o= 0 o9 + oy 0 =1 0 o3 O
0 0 o3+ oy, 0 O U§

Ambos os estados de tens@o sdo visualizados no plano de Mohr na Figura 6.15. De fato, os
trés circulos associados a o* correspondem a uma translagao o, dos circulos de o.Observando
ta | Sh

»

| B
!

Figura 6.15: Circulos de Mohr sob efeito de tensao hidrostatica.
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a eq. (6.23) nota-se que a tensao equivalente nao se altera pela adigdo da tensao hidrostéatica:
opQ ¢ a mesma tanto para o tensor o quanto para o*. Isso significa que nao importa a posicao
do circulo de Mohr: pela teoria de von Mises, ele pode ser transladado arbitrariamente para
—00 ou +00 sem que isso afete o inicio do escoamento.

Observando a expressao da tensao equivalente da TMTC, eq. (6.8), nota-se que o mesmo efeito
do item anterior se aplica: nao importa a posicao do circulo de Mohr, apenas seu didmetro

- abs
maéximo, que define 7275 .

Observagoes experimentais mostram que essa hipdtese é aproximadamente correta para os
metais ducteis. Entretanto nota-se que os polimeros rigidos (PVC, PP, etc) tém o inicio do
escoamento sensivel a tensao hidrostdtica.

Outros tipos de materiais sao sensiveis & tensao hidrostdtica, como os solos e materiais gran-
ulados. Para esses casos existem outras teorias adequadas, como a de Mohr-Coulomb e a de
Drucker-Prager.

Exemplo 6.1 - Aplicagao dos critérios de falha
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Figura 6.16: Dados e resultados do Exemplo 1.

Considere um ponto de uma peca submetido as tensoes indicadas na Figura 6.16a. Determine

o coeficiente de seguranga para os seguintes casos. (a) Caso o material seja fragil, com tensao de
ruptura op = 150 MPa. (b) Caso o material seja ductil, com tensdo de escoamento o = 220 MPa.

Solugao:

O estado de tensoes é plano, dado por {o.;0y; T4y} = {100;0;60} MPa, 0, = 74y = 74, = 0,

i.e., o tensor tensao é

100 60 O
o= 60 0 O
0 0 0

A primeira etapa consiste em determinar as tensdes principais, que sao obtidas pela eq. (5.44),
pagina (185):

o1 Ox+0 or— 0y \2
_ z Y d Y 2
o } = 5 + ( 5 ) + T2y

2
1002+Oi <100 0) 4 602,
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Figura 6.17: Pontos de solicitagao e resisténcia ao inicio do escoamento pela TMTC e TMED, no

Exemplo 1.
e Panelas de pressao usadas em cozinhas; e Containers pressurizados para transporte
em caminhoes tanque;
e Extintores de incéndio; e Vasos de grandes dimensoes usados em
plantas industriais (Figuras 6.18b e 6.19);
e Botijoes de gds domesticos e comerciais; e Vasos de contencao de usinas nucleares.

Figura 6.18: (a) Tubos de ago com flange; (b) parte de instalagdo industrial com tubulagdes e

vasos de pressao.

O modelo matemético descrito a seguir tem as seguintes caracteristicas:

1. A parede do vaso é fina em relacdo ao seu raio. Tipicamente isso significa relagoes es-
pessura/raio da ordem R/h 2 10 ou maiores. Em geral os exemplos listados acima caem
nessa categoria. Outros tipos de vasos, de paredes espessas, tém distribuictes de tensao mais

complexas e serao vistos no Capitulo 11.
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2. O comportamento do vaso é inteiramente de membrana. Isso se caracteriza pela auséncia
de flexbes localizadas na parede. Assim, a tunica carga admissivel é a pressdo, e nao sao
admitidas cargas concentradas, que gerariam flexao.

3. A geometria basica do vaso é de revolugao, com uma regido cilindrica e tampas em
formatos esféricos (pouco usado), parabdlicos ou toroidais. Existem também os vasos inteira-
mente esféricos. As tubulagoes s@o modeladas de forma similar aos vasos cilindricos, com os
cuidados adequados. A Figura 6.19 mostra vasos de pressao cilindricos tipicos de armazena-
mento de gds. Notam-se as extremidades fechadas em forma de calotas, e bocais com flange
na parte superior, para eventual conexao com derivacoes.

&

Figura 6.20: (a) Vista de um vaso arbitrario; (b,c) Tensoes num corte longitudinal AA; (d) Tensoes
num corte transversal BB.

A determinagéo do estado de tensdes no vaso pressurizado de paredes finas é feita por sim-
ples aplicacdo do método das secgoes. A Figura 6.20 mostra um corte longitudinal e um outro
transversal da estrutura, e as pressoes atuando no sistema casca-fluido delimitados pela superficie
de controle.

Corte longitudinal AA, mostrado nas Figuras 6.20a e (b). Tem-se um segmento semi-cilindrico
de comprimento arbitrario L, raio da superficie média da parede R e espessura de parede h. A
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Figura 6.21: Tensoes em elementos diferenciais localizados nas superficies interna e externa de
um tubo pressurizado, sendo a pressao na parede externa nula, P. = 0. Componentes em relagao
ao sistema de coordenadas de eixos a-t-r, nas direcoes axial-tangencial-radial.

Oq Tat Tar % 0 0
o= o T | =] 0 EE 0. (6.29)
sim. o 0 0 0

Na presente andlise todas as tensoes cisalhantes sao consideradas nulas. Os motivos se tornam
claros apenas quando se observa a solucao completa do problema, levando em conta as equagoes
tridimensionais de elasticidade. Grosso modo, esses resultados sdo consequéncia da axisimetria do
problema e da pequena espessura da parede.

Observa-se em (6.29) que as tensdes o,, 0; € 0, sa0 tensOes principais em qualquer ponto do
cilindro, pois nesse sistema de coordenadas todas as tensoes cisalhantes sao nulas. Entao,

PR P
n’ 02—Ua—2h7

Esse é entdo um problema de estado plano de tensoes. A representacao desse estado de tensoes
no plano de Mohr ¢ vista na Figura 6.22.

o1 =04 = o3 =0, = 0. (6.30)

L

Figura 6.22: Circulo de Mohr para cilindro pressurizado.

A pressao critica que leva ao inicio do escoamento pode ser estimada pelas teorias de Tresca
e de von Mises.

e Teoria da maxima tensao cisalhante. A expressao do critério é que hd seguranca quanto
ao inicio do escoamento se Tmax < 0g/2. Da solugdo do problema de cilindro pressurizado, a
tensao cisalhante aplicada méxima é:

O't_PR

Tmax — ? = % (631)
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Logo, critério de falha de Tresca indica:

2 P
n=0E2  _ |PR_op (6.32)

T max h n

onde n ¢é o coeficiente de seguranca.

e Teoria da maxima energia de distorgao. A tensao equivalente de von Mises para estado
plano vem de (6.24):

O'ZEQ = a% — 0102+ a%. Substituindo as tensoes principais,

_ (PR\* (PR PR+PR2

N h h 2h 2h )’
5 (PR 2 ;PR

= _— — — R

2h 7Eq 2h
Logo, o critério de falha de von Mises fica
P 2
n="2E PR _ 208 5508 (6.33)

OEQ h V3 n n

Comparando as previsdes de ambos os critérios, equagoes (6.32) e (6.33), observa-se que diferem
por um fator de 15,5%.

6.6.1 Vasos de pressao esféricos

A Figura 6.23 mostra um vaso de pressao esférico de armazenamento de gds. Notam-se também as
tubulagoes de transferéncia, acopadas num bocal flangeado no polo superior.

Figura 6.23: Vaso de pressao esférico de armazenamento de gés.

As tensoes de membrana para um vaso de pressao esférico de paredes finas constituem um caso
particular de casca cilindrica. Pode-se seguir o mesmo procedimento usado na casca cilindrica.
Entretanto, a casca esférica é simétrica em relagdo a qualquer plano que passe pelo seu centro.
Assim, existe apenas um corte possivel, mostrado na Figura 6.24, com as tensdes atuantes no
conjunto casca-fluido delimitado pela superficie de controle. Também como consequéncia da
simetria, as tensoes sao iguais a 0; em qualquer ponto da casca, e em qualquer diregao
tangencial.

As tensoes tangenciais o sao obtidas por equilibrio, de forma similar ao caso do cilindro:

PR

YF,=0 — (7R?)P = (2rRh)o; = |01 =5

(6.34)
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@ (b)

Figura 6.24: Corte diametral numa casca esférica e tensGes num elemento diferencial arbitrario.

onde
P = pressao interna;
R = raio da superficie média da parede;
h = espessura da parede.

Nota-se que a tensao tangencial no vaso esférico é igual a tensao axial do vaso cilindrico. Isso é
esperado devido & necessidade de haver continuidade de tensoes entre a parte cilindrica e a parte
esférica de um vaso, como ilustrado na Figura 6.25. Essa continuidade é necesséria por equilibrio,
e deve ser satisfeita mesmo que a calota nao seja esférica. No caso de calotas nao esféricas, apenas
em sua borda as tensoes tém os valores mostrados na Figura 6.25, e as tensoes nas demais partes
devem ser obtidas por outras formulagoes, e serdo dependentes de cada geometria.

f
o

e - \
_ /

- Z
sa:m S’[:P—R
2h 2h

Figura 6.25: Continuidade de tensoes entre a porgao cilindrica e sua calota.

6.6.2 Observacoes e limitagoes nas férmulas

As férmulas deduzidas utilizam a hipétese de auséncia de flexdo, i.e., sdo chamadas férmulas de ten-
sao de membrana. Entretanto, quando um segmento de tubo é soldado a uma calota, e pressurizado,
inevitavelmente sdo desenvolvidas deformagoes de flexdo na regido da juncao entre as duas partes.
Isso pode ser visto na Figura 6.26. Sob o mesmo nivel de pressao, a tensao tangencial na parte
cilindrica é o dobro daquela na parte esférica. Isso significa que, se as partes cilindricas e esféricas
estivessem desacopladas e livres para se deformarem, se teria que a variacao de didmetro da parte
cilindrica seria o dobro daquela da parte esférica. A Figura 6.26a ilustra, em escala exagerada, as
variagoes de didmetro que cada parte sofreria se fossem pressurizadas separadamente. Entretanto,
as bordas estdao soldadas, o que gera flexdo na parede ao longo de uma certa extensao, tanto na
regiao cilindrica quanto na calota. O comprimento dessa extensao sob flexao é, via de regra, da
ordem de duas a trés vezes o valor da espessura. Nessa regidao, além das tensdes de membrana,
atuam tensoes de flexdo, que se caracterizam por variarem ao longo da espessura. Fora dessa regiao
de flexao, i.e., em toda a extensao do cilindro e do calote, atuam as tensoes bastante similares as
calculadas pela teoria de membrana.

Com isso, o procedimento de cdlculo consiste em primeiro determinar a espessura geral do vaso,
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Exemplo 6.3 - Dimensionamento de vaso pressurizado

Determine as espessuras de parede de dois vasos cilindricos de ago com 0,4, = 350 MPa com raio
R = 100 mm, para suportar pressoes de 200 atm e 2.000 atm.

Solucgao:

Nesse problema, serd arbitrado o uso do critério de Tresca, como poderia ter sido optado pelo do
von Mises. Uma vez que foi especificada a tensao admissivel, deve-se usar coeficiente de seguranca
unitério nas equagoes. Entao, a espessura vem de (6.32) na forma

PR
Oadm '
As pressoes P = 200 atm e P = 2.000 atm, sdo equivalentes a 20 MPa e 200 MPa. Assim,

B =

(6.36)

20 x 100
para P = 20 MPa —>h:3><T:5,71mm,
200 x 100
para P = 200 MPa —Hh:—iﬁr—:WJmm

Observa-se que o primeiro vaso, para P = 20 MPa, tem relagdo h/R = 5,71/100 = 0,057, o que
é uma relagdo adequada para caracterizd-la como casca de parede fina. Entretanto, a estimativa
do vaso de P = 200 MPa mostra relagdo h/R = 57,1/100 = 0,571, o que o caracteriza uma casca
de parede espessa, e nao pode ser calculada pela presente formulagao, i.e., o valor de espessura
obtida, h = 57,1 mm nao tem validade. Um modelo para tubos pressurizados de parede espessa é
apresentado na segao 11.2.2.

6.6.3 Variacao do didmetro devido & pressurizacgao

As tensoes no tubo pressurizado foram obtidas em (6.28) como tensao tangencial oy = PR/h, tensao
axial 0, = PR/2h e tensdo radial o, = 0. A deformacdo de um elemento diferencial na diregao
tangencial pode ser obtida pela Lei de Hooke para estado plano de tensoes, eqs.(4.89), pg. 126,
construindo uma triade de eixos ortogonais na superficie do tubo, nominando o eixo z como t e
y como a. Entado, obtém-se as deformagoes de um elemento diferencial de material nas diregoes
circunferencial e axial do tubo:

et = — (0 —voy,) e =g (04 —voy) (6.37)

Configuragdo
deformada

Configuragdo
indeformada

Figura 6.27: Aumento do perimetro, e;ds, associado ao aumento do raio AR da superficie média
do tubo pressurizado.



Capitulo 7

Torcao em eixos de secao circular

Depois do problema de barra sob carga axial, o préximo tipo de problema estrutural mais simples
que existe é o de barra reta de secao circular sob tor¢ao. Uma visualizagdo qualitativa do processo
de torcao pode ser obtida com a ajuda da Figura 7.1, onde se torce, manualmente, uma barra
de borracha. O carregamento, no caso aplicado pelas duas maos, consiste de forcas tangenciais
distribuidas numa certa drea. O momento torgor provocado por essas forgas distribuidas pode ser
representado por dois bindrios de forca, tal que o torque aplicado em cada extremidade seja T' = F'd,
onde d é o diAmetro da barra.

~= p=I%
VAN
—

IF «— Forgas
tangenciais

Figura 7.1: (a) Barra de borracha sendo torcida; (b) representacao do torque aplicado de dois
bindrios de forga. As linhas inicialmente longitudinais na superficie tornam-se helicoidais.

Uma grande diversidade de sistemas em engenharias (tais como mecénica, elétrica, civil e naval)
contém componentes submetidos a tor¢gao. Alguns desses sistemas sao:

e Eixos de transmissao ou eixos motrizes usados em veiculos e maquinas. Por exemplo, o sistema
esquemético de propulsao da Figura 7.4 ou o sistema de eixo-polias da Figura 7.6, ou sistemas
eixo-engrenagens em redutores de velocidade. A Figura 7.2 mostra a foto de um detalhe de
uma das duas juntas de um eixo cardan de caminhao, que transmite poténcia da caixa
de cambio ao diferencial. Esses eixos transmitem o torque desenvolvendo tnicamente esforcos
uniformes de momento torcor em suas se¢oes transversais. As duas juntas nas extremidades
permitem que os eixos conectados a ambas as juntas estejam desalinhados. A Figura 7.3
ilustra um conjunto completo desalinhado.

e Barras pertencentes a porticos espaciais ou em pérticos planos sob certos tipos de cargas
transversais.

No presente capitulo desenvolveremos duas férmulas cldssicas para barras de se¢ao circular sob
torcao, uma delas para determinar a distribuicao de tensoes e outra para determinar o campo de
deslocamento associado (o angulo de tor¢ao).
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Figura 7.2: Detalhe de uma das duas juntas de um eixo cardan de caminhdo, que transmite
poténcia da caixa de caAmbio ao diferencial.

Figura 7.3: Vista de um conjunto completo de eixo cardan e juntas.

7.1 Hipdteses cinemadticas

A cinemadtica de um segmento reto de barra de se¢ao circular sob torcao pode ser obtida experi-
mentalmente, inspecionando o comportamento de um modelo bastante flexivel, como uma barra de
espuma polimérica ou borracha, por exemplo. O processo consiste em desenhar linhas longitudi-
nais e circunferenciais na superficie do modelo, como na Figura 7.4b. Quando aplicamos a torgao,
observamos um resultado como o da Figura 7.4c. As linhas longitudinais inicialmente retas
deformam-se tomando a forma de linhas helicoidais. Medig¢oes cuidadosas indicam que,
dentro de certas condicoes, a secao transversal circular permanece circular e com mesmo
diametro.

Adicionalmente, outras hipdteses sdo tao facilmente visualizdveis e formuladas. Considera-se
que:

e (Cada secao transversal permanece indeformada, sofrendo apenas uma rotacao de corpo rigido,
i.e., move-se como um disco rigido de secao circular girando em torno de seu préprio centro.

Assim, cada segmento reto de material ao longo da linha radial permanece reto e
com o mesmo comprimento. Apenas sofre uma rotagao. Isso pode ser visualizado na Figura
7.5. Ali temos dois segmentos radiais, AB e CD, situados a uma distancia axial Az entre si. Com
a aplicagao do torque T, cada segdo sofre uma rotacao diferente. O segmento AB rotaciona-se para
Ab e o CD rotaciona-se para Cd. Assim, a secdo na coordenada x sofre um aAngulo de torgao
©(x), enquanto na se¢do em = + Az o angulo de tor¢ao é ¢(x) + Agp.

Anélises mais precisas, usando solucao tridimensional da teoria de elasticidade, indicam que essa
hipétese é correta, dentro das seguintes condigoes:

e O material comporta-se no regime eldstico-linear;
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: — Linhalongitudinal transforma-se
Linha longitudind rem/\ em linha helicoidal >
MAN NN N NB N/ MA N ) A W VA
I O I :
J J T J T - T
{
Segmento do eixo Secéo transversal
indeformado  (b) (© apenas sofre rotagéo

de corpo rigido

Figura 7.4: (a) Conjunto propulsor motor, eixo, mancal e hélice. Em (b) e (c) tem-se um segmento
do eixo indeformado e torcionado, respectivamente.

Longitudinal

deformada \J

Figura 7.5: Angulo de torcdo ¢ em duas secdes vizinhas.

e O angulo de torcao e as deformagoes sao pequenas;

Sem divida que todas essas hipdteses, tanto quanto a teoria sendo desenvolvida nesse capi-
tulo, tem validade e aplicabilidade apenas nos trechos da barra distantes dos pontos de
aplicagao das cargas e de irregularidades geométricas.

7.2 'Transmissao de poténcia

Como frequentemente as barras sob tor¢ao usadas no presente texto sao eixos rotativos, faremos
aqui uma revisao de algumas definigoes béasicas. Um sistema de transmissao de poténcia consiste
num conjunto que contém uma unidade geradora de poténcia mecénica, o motor, e uma ou
mais unidades consumidoras daquela poténcia, como:

e Ventilador;

e Pds de hélices de barcos ou agitadores industriais de liquidos e pastas;

e Bombas hidraulicas e compressores;

e Equipamentos de elevacao de carga (esteiras rolantes, elevadores, guindastes etc.)
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Mancal de
rolamentos

Figura 7.6: Eixo com polias e correias do Exemplo 7.1.

Exemplo 7.1 — Esforgos em eixo de transmissao por polias

Considere o eixo OC' (Figura 7.6) de secao transversal circular e uniforme, que suporta duas polias,
A e B, para correias em V. O eixo é montado em mancais de rolamento nas extremidades O e C e
gira a Ny, = 1.200 rpm. Seu material é ago-carbono, com mdédulo de elasticidade cisalhante G = 80
GPa. A forca de tracao no lado frouxo da correia A ¢ tomado como 15% da forga de tracao do lado
distendido, i.e., F1; = 0,15F>. Um motor é acoplado & polia B, e sabe-se que as tragoes na correia
sao 50 N e 270 N, como indicado na figura.

(a) Determine a poténcia suprida pelo motor;

(b) Determine as tragdes na correia da polia A e os esforgos de torgao no eixo.

Ambos os lados da correia na polia B s@o paralelas ao eixo z e a correia em A faz um angulo de
45° com z. Os diametros das polias sao D4 = 250 mm e Dg = 300 mm.

Solugao:
O torque aplicado pelo motor na polia B é:

300

D
Ty = (270 — 50)73 = (270 — 50) =~ = 33.000 Nmm.

A poténcia aplicada vem de (7.2)

1 min 2
P = Tyw = 33 Nm x [ 1.200°%" min 2 rad
min 60 s 1 rot

) =4.146,9 W

ou, usando (7.8), a poténcia é Py, = 5,56 hp.

O torque aplicado em A deve ser obtido por equilibrio torcional do eixo. Note que o eixo é
suportado em mancais de rolamento, de forma que nao hé reagoes de apoio de momento axial R,;.
Assim, os torques aplicados ao longo dos diversos pontos do eixo devem ser auto equilibrantes. O
sistema da Figura 7.6 pode ser simplificado para aquele da Figura 7.7a, onde indicamos os torques
aplicados em A e B da barra.

O equilibrio de momento rotacional no eixo é:

SSM,=0 — Tq—Tg=0.

Logo, o torque aplicado pela polia A é T4y = 33 Nm. As forgas na correia A sido obtidas de:
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Figura 7.10: Relagio entre o angulo de tor¢ao Ay e o angulo de cisalhamento ~.

_]. aut Ut _1 -
67"9_2((‘)7"_7")_2(90 @) =0.

Com isso tem-se a forma final da relacao deformacao-deslocamento para um ponto arbitririo de
uma barra de secao circular

1 d
Ex Exr Exo 0 0 §T£
e= e € | = 0 0 (7.15)
Sim. Y] Sim. 0

e | y
(b) ‘ . \4

Figura 7.11: Angulos de torcio Ay e de cisalhamento 7. Sistema de coordenadas & — r — 6, nas
diregoes axial, radial e tangencial.

A Figura 7.11 ilustra o campo de deformagao 7,y num elemento diferencial da barra. Nesse ponto
¢ feito uma iltima hipdétese, de que o material é homogéneo, isotrépico e eldstico-linear.
Isso significa que a relagao tensao-deformagao é dada pela Lei de Hooke generalizada (4.62):



7.4. Férmula de tor¢cao 251

1 1
5:32?[0'2_1/(0'7"""0—9)]; Pycm":?TxT?
Er = ? lor —v(0os + 09)], Vrg = ?ng, (7.16)
EGZE[UO_V(UI+UT)]u 7909:57—%6'-

onde F, G e v sao os mdédulos de elasticidade normal e cisalhante e o coeficiente de Poisson do
material, respectivamente. As componentes de tensdo sao visualizadas na Figura 7.12.

Figura 7.12: Componentes de tensao no sistema cilindrico de coordenadas.

Substituindo as deformagoes (7.11) e (7.14) em (7.16), temos que o tensor tensdo é todo nulo

exceto por 7., i.e.,

Og Taer Tzo 0 0 Tz
o= Or  Tro = 0 O , (7.17)
Sim. o9 Sim. 0
onde
d
Tro(x,7) =G (fli:x)r (7.18)

Isso mostra claramente que, numa secdo de coordenadas x, a tensao cisalhante varia linear-
mente com o raio. A variagdo da tensao é ilustrada nas Figuras 7.12 e 7.13, onde também fica
visivel a independéncia de 7,9 (e consequentemente de 7,9) com 6.

Figura 7.13: A tensao cisalhante varia linearmente com o raio, e independe de # na se¢do x = const.

Observamos na Figura 7.13 que em cada elemento diferencial volumétrico com &drea dA sobre
a se¢ao transversal, atua uma forga 7,9 dA na diregdo tangente. Essa forca gera um momento em
torno do eixo x, de valor r7,9dA. Assim, somando as contribuicoes de todos os elementos diferenciais
de drea da seg@o, o momento torgor total na secdao é dado por
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La LA

dr
r
i o
Regi&o anular de
areadA = 2prdr

(b)

Figura 7.14: Distribuicao de tensdes numa segao tubular.

Para se¢ao macica de raio ¢ e didmetro d, basta usar r; = d; = O:

4
J:zc4 ou J:Wd

—. 2
2 32 (7.25)

Para uma seg¢ao tubular de parede delgada de espessura h, se pode obter uma expressao
mais simples que (7.24). Para isso, definimos um didmetro médio d, tal que os didmetros interno e
externo sao d; = d — h e de = d. + h. Substituindo em (7.24) se obtém

J =5 (@h+dn¥). (7.26)

Fazendo o limite h — 0 em J/h = % (d3 + dh2), o ultimo termo se anula e se obtém a estimativa

para o momento polar de inércia de uma secao anular delgada:

J = %d‘?h =27r3h,  onde r = d/2 ¢é o raio médio (7.27)

Exemplo 7.2 — Tensao maxima e coeficiente de seguranca

Considere o eixo mostrado na Figura 7.15, suportado por dois mancais de rolamento e sujeito &
acdo de trés torques aplicados através das engrenagens A, B e C, sendo T4 = 100 Nm, T = 50
Nm. O material do eixo é ago, com tensao de escoamento o = 600 MPa. A secdo é macica, com
didmetro d = 15 mm. (a) Determine a tensao cisalhante méxima devida & torcao; (b) Determine o
coeficiente de seguranca usando os critérios de Tresca e de von Mises.

Solugao:

A primeira etapa consiste em determinar o diagrama de esforcos internos de momento torgor.
Como os mancais nao oferecem reagao & rotacao axial, os torques externos aplicados, T4, Tp e T,
devem ser auto equilibrados. Assim, a equacgao de equilibrio produz o valor de T¢:

SM,=0 — Ty+Tp-T.=0 — T.=T4+Tp =100+ 50 = 150 Nm.

Em seguida aplicamos o método das secoes para os esforgos em cada trecho. Como nao ha carga
torcional distribuida, os esforcos serao uniformes em cada trecho. Assim, basta realizar um corte
em cada trecho.

Trecho OA - Realizando o corte s; (Figura 7.15) e tomando o lado esquerdo como na Figura 7.16a.

M, — |[MM=0|
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@ (b)
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Figura 7.16: Cortes do método das segoes para o Exemplo 7.2.

Trecho AB - Fazendo o corte s2 e tomando o lado esquerdo como na Figura 7.16b,

> My - MMP+Ty=0 — MP=-Ty — |M!P=-100 Nm

Trecho BC - Na Figura 7.16¢ temos o lado direito do corte s3. O equilibrio leva a

> My > MPC4+T.=0 — MPP=-T. — |MPC=-150 Nm

Trecho CD - Da figura 7.16d para o lado direito do corte s4, o equilibrio produz

M, — |MEP=0

O diagrama de esforco de torgao é ilustrado na Figura 7.17, e o maximo esfor¢co ocorre em
qualquer segao do trecho BC, dado por Mpax = —150 Nm.

Como a secao da barra é uniforme, a tensao méxima ocorrerd na se¢ao de maior esforco, i.e., em
uma se¢ao qualquer do trecho BC, com M; = —150 Nm. A tens@o méxima na se¢ao vem de (7.23),
onde o raio é ¢ =d/2 =15/2 = 7,5 mm e o momento polar vem de (7.25):

rd* 7w x 154

=— = =4. ..
J 3 3 970 mm
Entao o médulo da tensao é:
¢ |Mmax]  150-10° Nmm -
Tmax = 7 c= 1970 o2 7,5 mm = 226,3 MPa.

O “t” em 7!, indica torgao.

Para a aplicagao dos critérios de falha precisamos previamente determinar a tensao cisalhante
méxima absoluta e as tensoes principais. Plotando os pontos X (o;7L,..) e T(0g; —TL ) N0 plano
o—7,comoyg=o0,=0ert!, =226 3 MPa, temos o circulo de Mohr externo mostrado na Figura

7.18. Esse circulo identifica duas das tensdes principais, o1 € o2. A outra tensdo principal, oz, €
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tensoes K;, que é definido por

Tmax
K; = 7.34
L= (7.34)

A tens@o nominal é calculada de forma que ignora o efeito da concentracdo de tenstes. Dessa
definicao, se pode obter a estimativa da tensao méxima como

(7:35)

Dentro das hipéteses, o valor de K; depende apenas dos invariantes geométricos do entalhe. Por
exemplo, na transi¢ao mostrada na Figura 7.19a, o K; nao depende dos valores individuais de D, d e
r, ou mesmo do valor do carregamento T'. Em vez disso, depende apenas dos invariantes D /d e r/d.
Valores de K; para presente geometria sao vistas na Figura 7.20, e gréficos para outras geometrias
e carregamentos sao resumidos no Apéndice.

Observagao - Deve-se observar que cada grafico de K; deve definir qual a forma adequada de
determinar a tensao nominal. No caso da Figura 7.20, o K; deve ser usado com 7¢ calculado pela
se¢do minima da transigdo, i.e., 7o = T'(d/2)/J, onde J = 7d*/32.

T X~ A\T}
| (138}

2,8

24

i

\\\ D/; =
1,6 \ \\k /_l 33
NN
12 N —

——

0 01 0,2 0,3
r/d

Figura 7.20: Fator de concentracao de tens@o para eixo de se¢ao circular escalonado com filete.
Tensao nominal baseada na segao minima.

Exemplo 7.5.1 — Tensao concentrada em filete de eixo escalonado

Considere uma barra de ago, escalonada como na Figura 7.21, suportando torques 77 = 2.700 Nm
e T = 900 Nm. Determine o coeficiente de seguranca quanto ao inicio de escoamento, levando
em consideracao o efeito de concentragao de tensoes na secdo B. Os didmetros em cada trecho sao
d1 = 80 mm, do = 50 mm, e o raio de concordancia em B é r = 2 mm. Use os dados: L; = 5 m,
Lo =2m, G =80 GPa, o = 120 MPa.

Solucao:

Como o problema é isostético, a primeira etapa do processo de solucao é a determinagao da reagao
torcional no apoio, Ry, € do diagrama de esforgos. Por equilibrio global,

Zszo — Ry —Th+Ty =0. —  Rye = 1.800 Nm.

Usando o método das se¢oes temos que os esforgos numa segao qualquer do trecho AB é My =
1.800 Nm, e no trecho BC é My = —900 Nm. Esses esforgos sao plotados na Figura 7.22.
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M, 4 1800
[Nm]

Xy

Figura 7.22: Esforcos de tor¢ao na barra do Exemplo 7.5.1.

As tensoes cisalhantes nominais devidas & torgdo sao uniformes em cada trecho. Os momentos
polares de inércia em cada trecho sao:
nd} nds

J1:3—2:4,02~106 mm? e QJQ_:))—2:0,614-106 mm?.

Entao, as tensoes nominais em cada trecho, em mdédulo, sao

_ M _ | My
J1 J2

O célculo da tensao méxima na se¢ao B inicia com o cédlculo de K;, que pode ser feito pela Figura
7.20. O valores adimensionais geométricos necessérios sao r/d = 2/50 = 0,04 e D/d = 80/50 = 1, 6.
Como resultado, temos aproximadamente K; = 1,8. O mesmo grifico indica como a tensao nominal
deve ser calculada. No presente caso, ela deve ser obtida a partir da secao minima em torno da
secao B, i.e., devemos usar a tensao calculada a direita de B, 79 = 36,7 MPa. Entao, a tensao
méxima no entalhe é obtida por (7.35)

(d1/2) =26,9 MPa e 19 (da/2) = 36,7 MPa.

T1

Tmax = K72 = 1,8 x 36,7 MPa = 66,1 MPa.

Essa é a tensao méxima na secao B, como na Figura 7.19b. Deve-se lembrar que esse é o valor
méximo real apenas dentro das condigoes previstas na teoria. Caso alguma das hipdteses nao seja
satisfeita essa estimativa nao é correta. Por exemplo, se o material nao for linear, ou for anisotrépico,
ou heterogéneo.

7.6 Angulo de torgao

Barras submetidas a torgdo precisam nédo apenas serem capazes de suportar o torque sem sofrerem
plastificacdo ou outro tipo de falha dependente das tensdes, mas também nao devem apresentar
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Figura 7.24: Barra escalonada.

Barra escalonada

Fixos em redutores de engrenagens sao geralmente de forma “escalonada”, como na Figura 7.24, i.e.,
a se¢do nao é totalmente uniforme, porém é constante ao longo de intervalos, como mostrado. Se o
carregamento for constituido por torques concentrados nas segoes marcadas, A, B, C,..., o esforco
de tor¢ao serd uniforme em cada trecho. Entao, definimos cada trecho por k, para k = 1,..,n, de
forma que o momento polar é Ji, o esfor¢co de momento torgor é My e o comprimento do trecho é
L. Assim (7.38) pode ser integrada trecho a trecho, resultando na rotagao da ultima secao (segao
E no exemplo da Figura 7.24) em relagao a secao A:

ML ML MsL n ML
_ by Mals  Mshs kLok

Ap = o(L) — o(zy) = - 41
o =@(L) = plwo) = ~7=+ 7=+ o7 P (7.41)

Observe que o nimero de termos no somatério depende da segao em que se deseja calcular a rotacao.
Por exemplo, para a secao C, terfamos que incluir apenas as rotagoes dos trechos AB e BC, de forma
que a rotagao de C relativa a A seria dada por:

MLy MaLs
GJy GJy

Apcp = 9o — A=

Exemplo 7.6 — Dimensionamento de barra de controlador por Rigidez Torsional

Considere uma barra utilizada num dispositivo de controle de posicao de um mecanismo, em que
as forcas devem ser suportadas com deformacgoes bastante pequenas. A barra é de aco, escalonada
como na Figura 7.25, e suporta torques 77 = 2.700 Nm e 75 = 900 Nm. Determine o didmetro d;
necessario no trecho AB, se 7,44, = 40 MPa e a torgao total entre A e C é limitada a 3°. (Dados:
Li=5m, Ly =2 m, d =50 mm, G = 80 GPa.) Para o diametro determinado, qual o dngulo de
torgao das segoes B e C?

Solucgao:

A primeira etapa do processo de solucdo ¢ a determinacgao da reacao torcional no apoio, Ry, e do
diagrama de esforcos. Por equilibrio global, >~ M, = 0 — R; = T4 + T = 3.600 Nm. Usando o
método das segoes, como no Exemplo 7.2, temos os esforcos, que sao plotados na Figura 7.26. O
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Figura 7.25: Barra escalonada do Exemplo 7.6.

esforgco numa secao qualquer do trecho AB é M; = 3.600 Nm, e no trecho BC ¢ My = 900 Nm.

A segunda etapa é determinar o didmetro em AB, d;, necessdrio para suportar as tensoes. Usando
(7.28) temos

~16M; 16 x 3.600 - 10° Nmm

!

d3
1 2
T adm 7 x 40 N/mm

dy = 77,1 mm.

Observe que usamos a tensao nominal para fazer o dimensionamento, ignorando o efeito de con-
centracao de tensoes no entalhe em B. Isso foi feito devido a termo usado 7,4, em vez de 7g,
que seria superior. A relacao entre os dois deve ser capaz de absorver o erro incorrido no célculo da
tensao médxima aplicada usando o valor nominal.
A terceira etapa ¢ a determinacao do didmetro d; necessédrio para satisfazer a condigdao de angulo
de tor¢ao maximo. Usando (7.36) e (7.41) temos

A(Papl < ASoaalm (7'42)
onde A, 4, = 3° x 7/180° = 0,0524 rad, e
MLy  MsLs
GJi GJy

No segmento BC, a secao é conhecida, tal que Jo = 7rd‘21/32 = 7r504/32 =0,614-10 mm*. No trecho
AB, o diametro d; é a incégnita do problema, logo J; = 7di/32. Juntando as equagdes (7.42) e
(7.43) temos

ASpapl = (743)

ML MyL
1L 2L2 < A,
GJy GJ2

Substituindo os valores,

3.600- 103 x 5-103 900 x 103 x 2 - 103

<52,4-1073,
80 - 103 x (wd}/32) TR0 10 x 0,614 -106 — 7

Resolvendo, obtemos d; > 110 mm. Comparando com o valor necessdrio para satisfazer o critério de
tensao, di = 77,1 mm, tem-se que o diAmetro minimo necessario para satisfazer ambos os critérios
¢ definido pela rigidez: d; > 110 mm, que pode ser arredondado para d; = 84 mm.

Com isso podemos calcular os angulos de tor¢ao relativos em cada trecho e a rotacao em C
para o didmetro d; = 110 mm. Para esse diAmetro, o momento polar de inércia no trecho AB é
J1 = 7md}/32 = 14,70 - 10 mm*.

MiL;  3.600-10% x 5-103 » )
YBA G.Jy 80 - 103 x 14, 70 - 106 5,7-107° rad (0,899°)

Ms Lo 900 x 10% x 2-10° » .
A - = =36,7-10 d (2.10
YcB GJs 80103 x 0,614 - 106 ) rad (2,10),
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Figura 7.27: Barra do Exemplo 7.7.
Rya =T — Ryce (7.45)
4 T
«— —> 5 — x—>

T-Rye S M T-Rye
@ (b)

s, MBC

X
Figura 7.28: Aplicagdo do método das segoes no Exemplo 7.7.

Os esforgos de torgao podem ser obtidos pelo método das secoes. Fazendo dois cortes, s1 e s2, como
ilustrado na Figura 7.28, temos os esforgos em cada trecho em termos de uma das reagoes:

Trecho AB — MAB = cte = T — Ryo, Vz € (0;400 mm),
Trecho BC  —  MPC =cte = —Ryc, Vz € (400 mm;1000 mm). (7.46)

O diagrama é mostrado na Figura 7.27b, supondo 0 < Rayj¢c < Rasa.

Etapa 3 - Equacao cinemética

Podemos usar (7.41) para determinar o angulo de rotagao da secao C em relagao ao da secao A,
Ay, sabendo previamente que Ap = 0:

L MAB L MBC
AQD = S i = 07
GJ GJ
onde L; = 400 mm, Ly = 600 mm, MAB =T — Ryc e MP® = —Ry;0. Logo,

400 (3-10° — Rys¢) + 600 (—Rprc) = 0. (7.47)

As equagoes (7.45) e (7.47) formam entdo um sistema de duas equagoes e duas incégnitas, cuja
solucdo sdo as reacoes: Ryra =1,8-10° Nmm e Ryc = 1,2 - 10° Nmm.

Etapa 4 - Tensoes.

Os esforgos podem agora serem calculados de (7.46): MAP =1,8-10° Nmm e MP¢ = —1,2-10°
Nmm. Logo, o momento méximo é Mp.x = 1,8 - 10° Nmm, e ocorre em qualquer secio do trecho
AB. Também ai é onde ocorre a maxima tensao cisalhante, na borda da segao, em r = d/2 = 20
mm. De (7.28),

_ 16Mpax 16 x 1,8 10°
Tmax = g T w403

O coeficiente de seguranga quanto a tensao é: n = og/2Tmax = 150/(2 x 14,32) = 5, 24.

= 14,32 MPa.
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Etapa 5 - Angulo de torcdo em B. De (7.39), o angulo de torcao de B em relacido a A ¢
LiMAB

GJ
onde sabe-se que ¢4 = 0 e de (7.25), J = nd*/32 = 740%/32 = 2,51 - 10° mm*. Logo,

¥YB —¥A=

400 x1,8-10°
© 79,6103 x 2,51 - 105

O coeficiente de seguranga quanto a rotagao é n = @,4,,/¢5 = 0,3°/0,206° = 1,45.

=3,6-10"2 rad (ou, g = 0,206°).

¥B

7.7 Exemplos adicionais

Exemplo 7.8 — Torcao em barra de segao varidvel.

Considere a barra tronco-conica da Figura 7.29a, de ago, suportando o torque 7" na extremidade.
Determine uma expressao para o angulo torcao em termos de T, G, L, r, e r1.

ra

<"

(b)

Figura 7.29: Barra de segao varidvel do Exemplo 7.8.

Solugao:

Usaremos diretamente a expressao (7.38), onde apenas o momento polar de inércia é dependente
de z. Entéo, a primeira tarefa consiste em determinar a fungao J = J(z). Como a se¢do é maciga,
(7.25) produz J, bastando determinar a expressao para o didmetro, d = d(z). A Figura 7.29b mostra
a variacao do raio r com x, para um segmento tomado desde o engaste até uma secao genérica de
coordenadas x. Como a geratriz do tronco-cone é reta, a equacao para o raio em termos de x é a
equagao de uma reta:

r(z) =10 — <TO z r1> . (7.48)

De (7.25), J = 7r*/2, logo

J(z) = g [ro - <T" . ”) xr (7.49)

que é a expressao para o momento polar de inércia de uma secdo x de um tronco-cone de raios r, €
r1 € comprimento L.
Aplicando (7.38) obtemos

L
T
¥YB —¥A = / dx
x=0

4 )
= T To —T1
o5 - (27")4]

onde ¢, = 0. A integracao pode ser realizada, resultando
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Simplificando temos

(7.50)

2TL [r% + ror + rg]

B 356 r3r3

Exemplo 7.9 — Perfuratriz - barra sob torque distribuido

Considere o tubo de aco AB usado numa perfuratriz, mostrado na Figura 7.30a, com raios in-
terno/externo r;/r. e comprimento L. Durante a perfuragao o atrito com o solo provoca um torque
distribuido, que pode-se admitir variando linearmente como ilustrado, variando desde zero até %,
[Newton-metro/metro|. Adicionalmente, a broca encontra resisténcia torcional Ts. (a) Determine o
torque necessdrio T4 a ser aplicado no topo; (b) O angulo de torcao relativo entre as extremidades.

T
A | , TAl

A -
5 . . |
‘——
L () X B
‘ ¢ L 1 =\t
(b) M; (%)
t, v

Figura 7.30: Tubo do Exemplo 7.9.

Solugao:
Etapa 1 - Equacao para o torque distribuido, que varia linearmente. Por semelhanca de tridngulos,
ilustrados na Figura 7.30, tem-se o torque por unidade de comprimento numa secao arbitrédria x:

t(z) = 7% [Nm/m]. (7.51)

Etapa 2 - Torque aplicado T'4, que deve ser determinado de forma a satisfazer o equilibrio torcional
global:

L

ZMQEZOHTA:TB—F/ t(z) dz.
=0

O ultimo termo vem do fato de que ¢(z) é um torque por unidade de comprimento de tubo, tal que
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Figura 7.31: Transmissao do Exemplo 7.10.

B\ Y /lc /J\
ds\ds
S WCD

M
c
(a)Wy (b MFTW

Figura 7.32: Segmento de contato ds e forcas tangenciais num par engrenado.

Entao, a relagao entre as velocidades tangenciais num par engrenado é dada pela inversa
da relacao entre os didmetros.

Da Figura 7.32b observa-se que, pela lei da agao e reagao, as forcas tangenciais que atuam no
par de engrenagens sao idénticas. Entao, pode-se representar essa for¢a em cada engrenagem, em
termos de seus torques e didmetros:

Tan Tep Dp
F,=-AB _ ¢ p o _ZBp 7.57
" Dg/2 D)2 AB =D, op (7.57)

Entao, a relacao entre os torques num par engrenado é dada pela relagao direta entre
os diAmetros.

Substituindo os valores do problema obtém-se que a velocidade do eixo CD é wep = (100 mm) x (188,5
rad/s)/250 mm, wep = 75,4 rad/s. Com isso o torque transmitido no eixo CD pode ser obtido de
(7.2):

P 7457 Nm/s
wep 75,4 rad/s

Tep = = 98,9 Nm.

Os esforgos sao obtidos pelo método das secoes, e sao: MtAB =T4p =39,6 Nm e MtCD =Tcp =
98,9 Nm, em sec¢oes nos eixos AB e CD respectivamente.

A tensao torcional em cada eixo é:





