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Logo, o trabalho realizado pela for¢a F ao longo de um caminho ¢ é dado por

U:/CF. dr (14.2)

i.e., U & a integral de linha de F ao longo da linha c¢. Outra maneira de escrever o trabalho é:

U:/|F|| ||dr|| cos v, (14.3)

onde ||| ¢ a norma do vetor e @ ¢ o angulo entre a forca e a diregdo de deslocamento. Essa
representacao indica alguns casos em que as forcas que nao realizam trabalho:

e Forcas que atuam perpendiculares ao deslocamento do ponto;

e Forcas aplicadas em pontos fixos, como apoios considerados rigidos, que nao sofrem movi-
mento.

Com a definigao geral dada acima, o objetivo a partir de agora & aplicd-la & modelagem e solugao
de problemas de mecénica dos corpos deforméveis. Inicia-se o estudo a partir de dois casos simples,
como segue.

14.1 Trabalho de deformacao

14.1.1 Trabalho de deformagao para estado uniaxial de tensao

Considere um elemento diferencial de dimensées dx X dy X dz como ilustrado na Figura 14.2a,
submetido apenas & componente de tensao .. Sob a agdo deste estado uniaxial de tensodes, o
corpo se deforma nas trés direcbes. Para um material eldstico-linear, essas deformagoes sao
dadas pela lei de Hooke, eq.(4.60), pdgina 120, como:

Ya
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Figura 14.2: (a) Tensao normal uniaxial atuando num elemento diferencial de volume; (b) tensao
e deformagoes num elemento diferencial.
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€y:—7/€x:—l/f, EZ:—I/EIZ—I/E,
onde v é o coeficiente de Poisson e E é o médulo de elasticidade do material. Como ilustrado na
Figura 14.2b, a relacao entre a variagao do comprimento, du, da linha dx, e a deformacao ¢, é dada
através de:

(14.4)

_du
=
(De fato, essa é uma das equagoes das relagoes deformagao-deslocamento, eq.(4.12), pdgina 97.)
Pode-se escrever que:

€2 (14.5)

du = e dx. (14.6)

Lembrando ainda a definicdo de tensao em termos das forgas locais,
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deformacao em energia potencial ou energia de deformacao armazenada elasticamente no material,
sem parcela de energia cinética.

A &rea hachurada superior na Figura 14.3a da linha é denominada de energia complementar
de deformagao. Como o comportamento do material é linear, o valor das duas dreas, inferior e
superior sao iguais. Tomando da lei de Hooke, pode-se escrever a densidade de energia de deformagao
de duas formas diferentes:

Uy=-% ou U= (14.13)

14.1.2 Trabalho de deformagao para o caso de cisalhamento puro

y y A dS
(@ (b) t
'
t Xy At xy

z yX "
Figura 14.4: (a) Tensao cisalhante num elemento diferencial; (b) tensao e deformagao cisalhante
num elemento diferencial.

Consideramos um elemento diferencial de um corpo, numa posicao arbitraria, sob a acdo apenas
das tensoes cisalhantes 7y, como na Figura 14.4a. Sob a acao das deformacoes cisalhantes o ele-
mento diferencial sofre deslocamentos que causam alteraces dos &ngulos retos das faces do elemento
de volume. Estas deformagoes sao representadas na Figura 14.4(b), onde se fez um tombamento
do trapezio para melhor identificacao da deformacao angular 5. Considera-se que a deformagao
cisalhante seja 7v,, = 5.

Em seguida, considera-se o material eldstico-linear, tal que a lei de Hooke, eq.(4.60), pagina 120,
toma a forma simples

B=1y =2, (14.14)
onde G é o modulo de elasticidade cisalhante.

A tnica forga que se desloca na direcao do deslocamento é aquela associada & tensdo no topo
do elemento. Na face inferior a for¢ca nao sofre deslocamento, e nas duas faces laterais a forga
é perpendicular ao deslocamento, de forma que em ambos os casos o trabalho da forca é zero.
Lembramos que aqui nos restringimos a pequenos deslocamentos e rotagoes. Também, de forma mais
rigorosa, ambas as faces do elemento, inferior e superior, se transladam no sentido x. Entretanto,
na presente deducao, importa apenas o deslocamento relativo entre elas, ji que a forca atuante em
ambas as faces é a mesma.

O trabalho de deformagéao cisalhante no elemento diferencial do corpo é dado por dU = dF,ds/2,
onde dFy = Tyy dz dx e ds =, dy (desde que se tenha pequenas deformagoes). Assim tem-se

1 1
dU = 3 Twe dz dx ds = 3 Tay Vay dz dy dz. (14.15)
dFy dv

Na segunda igualdade utilizou-se a condicao de simetria do tensor tensao, tal que 7y, = 74,. Em
seguida, substituindo, obtém-se a densidade de energia de deformacgao eldstica como:
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X A= A(X)
I2=1AX)
J=J(X)

Figura 14.5: Barra de secao transversal varidvel, sujeita a esforcos normal e de momentos fletor e
torgor.

L N2
U= /O/AZEZQ (dydz)dzx. (14.20)

Uma vez que N, (z) e A(x) independem de y e z, pode-se tirar o integrando para fora da integral

interna, resultando
L 2
N,
U= z dydz|dx.
/x:o 2E A2 UA g Z] ’
_——

A

Agora a integral interna resulta apenas no valor da drea A da segao transversal. Com isso, a energia
de deformacao de uma barra sob esfor¢o normal é dada por:

L 2

N

- gy 14.21
U= 3pa® (14.21)

14.2.2 Energia de deformacao para o problema de flexao

Considera-se uma barra de comprimento L, , como na Figura 14.5, com secao transversal de mo-
mento de inércia I,,, eventualmente variavel, i.e., I, = I,,(x), sob a acdo de cargas transversais,
tal que o esfor¢co de momento fletor seja descrito por uma funcao M, (z). A energia de deformagao
na barra como um todo é dada por

U:/ dU:/ U, dV. (14.22)
14

A densidade de energia de deformagao para um estado uniaxial de tensoes é dada na eq.(14.13),
U, = 02/2E. Assim, a energia de deformacio total da viga ¢

2
U:/dU:/ UodV:/ T qy. (14.23)

Como no caso da barra sob carga axial, o volume diferencial é separado em duas partes para
facilitar a integragao: dV = dA dz = (dydz)dz. A variagdo da tensdo normal na viga é dada pela
férmula de flexao, o, = —M, y/I,., como visto na segao 8.2, pdgina 281. Entao a energia na

viga fica
L 2
1 M,y
U= — | - dydz)dzx. 14.24

Como M, e I,, independem de y e z, o integrando pode sair da integral interna, o que resulta em:




14.3. Deslocamento pelo método da energia 517
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Figura 14.6: (a) Configuracdo deformada em barra sob carga axial e (b) esforgos.

Como A e F sao independentes de x, a energia na barra fica
F2L
2EA°

Assim, igualando o trabalho realizado pelas forcas externas a energia de deformagao eldstica,
eq.(14.35), tem-se:

U= (14.38)

F2L
2EA’
a qual, com as devidas simplifica¢oes, reduz-se a conhecida expressao § = FL/FEA, j4 obtida no
Capitulo 4 através de consideragoes de equilibrio.

1
5F8= (14.39)

14.3.2 Exemplo 14.2 - Calcular deslocamentos axiais numa barra

Considerar a barra mostrada na Figura 14.7, sob a agdo das forgas F e Fy aplicadas nas segoes B
e C. Calcular os deslocamentos nessas segoes.

ya

L
a b
F,
<— —> >
R A B c R X

Figura 14.7: Dados do Exemplo 14.2.

Solucao:

A reagao axial é obtida por equilibrio: R; = F; — F». O esfor¢o normal em qualquer se¢do do
trecho AB é Nap = F1 — F5 e no trecho BC é Ngc = —F5. A energia de deformacao elastica
da barra é dada por:

U 1/LN$2d L [/G(N )2d+/L(N )2d]
= = — dx = AB X BC Z|,
2 Je=0 EA 2EA | )s=0 r=a (14.40)

= U:m[ﬂ (FL—2F) a+F; L].

O trabalho realizado pelas forcas externas é dado por:

1 1
We = §F1(53 + §F25c, (14.41)
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onde dp e dc sdo os deslocamentos axiais nas secoes B e C, respectivamente. Assim, usando o
balango de energia, eq.(14.35), tem-se
1

1 1
R Yo = — [Fy (Fy — 2F F2 1. 14.42
5 153—1-2250 2EA[1(1 b)a+ Fy L] ( )

Como existem duas incégnitas, d g e ¢, e apenas uma equagao, a solucao deste problema é impossivel
com este método.

e Observagao 1: No processo de solucao é necessdrio arbitrar um sentido positivo para os
deslocamentos nos pontos que se encontram sob agao das forcas. Uma vez que o método é
baseado em energia e trabalho, as forcas e deslocamentos envolvidos sao considerados apenas
em moédulo. No célculo do trabalho, por exemplo na parcela devida a F}, é necessario aplicar
F1 sobre o deslocamento do ponto, § 4. Entretanto, no inicio dos cédlculos, o valor e o sentido
de 0 4 sao desconhecidos. O procedimento a ser usado consiste em arbitrar um sentido positivo
para o deslocamento. Ao final dos calculos, com a identificacdo do seu valor numeérico, o seu
sinal indicard o sentido do deslocamento em relacdo ao que foi inicialmente convencionado
como positivo. No presente exemplo, foi convencionado que 4 seria positivo se no sentido
de F}, e dp positivo se no sentido de Fb, i.e., a segdo C se moveria para a esquerda. Pode
acontecer que, ao final dos cédlculos, se obtenha um valor é5 < 0, signficando que o ponto C
se deslocaria, de fato, para a direita.

e Observagao 2: Pode-se afirmar que o método da energia, em sua forma simples, tem apli-
cacao bastante restrita no calculo dos deslocamentos em estruturas. Isso ocorre porque, num
problema arbitrario, pode haver uma infinidade de pontos em que sejam necessdrio a deter-
minacao do deslocamento, enquanto existe apenas uma equacao de balanco de energia. Como
consegéncia, o uso direto do balanco de energia nao se constitui num procedimento 1til como
forma de solugdo de problemas de mecéanica dos sélidos. De fato, o uso dos conceitos de tra-
balho e energia, em problemas de mecénica dos sélidos requer o uso de formulacgoes especias,
baseados em teoremas adequados que permitam o cdlculo em situagoes reais. Os teoremas
de Castigliano, vistos na secao 14.4, se constituem em alguns desses métodos.

14.3.3 Exemplo 14.3 - Deslocamento maximo em viga em balanco

Apesar de suas grandes limitagoes, o método do balango de energia utilizado nos exemplos anteriores
pode ser utilizado com sucesso na solugao do presente problema, que consiste na determinacao da
deflexao maxima na viga em balanco, de secao retangular, mostrada na Figura 14.8a. Esse problema
pode ser facilmente resolvido usando o método da integragao da equacao diferencial da curva eldstica,
vista no Capitulo 12. Entretanto, aquele método, na forma como foi vista, permite apenas considerar
o efeito do esforgo de momento fletor. Agora, desejamos obter uma solugao que incorpore tanto o
momento fletor quanto o esforco cortante. A solucdo desse problema permitird chegar a algumas
conclusoes interessantes e abrangentes para os problemas de flexao de vigas e placas em geral.
R F o, F A
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@ (b) X=X © [ b

Figura 14.8: (a) Viga em balancgo sob carga concentrada; (b) esfor¢cos numa segao arbitraria; (c)
drea auxiliar para o cdlculo do momento estédtico @ ..

Solucao:
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de Fj. Como se considera o trabalho, o termo uj a ser considerado nao é o deslocamento sofrido
pelo ponto de aplicacdo da forca, mas apenas a componente desse deslocamento na diregao
colinear a forga como mostrado na figura.

Figura 14.9: Forcas aplicadas a um corpo e os deslocamentos associados.

Primeiro Teorema de Castigliano

O enunciado do primeiro teorema pode ser posto da seguinte forma: A forga aplicada num ponto
de um sistema elastico linear é dada pela derivada parcial da energia de deformagao em
relagao a componente de deslocamento sofrido pelo ponto, (sendo forga e deslocamentos
colineares e na mesma linha de agao), i.e.

ou

F,=—
F 8uk

(14.53)

A forca F} obtida é positiva na diregao positiva do deslocamento u;. Também, Fj tem a
mesma natureza de ug, no sentido que a expressao acima ¢é vilida tanto para o par deslocamento-
forga, quanto para o par angulo de rotagao da segao-momento, i.e., (14.53) pode ser reescrito
para o momento aplicado M}, associado ao dngulo 0:

ou

M, = —
k00,

(14.54)

Segundo Teorema de Castiglinano

O enunciado do segundo teorema pode ser posto da seguinte forma: A derivada parcial da en-
ergia de deformagao de um sistema eldstico linear em relagao a qualquer forga (ou
momento) que age sobre o sistema dd o deslocamento (ou dngulo) daquela forca (mo-
mento) na diregao de sua linha de agao:

_ou o g~ 9U
~ OF, koM,

Uk

(14.55)

O deslocamento ug obtido é positivo na diregao positiva da forga externa Fj,. Também, uj tem
a mesma natureza de Fj,, no sentido que a expressao acima é vilida tanto para o par deslocamento-
forga, quanto para o par angulo de rotagao da se¢cao-momento, i.e., (14.55) pode ser reescrito
para o angulo 0 associado a um momento aplicado M.

Em célculos manuais, como aqueles explorados na presente secao, ¢ comum o uso do segundo
teorema. Ja o primeiro teorema fornece uma das varias bases de geragao do método de elementos
finitos para sistemas estruturais.
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14.4.1 Exemplo 4 - Deflexao em uma barra com duas forgas

Resolver o Exemplo 14.2 para a viga ilustrada na Figura 14.10, usando o segundo Teorema de

Castigliano.
ya L
a b
F,
< —> >
R1 A B C FZ X
Figura 14.10: Dados do Exemplo 14.4.
Solugao:

Embora o método do balango de energia nao fosse adequado para a solucdo do problema, agora
ele terd uma solucao bastante rdapida pelo uso do segundo Teorema de Castigliano. Da solucao do
Exemplo 14.2; eq.(14.40), temos a energia de deformagao em termos das cargas aplicadas:

1
U:m[ﬂ (F1 —2F) a+F5 L].

Aplicando o Teorema de Castigliano, eq.(14.55), tem-se os deslocamentos nas duas segdes dados
por:

oUu a

= om - Al TP
oUu 2a

oo = @—ﬂ[_aFl‘i‘LFﬂ-

Observe que um valor positivo para d¢ indica que a se¢ao C desloca-se para a esquerda, na diregao
da forca F5, enquanto um valor positivo para dp indica que a secao B desloca-se para a direita, na
direcao da forca Fj.

14.4.2 Exemplo 5 - Deflexao onde nao ha forga aplicada

Calcular a deflexao e a rotagao na extremidade da viga mostrada na Figura 14.11a utilizando o
segundo Teorema de Castigliano. Considerar que a viga seja longa, de forma que o efeito do esforco
cortante possa ser desprezado.

Ya F ya F f
v v m
-, ga
A B cl X A B C X

@ L (b) L

Figura 14.11: (a) Dados do Exemplo 14.5; (b) forgas ficticias f e m na secao C.

Solucao:

Considerando a viga longa, sé é necessdrio calcular a energia de deformacao associada ao mo-
mento fletor. Mas pode ser observado que na se¢do C ndao ha nenhuma forga ou momento concentra-
dos aplicados. Aparentemente isso inviabilizaria a aplicacdo do teorema, uma vez que ele pressupoe
que a expressao da energia de deformacao seja funcao de uma forga aplicada naquele ponto em que
se deseja obter o deslocamento. Entretanto, o teorema nao faz nenhuma referéncia aos valores das
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(b)

Figura 14.13: Dados do Exemplo 14.6 e indicacao dos esforcos.

cuja solucao é:

Fl FL
NAB:? e NAC:_f_T-

onde se definiu [ = v/b2 4+ L2 = 8,139 m como o comprimento da barra AB. A energia de defor-
magao da estrutura é a soma das energias de cada barra: U = Uap + Ugc, i.e.:

1 l L
U:{/ NZ ds+/ N2 dy}.
2EA o AB o AC

A integragdo na barra AB é ao longo da extensdo da barra, e foi feita utilizando a coordenada
e, conforme a Figura 14.13a. O deslocamento vertical do ponto A é dado pelo 2° Teorema de
Castigliano como:

1 ! ONAB L ONac
= — N d N d
VA EA{/so AB of S—l-/yo AC af y}»
1

Lop L FL FI?
= — — —f—— (=1 =
EA{ 5=0 bOd5+/yo< ! b >( )dy}fzo EAb’

30.000 x 8.0002
510.000 X 2.500 x 1500 > 38 mm

De forma similar, o deslocamento horizontal do ponto A é dado pelo 2° Teorema de Castigliano por:

1 ! ON4B L ONac
ug = EA{/@_ONAB 5F ds+/y_0NAc 5F dy ¢,

1 L FL( L FL\, L GRS
= {/eOb (b) ds—I—/yO <—f - b> (—3) dy}f:o = T RAR

3 3
_ 30000 x (8.139° + 8.000°) _ 0 oo
210.000 x 2.500 x 1.5002

Deve-se observar que a estrutura possui elementos muito longos e delgados, portanto muito propen-
sos a falha por flambagem. Torna-se necessdria uma verificagdo quanto a esse modo de falha, usando
as formulacoes do Capitulo 13.
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14.4.4 Exemplo 14.7 - Problema hiperestatico pelo 2° Teorema de Castigliano

Determinar as reagoes vinculares da viga mostrada na Figura 14.14a usando o segundo Teorema de
Castigliano. Em seguida, obter o deslocamento no centro da viga.

1 f=0 q(x)

(a)

R () h 4 () y .
MA A S, C S, B

1 |
. L2 R,

AN 1

f alL-x q(L - x)
L/2 - X F A F
(b) s Me w7 s,
{ 1 (/
M, X X
lVCA Vcs (L - X)

Figura 14.14: Dados do Exemplo 14.7. Diagramas de corpo livre para os esforgos em (a) e (b).

Solucao:

Uma vez que se deseja o deslocamento no centro da viga, aplica-se ali uma forga concentrada
f = 0. O problema apresenta trés reacoes nao triviais, R4 ¢ Rjs4 na secdo A, e Rg no apoio B. Do
equilibrio no plano tem-se apenas duas equagoes de equilfbrio nao triviais:

F, =0 = Ra+Rp—qL—f=0
L? L

SMA = 0 :>RBL—QT+RMA—%:O (14.67)
Uma equagao adicional pode ser obtida com o uso do segundo Teorema de Castigliano, como
segue. Para isso, escolhe-se um dos trés apoios do problema. (Lembrar que cada reagao é
associada a um apoio simples, que restrige apenas um dos seis movimentos da se¢ao) Por exemplo,
remove-se 0 apoio em B e aplica-se uma for¢a F' na mesma direcdo que o apoio ali. Em seguida,

obtém-se as reagbes nos demais apoios, que no caso é apenas o apoio A, em termos de F:

qL? fL

Nesse ponto temos todas as reagoes, embora em termos de F', que ainda é incégnito. Entretanto,
é possivel obter os esforcos em termos de F', como no diagrama de corpo livre mostrado na Figura
14.14b. Isso resulta nos esforcos de flexao em cada trecho como:

Myc(z) = F(L—z)— g (L—xz)?—f (g - as> Ve e (0,L/2) e
Mep(z) = F(L—z)— g (L—2)? Vae(L/2,L). (14.69)

e Observagao: O processo realizado acima, de substituir uma das reagoes por uma forca F' e
representar as demais reacoes em termos de F', pode ser entendido como apenas um artificio.
Outra maneira de entender o procedimento consiste em ver que sempre é possivel separar
o conjunto de reacoes em dois grupos, e exprimir as reacdes em um dos grupos em termos
das reagoes do outro grupo. O artificio usado aqui, de substituir Rp por F', é usado para
que, durante a primeira parte da deducao, possamos usar a formulaggdo com um F' de valor
arbitrario, i.e., no que segue, F' pode assumir qualquer valor. Apenas ao final do processo é
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1 aMfd 1 b M2(x)

U = Uip+Upc=—
ABYUBC=op | 0T, oG e g
AB BC

2 2 U = (e b
Ma  Mib "~ 9 \EL. " GJ
2EI.,  2GJ

Aplicando o segundo Teorema de Castigliano, obtém-se a rotagao torcional em C:

Ye= o1 Ye =S \EL. T GJ

Nota-se que o primeiro termo, a/EI,,, é a parcela de ¢, proveniente da flexao do elemento AB,
enquanto que a segunda parcela vem da tor¢ao de BC

14.4.6 Exemplo 14.9 - Estrutura plana - flexao e torgao

A estrutura plana ABC da Figura 14.16 tem sec¢ao uniforme com FI constante. A forca F' é aplicada
na se¢ao C, na diregao vertical y. Determine o deslocamento vertical v usando o segundo Teorema
de Castigliano. A sec¢do transversal é circular.

Figura 14.16: Dados do Exemplo 14.9.

Solucao:

(a) As reagoes sao indicadas na Figura 14.17a. Como é um problema em que o carregamento é
transversal ao plano da estrutura, é mais seguro indicar todas as seis componentes de reagdo no
apoio, e resolver as seis condic¢oes de equilibrio. Com isso obtém-se

SF, — Ry =0, =My — | Ruse = —Fb},

YF,— R, =F, e XM, — Ry =0,

ST A SM. — [Rur- = Fil

As reagoes nao nulas sao indicadas na Figura 14.17b.

(b) Esforgos sao obtidos com auxilio dos diagramas de corpo livre mostrados na Figura 14.18, a
partir dos cortes s; e so nos trechos AB e BC, como indicado na Figura 14.17a. Os valores dos
esforgcos de momento fletor e torgor no trecho AB sao Myap = F(x—a)e Miap = Fb e 0 momento
fletor no trecho BC é Mypc = F(b— z).

(c) A Energia de deformagao ¢é a soma das energias de flexdo e de tor¢ao da viga AB, com a
energia de flexao da viga BC:
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(b) C

Figura 14.17: (a) Reagoes e esfor¢os no Exemplo 14.9, e (b) reagoes nao nulas.

Figura 14.18: (a) Diagramas de corpo livre para esfor¢os no trecho AB e (b) no trecho BC.

U = Usap + U+ Uspc,

1 M2, .a 1
M2 d tAB /M2 d .
2EI/ JABOT + o n T T opy | MrBod
AB BC

Usando o segundo Teorema de Castigliano para o deslocamento na se¢do C, na direcao da forca,
tem-se

a1 [° dMyap 2MiapadMiap 1 /b dM;pc
_ v d — | M d
Ve= R T EBIL), 0B Tar T Taqr aF T EBI)., 'P¢Tar
1/—i aF(a:—a)%lazc—i—Fabg—|—L bF(b—z)de
‘T El),_ GJ " EIJ,_, ‘

Integrando e simplificando, obtém-se a expressao do deslocamento na secao C':

Fab?
GJ

F
chﬁ[ag-i-bg]-l—

14.4.7 Exemplo 14.10 - Pértico plano - flexao plana

Considere o pértico plano ABCD mostrado na Figura 14.19. Determine o deslocamento horizontal
na se¢ao D, up usando o segundo Teorema de Castigliano. Dados: secao tranversal de dimensoes
20 x 20 mm?, a forca F = 1 kN e médulo de elasticidade £ =210 GPa. a =2m, b=c=1m.
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14.4.8 Exemplo 14.11 - Viga curva delgada - Arco sob flexao plana

Considere a viga circular mostrada na Figura 14.21. O arco é circular, com raio R e altura h, tais
que h/R é pequeno o suficiente para que se possa utilizar a teoria de vigas retas. A sec¢@o transversal
é retangular com largura b. Determine os deslocamentos horizontal e vertical da secdo A utilizando
o segundo Teorema de Castigliano.

Figura 14.21: Arco sob flexdo do Exemplo 11.

Solucao:

Indicamos os deslocamentos horizontal e vertical por us e va4, com as orientacoes positivas
indicadas na Figura 14.22a. A orientagao positiva de v4 deve ser a mesma da forga vertical F'. Uma
vez que nao ha forca horizontal, define-se uma forca ficticia g aplicada no ponto A, com a mesma
orientacao de u4.

R(1- cosq) F
N \ﬂ M,

Reosq /R

Figura 14.22: (a) Diagrama de corpo livre para o Exemplo 11, (b) equilibrio para um corte
arbitrario s. E consideranda apenas a linha do perimetro médio do arco.

Tendo as forgas definidas, busca-se a equagao de esforgos de momento fletor. Para isso, faz-se um
corte numa segao arbitraria s, definida pelo dngulo 6 como indicado na Figura 14.22b. O esforgo
do momento na se¢ao s é&: M,(0) = —FR sen 0 — gR(1 — cos?).

A expressao para a energia de deformagao deve ser adaptada daeq. (14.26), U = f:EL:OM 2/2F1,, dx.
Agora, a integracdo ao longo da extensao L da viga deve ser interpretada como a integragao ao longo
do arco. Entao, o elemento diferencial de comprimento é Rdf em vez de dzx, e a integracao é feita
ao longo do angulo 6. Entao, a expressao da energia de deformacao flexural de um arco circular
delgado é dada por

1 w/2 M2
= — =R do 14.
U 26 ),y T.. R (14.78)

Do segundo Teorema de Castigliano, os deslocamentos horizontal e vertical sao:
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scortes

Rey

Figura 14.24: (a) Diagramas de corpo livre para o Exemplo 12 e (b) equilibrio para o corte
arbitrario s.

Impondo as condic¢oes de contorno u4 = a4 = 0 na primeira e terceira equagoes obtém-se as reagoes
g em:

2F(m — 4) AFR(3 — )
Da segunda equacgao tem-se o deslocamento vertical
FR3(32 — 207 + 73)
_ 14.83
va AEI(r2 — 8) (14.83)

Observa-se que, conhecidas as duas reagoes no apoio A, as trés reagoes no apoio B podem ser obtidas
pelas equagoes globais de equilibrio do arco:

ZFx = 0 — Rpy=y,
ZFy = 0 — Rp,=F
M. = 0 — Ryp=—[m+(F+g)R]

14.4.10 Exemplo 14.13 - Viga com mola flexural

As vigas AB e BC, de comprimento L e Lo, sdo conectadas por uma mola linear de flexao de rigidez
k [Nm/rad]. O conjunto estd submetido a uma forca transversal em D. Determine o deslocamento na
secao D. Ambas as vigas tem idénticos valores de E e I. Utilize o segundo Teorema de Castigliano.
Fisicamente, a mola possui uma certa extensao L,,, mas se essa extensao for muito menor que
os comprimentos das vigas L; e Lg, pode-se desprezar a extensao da mola, e considerar que as
coordenadas x de B e de C sejam coincidentes. Adicionalmente, os deslocamentos nesses pontos sao
iguais. Em suma, tem-se as condigoes:

’l‘B ~ XcC [§] VB %’Uc‘ (14.84)

Por outro lado, as rotacbes ndo sao iguais. Define-se a diferenca de angulo de flexdo da mola
entre suas extremidades por Af,,. No presente exemplo essa ¢ a diferenca entre as rotacoes em C
e B, ie., Af,, = 0c — 0p. Considerando que a mola seja linear, a relagdo entre o Angulo e o esforgo
de momento M, aplicado ali é dado pela constante de mola k:
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oW 2 AF dl F
s —> (, —>
A "Ef C X RyNFA ) B c X
@ D 0 g D
‘A
Rp

Figura 14.26: Dados do Exemplo 14 e reagoes nos apoios.

Viga AB : — Mup(x) = F(L —x) — Rpy(L/2 — x),
Viga BC : — Mpc(x) = F(L —x),
Mola : — Npy = Rpy.

Nota-se que o esfor¢o normal na mola pode ser considerada como o de uma barra sob tragao. A
energia de deformagao armazenada na mola é igual ao trabalho aplicado pelo esfor¢o normal
entre suas extremidades, i.e.,

1
Un = 5 Nmbm (14.88)

onde §,, é a variacdo de comprimento da mola, que no presente exemplo é a diferenca entre os
deslocamentos de suas extremidades, em B e D, i.e., §,, = vg — vp. Por defini¢do de uma mola
linear, a relacao entre sua deflexao e a solicitagdo aplicada é dada pela sua constante de mola, i.e.,
N, = ké,. Logo, a energia de deformagao armazenada na mola é

1
Un = %Nzn (14.89)

A energia de deformacao no sistema é a soma das energias flexurais dos dois trecho de viga e da
energia de armaznada na mola: U = Uag + Ugc + Upy,:

1 L/2 L R2

1 D
= — M3%g de 4+ — M3, dx + —2.
2B J, o " AB TSR ),y B T

Do Teorema de Castigliano tem-se os deslocamentos verticais nos pontos C e D:

oU  Rp, bHFL® Rp,L?
ORp, k  48EI = 24EI°
_0U _FL* b5Rp,L*
“OF _3EI  48E]

UD

ve

A reacao Rp, ¢ obtida impondo-se a condigao que o ponto D ¢ fixo, vp = 0. Resolvendo a primeira
equacao obtém-se

5F L3k

Roy = T8 pT + 2817

Por equilibrio, essa também ¢é a forca normal na mola. O deslocamento vertical na se¢cao B pode ser
obtido pela relacao constitutiva da mola k = N,,/d,,. A variacao de comprimento da mola é dada
por 6,, = vp —vp. Como vp = 0, tem-se que d,, = vp. O esfor¢o na mola é N,,, = Rp,. Logo,
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e Problemas envolvendo reacoes quimicas.
e Problemas de geofisica,

e Problemas de astrofisica.

Modelo matematico: Equacdes diferenciais
(Formulagéo diferencial) Condic¢bes de contorno/iniciais

M étodo dos Residuos Ponderados
(PTV em mecénica dos solidos)

y

(Formulaggo integral) O FU,s,e.)+Q+..=0

MEF - Processo de discretizacéo

v
Problema algébrico KU=F, ou
(aproximaces) MU + KU =F(t), ou ...

Solucgdo agébrica (Gauss, por exemplo)

A 4

Solugéo aproximada 1
dos campos U=K F , &Xx),s(x),etc

Figura 15.1: Visao geral do processo de discretizagao pelo Método de Elementos Finitos.

O processo geral de discretizagdo numérica de um problema pelo MEF pode ser visualizado no
fluxograma da Figura 15.1. O ponto de partida é um conjunto de equagoes diferenciais e algébricas
com suas devidas condicoes de contorno que descrevem o comportamento de certo problema fisico.
Por exemplo, a equagao diferencial da curva eldstica de uma viga, com as condigoes de contorno
de extremidades simplesmente apoiadas. Essa formulacao diferencial é transformada numa formu-
lagao integral utilizando um procedimento matematico (o Método dos Residuos Ponderados) cuja
descricao foge ao escopo do presente texto. Em muitos problemas de mecéanica dos sélidos e de
estruturas essa transformacgao corresponde ao Principio dos Trabalhos Virtuais ou a alguma de suas
variantes.

Do ponto de vista do engenheiro analista, o ponto de partida consiste em tomar a geometria do
problema, como aquela ilustrada na Figura 15.2, e gerar uma malha de elementos finitos. Isso
consiste em subdividir a geometria em regices de formato simples, os elementos finitos, que sdo
determinados por nés. Os procedimentos do MEF sao aplicados aos dados da malha para converter
a forma integral numa formulacao algébrica, matricial, do problema. Por exemplo, os formatos mais
tipicos do problema algébrico resultante em mecénica dos sélidos sao:

problema estdtico — KU =F,
problema dinamico linear — MU+ CU + KU = F,
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yd N
- \
Né6s /\1\ 4
L/

Elemento e ~—{ /

Geometriaorigina elementos finitos e nos

Figura 15.2: (a) Geometria original de um corpo com um furo arbitrario; (b) geometria aproximada
por uma malha de elementos finitos ilustrativa.

M, C e K sao matrizes, geradas pelo método para representar as propriedades estruturais (rigidez,
amortecimento e massa, respectivamente) da estrutura, e F é um vetor também conhecido, determi-
nado pelo método para representar as forcas externas aplicadas. U, U e U séo vetores constituidos
pelos valores de deslocamento, velocidade e aceleracao nos nés da estrutura, que representam sua re-
sposta em presenca do carregamento. Esses vetores sao as incégnitas, obtidos pela solugao numérica
do problema matricial. Essa solugao é apenas uma aproximagao da solugao do problema integral,
nao sua solucao exata.

Uma vez que o presente texto € introdutério, buscou-se uma forma de apresentar o material
de maneira a que diversas das etapas visualizadas na Figura 15.1 pudessem ser simplificadas ou
até mesmo suprimidas. Isso foi conseguido pela escolha de dois problemas bastante simples, os
problemas de comportamento de barras sob tracdo e de vigas sob flexdo plana. A vantagem da
utilizagdo desses dois problemas para introduzir o método deve-se a simplicidade da formulagao
bésica desse tipo de problema. Isso permite que diversas etapas do método sejam expostas de forma
aberta. Sem duvida, a simplicidade excessiva do problema de barra impede que aspectos mais
avancados do método possam ser demonstrados. Entretanto, as etapas do MEF, a nomenclatura e
os aspectos mostrados aqui sao comuns a todas as formulagoes mais avangadas.

Considerando agora mais particularmente o problema do comportamento estrutural de uma
barra ou conjunto de barras, note-se que nao ha nenhum desafio na determinacao da resposta em
condigoes estdticas, eldstico-linear. A equacao diferencial, deduzida em (4.115), pode ser facilmente
integrada. Mesmo para resolver uma trelica de meia dizia de barras, pode-se utilizar um método
manual. Entretanto, quando se tem uma estrutura de centenas ou milhares de barras, a situacao é
diferente, e torna-se necessédrio dispor de um método automatizdvel e programdvel computacional-
mente. Assim, a escolha feita aqui para a apresentagdo do MEF via problemas de barras e vigas tem
duplo propésito: primeiro o de introduzir o método numa base simples, e segundo, tem o propdsito
basico de fornecer um método poderoso para resolver duas classes de problemas (estruturas de
barras e vigas) que tem sua prépria importéncia na engenharia fundamental.

15.1 Interpolacao dos deslocamentos

Seja um elemento finito de barra de comprimento L, definido pelos chamados nés do elemento,
que sao denominados nés locais 1 e 2, ou I e J. Define-se um sistema local de coordenadas do
elemento, com eixos T — ¢, de forma que a origem seja no né 1, e o eixo axial T seja no sentido né
1 a0 né 2 como indicado na Figura 15.3. A segdo transversal do elemento tem drea A e médulo de
elasticidade do material é E. O elemento ¢ submetido a esforgos nodais axiais P; e P, aplicados
em seus nés 1 e 2. Nesse ponto, a necessidade de equilibrio entre os esforcos é deixada para uma
etapa posterior.
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Note-se que na forma usual de formulacao do MEF, os esforcos nodais tem sinais positivos
sempre que estiverem no sentido positivo do eixo Z, como indicado na figura.

sistemalocal de coordenadas
el

y A a()—()
— — EA — —
Py ) P, Uy
Y < 1 >
1 x s 2™ X
> noé loca
L .| doelemento

Figura 15.3: Propriedades e graus de liberdade de um elemento finito de barra.

Considere que a solucao de deslocamento axial numa secao arbitraria T no elemento seja uma
fungao u(z). Consideremos que essa solugao é desconhecida, Considere por exemplo que a solugao
exata do deslocamento axial no elemento finito de barra seja uma fungao @(z), com o formato
ilustrado na curva continua da Figura 15.4. Observe que fizemos questdao de apresentar uma curva
de formato arbitrario, de forma que nao existe nenhuma fun¢ao analitica que possa representa-la (nao
é um seno, ou logaritmo, ou 1/z, etc.). Assim, a tnica forma que existe para informar perfeitamente
as caracteristicas dessa curva ¢é listar uma tabela de infinitos pares ordenados (z,u(z)), em todo o
campo dos nimeros reais entre 0 e L. E dito que essa curva pertence a um conjunto de funcées
de dimensao infinita. Por outro lado, podemos considerar aproximacoes simplificadas para essa
curva. Por exemplo, podemos buscar a melhor aproximacao por um polinémio linear ou quadratico,
cubico, etc. Agora, se buscamos uma aproximagcao linear para a solucao, essa aproximacao pode ser
perfeitamente descrita por apenas dois pardmetros, enquanto uma aproximacgao quadrética necessita
de apenas trés informacgoes. Entao essas funcbes s@o de dimensdo 2 e 3, respectivamente, em
lugar de dimensao infinita como a solugao exata. Tem-se entdo a base do processo conhecido por
discretizagao do problema. O que o MEF faz, inicialmente, é considerar a solucao aproximada,
discretizada, de tal forma que a incégnita do problema deixa de ser uma fungao (u(x)), e passa a
ser uma série de parametros escalares, os coeficientes de polindmios da aproximagao. A segunda
caracteristica do MEF é que a discretizagao ¢é feita de forma quase independente dentro de cada
elemento, e ndo na estrutura completa.

u(x) N
Aproximagdo u(x)
quadrética;
~ —_ -7
/ -—
=7 \Aproxima;éo :
linear |
[
|
0 |
0 L X

Figura 15.4: Ilustragao de fungao arbitréria u(z) e duas fungdes aproximadas (linear e quadrética).

Comecemos com o detalhamento, considerando que o campo de deslocamento axial exato u(z)
num dado elemento possa ser aproximado por uma funcao linear uy(Z), isto é
u(Z) >~ up(T) = a1 + asT. (15.1)

O subscrito A é normalmente usado na literatura para indicar a aproximagao obtida pelo MEF.
Entretanto, ao longo do texto suprimiremos esse subscrito para manter a notacao limpa, uma vez
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exatamente a deformagdo média de uma barra de secao uniforme submetida a cargas axiais nas
extremidades.
Consideremos novamente a equagao de equilibrio (15.30), usando (15.32)

P = —N,(x)
_ _paom) (15.34)
L
Consideremos também o equilibrio global do elemento, (15.31), usando (15.34):
Py = —P;
_ pa®=m) (15.35)

L

As duas equagoes (15.34) e (15.35) podem ser reunidas e reorganizadas em forma matricial como:

(2)-202 7))

que é exatamente a mesma expressao mostrada em (15.29), obtida pelo método da energia.

B Numeracéo
Numeragéo local dos globa de nés
nos do elemento e da estrutura
5 6 \ U >8 2
—»2
e
Q

1
o% | 1A% N

il‘\nolocall
i1 L4\ 3 2 4

do elemento €
0 X \ Sistemalocal
Sistema Corteem do elemento e Corteem
global torno do n6 4 torno do n6 4

Figura 15.7: Trelica plana ilustrativa, com indicacao de sistema global de coordenadas xyz e o
sistema local de um elemento arbitrario e.

15.2 Matriz de rigidez de um elemento rotacionado no plano zy

A matriz de rigidez para uma barra orientada ao longo da dire¢do do eixo local Z, obtida na segao
anterior, é um caso particular. Numa estrutura arbitraria, como por exemplo as de uma trelica plana
ou espacial, as barras sao orientadas em diversas dire¢oes no espago cartesiano. Isso é ilustrado na
Figura 15.7, em que o sistema global zyz refere-se a estrutura como um todo, e cada elemento
possui seu préprio sistema local, (Z, 9, z). Torna-se necessirio obter uma equac¢ao matricial para
o equilfbrio do elemento numa orientagao arbitraria. Na presente secao apresenta-se o modelo para
a matriz de rigidez de um elemento finito de barras com uma orientagao arbitraria no plano xy.
Para isso, considere-se um sistema global de coordenadas (z,y, z) e um sistema local de
coordenadas, (7,7, z). Considere-se que ambos os sistemas tenham eixos z coincidentes, isto é, os
eixos Z sao todos paralelos ao eixo global z. Entao, o sistema local orienta-se em relagao ao global
por uma rotagao dos eixos (z,y) em torno do eixo z, através de um angulo § medido a partir do
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Figura 15.9: Componentes de forcas e deslocamentos nodais nos dois sistemas de coordenadas.

As equagoes (15.38) e (15.39) podem ser representadas simbolicamente por:
@=Tu e P=TP, (15.40)

onde T ¢é a matriz de transformacao para a rotacao entre os sistemas de coordenadas.

O sistema de equagoes de equilibrio para o elemento de barra mostrado em (15.29) ou (15.36) ¢é

reescrito como: A
Pz . 1 -1 U1

Esse sistema de equagoes pode ser adaptado para a barra no sistema de coordenadas local (z,7) de
orientacao arbitraria, como segue:

Piz 1 0 -1 0 U1
Py=0 | EA| 0 0 0 0 o
Pyz L -1 0 1 0 U2 ’ (15.42)
ng =0 0 0 0 0 V2
ou
P = Ku. (15.43)

Essa é a equacao de equilibrio do elemento, nas direcoes locais. Ela pode ser transformada para as
diregoes globais usando as relagoes (15.40):

P = Kau,
TP = KTu (15.44)

Observa-se que a matriz T é ortogonal, i.e., T'T = TTT=1. Logo, sua inversa é igual a sua
transposta, i.e., T~! = TT. Entdo, pré-multiplicando (15.44) por TT obtém-se

P = (T"KT)u, (15.45)

ou
P =K°u, com K®=T7KT. (15.46)

Uma vez que as matrizes K e T sdo bastante esparsas, é possivel obter uma forma explicita para a
rigidez do elemento e:
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Figura 15.11: Forcas e deslocamentos nodais na estrutura.

Etapa 1.1 - Dados de coordenadas nodais

N¢6 T Y
1 0 0
2 L 0
3 L/2 3L)2

Observagao 1 - Note que, como o MEF é um método numérico, sao tratados apenas dados
numéricos, isto €, em vez de L, deve-se especificar, por exemplo, 200. Aqui deixamos os dados em
forma literal apenas para facilitar a visualizacdo das operagoes realizadas.

Observagao 2 - Num programa de EF nao se informa as dimensoes do corpo (comprimentos,
larguras, etc.), apenas os valores das coordenadas nodais sao informados. Essas informagoes, junto
aos dados de conectividade dos elementos, vistos a seguir, sao suficientes para que o programa tenha
a representacao de qualquer formato de geometria, e determine qualquer dimensao que se
torne necessaria.

Etapa 1.2 - Dados de conectividade dos elementos Os dados de conectividade indicam os
nos globais Ny e Nj que definem cada um dos elementos. No exemplo tem-se

Elemento N61 N6 J

1 1 2
2 2 3
3 1 3

Observagao 3 - Em cada elemento, a escolha de qual né serd o né I e qual o né J é arbitréria,
isto ¢, o elemento 2 poderia ser definido com nés (I,J) = (2,3) ou por (3,2). Entretanto, embora a
escolha seja arbitraria, a ordem dos valores calculados durante a solucao serd distinta, tanto quanto
diversos detalhes como orientacoes de forcas e deslocamentos no elemento.

Etapa 1.3 - Propriedades geométricas e de material FKssas propriedades sao indicadas para
cada elemento. Como o elemento finito sendo tratado é o de barra, as tinicas propriedades necessédrias
sao o mdédulo de elasticidade e a drea da segao transversal da barra:
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e Elemento 1. Obtém-se L1 = L e 1 = 0. Entao a eq. (15.47) torna-se

Pl 4 0 —4 0 uy
P, | _EA| 0 0 0 O o
Pl (4L | =4 0 4 0 Us (15.50)
Py, 0 0 0 0 2

O sobrescrito 1 indica que os esforgos sao do elemento 1. (Obs.: o valor 4 foi incluido na
matriz e no denominador por conveniéncia das préximas etapas, uma vez que, por motivos
didaticos, estamos resolvendo o problema “a mao”, de forma analitica.)

e Elemento 2. O comprimento e a orientagao do eixo local Z deste elemento em relagdo ao

sistema de coordenadas global sdao obtidos pela eq.

05 = 120°.? Entéo, o sistema de equilibrio do elemento 2 fica:

-1

V3

(15.49), o que resulta em Ly = L e

P22a: 1 —V3 (25
P3, EA| -3 3 V3 -3 vy

- = 15.51
Pz, 4L -1 V3 1 V3 u3 (15.51)
P??y \/g -3 _\/3 3 U3

e Elemento 3. Para este elemento, Ls = L e 3 = 60°, o que resulta na equacao de equilibrio

P}, 1 V3 -1 =3 uy
Py L_EAL V33 —V3 3 v (15.52)
P, 4L -1 V3 1 V3 u3 ‘
P3, -3 -3 V3 3 v3
Fay
NG 3 ~ Fax
<T_ VN
P
3y 2
e op 21\ P
3x 3y
3(J) 39)
& & ,
P
3 2y
Py 1‘
1(1) 20) S —>
F)1x3 ( ) P2><2
3
P1X3<__ ‘l' Py Plyl szl Fay
NG l’\ Plxl ! 1\ F2><
Fo €— 75 —> \g—P
\l, P 10) 2(J)/‘F>2Xl /‘
Fay Py N6 local N6 2 (global)

Figura 15.12: Equilibrio nodal: esforgos nodais nos elementos e forcas nodais globais.

?Observe que a ordem dos nés globais na conectividade do elemento é essencial. Com a conectividade tendo sido
definida como (I, J) = (2,3), se obteve o angulo do sistema local do elemento igual a #2 = 120°, como mostrado na
Figura 15.11. Entretanto, se a conectividade do elemento tivesse sido gerada como (I, J) = (3,2), o angulo a ser usado
seria 02 = —60°, e a origem do sistema local estaria no né 3, com o eixo x apontando para o né global 2.





