Capitulo 1

A mecanica dos sélidos na engenharia

1.1 Processo geral de andlise mecanica de corpos sélidos

Observe a representacao de um corpo de geometria genérica, como mostrado na Figura 1.1. Aqui,
como em todo o curso, estamos considerando que o material do corpo encontra-se em estado sélido,
i.e., nao estamos considerando uma porcao de liquido ou gds. Mais que isso, consideramos que este
sélido seja de um tipo razoavelmente “rigido”, i.e., quando submetido a um conjunto de forcas, ele se
deforma de maneira limitada, ndo excessiva, de maneira tal que sua forma e dimensoes deformadas
sao semelhantes aquelas da configuracao original. Isso restringe a aplicabilidade das teorias vistas
aqui a materiais usuais em engenharia, tais como:

> Acgo, aluminio e metais em geral,

> Plasticos e madeiras,

> Concreto, materiais cerdmicos em geral,

> Fibras de vidro, de kevlar, de carbono etc.
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Figura 1.1: Corpo sélido deformédvel de geometria genérica, sob a agdo de um conjunto de forgas.

Obviamente, o grau de deformagcao dependera do nivel do carregamento aplicado e da geometria
e dimensoes do corpo. Por exemplo, chumbo, cobre, e mesmo ago, podem se deformar como se
fossem liquidos, desde que se aplique um carregamento suficientemente grande, ou por longo tempo,
ou sejam submetidos a carregamento sob alta temperatura. Situacoes desse tipo sao exploradas
em processos de fabricacao de pecas e componentes de médquinas, conhecidos genericamente como
“processos de conformacgao”, dentre os quais 0s mais comuns sao a extrusao, o forjamento, a
laminacao, entre outros. Estudos desses processos de deformacado constituem drea avancada em
cursos de Engenharia Mecénica e nao serao considerados no presente texto.

Afirmativa 1: Pequenas deformacoes. Exceto onde claramente indicado, o presente curso considera
apenas as situagoes em que a rigidez do material, a rigidez do corpo, os apoios e as cargas aplicadas
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DADOS: - Geometria (forma e dimensdo), tipos de apoios.
- Carregamento aplicado.
- Material (propriedades).
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Figura 1.2: Fluxograma geral simplificado do processo de anélise de comportamento mecanico de
um componente em situagoes isostaticas.

que cada material tem um certo valor de “tensao mdaxima admissivel”, que ele pode suportar
sem sofrer alguma falha.

O fluxograma mostrado na Figura 1.2 ilustra um esquema aproximativo de andlise mecénica de
um componente mecanico. O objetivo do curso é o de detalhar este procedimento até um certo ponto.
Conforme os fenomenos fisicos atuantes no componente se tornam mais complexos, o procedimento
geral pode assumir variagoes, mas a estrutura bdsica de andlise permanece semelhante.

De fato, duas grandes linhas de operacao sao realizadas em mecénica estrutural, geralmente
denominadas ANALISE e PROJETO, como diagramados na Figura 1.3. Cada operacao se refere
a uma situacao prépria. Tomemos primeiramente a andlise de seguranca. Considere que se tenha
ja um projeto montado, com todas as formas e dimensoes dadas, material escolhido e propriedades
conhecidas (ndo precisamos saber como foram obtidas, sabemos apenas que eles sao dados). Um caso
bastante comum que cai nessa situagao é quando a pega ou estrutura ja existe, ja foi construida (por
exemplo, uma torre de transmissao de energia elétrica, uma ponte, um viaduto, um bloco de
motor, um chassi de caminhao). Esse componente ou sistema, supostamente, foi construido para
funcionar bem sob uma certa situagdo, um certo conjunto de cargas, com certos valores. A questao
que frequentemente se apresenta é a seguinte: essa estrutura é segura sob este novo conjunto
de carregamentos? Qual seria o nivel de seguranca? Qual seria o comportamento?



4 Capitulo 1. A mecanica dos sélidos na engenharia

Quais as tensoes, e os deslocamentos? FEssa é a questao fundamental no processo de andlise
de um componente ou sistema mecanico.

( Tipo de Operacéo )

Analise de Projeto
Seguranca
A
Projeto
conceitual
A

Dimensionamento
e detalhamento

Figura 1.3: Tipos de operacao em mecénica dos sélidos.

A segunda operacao bdsica, o projeto, atende a situacdo reversa. A pergunta é: qual a forma,
as dimensoes e o material necessdrios tal que um certo carregamento seja suportado
com segurancga? De fato, a operacao de projeto pode assumir formas bastante diversas dependendo
da situag@ao. Em algumas situagoes a forma do componente é basicamente conhecida. Por exemplo,
um poste de cimento para transmissao de energia elétrica tem uma forma bdsica mandatéria e dbvia:
tem que ser um objeto longo e com segao transversal pequena. Seu uso jé obriga o uso dessa forma.
Nao poderia ter a forma de uma esfera, ou de um disco por exemplo. Entao, o processo de projeto
envolve “apenas” as seguintes decisoes:

1. definir a forma de sua secao transversal, que poderia ser por exemplo circular, em I ou em
L, e

2. se serd uma se¢ao vazada ou macica, e ainda

3. se a se¢do serd uniforme ou nao, i.e., se a forma sera cilindrica ou conica.

Apdés isso, resta a operagao de efetivamente calcular as dimensoes necessarias da secao transver-
sal para que ele suporte as cargas com seguranca. Esse é o chamado processo de dimensiona-
mento. Esse é o grande desafio, uma vez que aqui o engenheiro terd, por vezes, que langar mao de
todo o cabedal de técnicas e conhecimentos de matemdtica, de engenharia estrutural e de mecéanica
dos sélidos para simular o comportamento do componente.

Uma segunda situagdo em projeto ocorre quando o engenheiro se depara apenas com uma certa
necessidade a ser atendida e um conjunto de restrigoes, e deve primeiramente “bolar” uma
configuragao geral para a estrutura antes de proceder ao dimensionamento de suas partes. Por
exemplo considere, o projeto estrutural de um caminhao.

Figura 1.4: Foto da estrutura tipica de um caminhao, e a direita, um esboco do chassi.
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Figura 1.5: Tipos de vigas de grande porte: as vigas compostas (a esquerda), e as “vigas-caixao”
(a direita). (Detalhe da Ponte Herciclio Luz em Florianépolis. Fotos pelo autor.)

Embora todas as pecas e componentes estruturais que se possa construir sejam, obviamente,
corpos tridimensionais e frequentemente de formato complexo, os processos de célculo buscam de-
compor a estrutura em partes geometricamente mais simples e, caso possivel, busca-se adotar uma
forma idealizada que permita uma estimativa aproximada do comportamento da peca real a partir
de célculos simples associados a um modelo também simples da peca real.

Assim surge o conceito de componente estrutural béasico, alguns deles ilustrados nas Figuras
1.6 e 1.7. Na primeira figura temos idealizagcao geométricas de estruturas tipicas em engenharia.
Assim, corpos longos e retos, onde uma das dimensées (comprimento) é muito maior que as demais
dimensoes (secao transversal) ¢ modelado por uma formulagao que o considera um segmento de linha
reta. Em geral a denominagao do modelo dependerd também do tipo de carregamento aplicado.

e Barra - Na chamada barra, o carregamento é coaxial, tanto quanto as deformagoes,

e Viga - se caracteriza por sofrer flexao, i.e., apresenta deslocamentos transversais & sua linha
axial. Isto é ilustrado nas Figuras 1.7a e 1.7b.

e Barra sob torgao - O mesmo componente em forma de viga, pode ainda ser “torcido”, como
na Figura 1.7c, de forma a desenvolver campos de deformacao proprios.

e Arco - na Figuras 1.6 se nota o arco, que pode ser imaginado geometricamente como uma
“viga curva”’. Geralmente o arco encontra-se sob acao de carregamento transversal, o que
resulta em deslocamentos transversais (comportamento de flexao) ou coplanares (comporta-
mento de membrana), como ilustrado nas Figuras 1.7h e (i).

Note que diversos desses comportamentos serao objeto de estudo detalhado ao longo dos diversos
capitulos do presente livro, enquanto outros, como placas e cascas de geometria arbitrdria, sao
assunto de cursos avancados.

e Placa - A placa ¢ um componente plano, com espessura h muito menor que os lados (tipi-
camente L/h > 50 ), onde o contorno da superficie pode ter qualquer formato (ndo ape-
nas retangular como na figura). O carregamento pode gerar deformagao apenas coplanares
(chamadas de membrana), ou causar flexao. Tipicamente denomina-se placa o componente
plano delgado que sofre flexdo. A Figura 1.8 ilustra uma aplicacao tipica de placa, em que
o piso de uma ponte rodoviaria é constituido por grelhas retangulares simplesmente apoiadas
nas bordas por vigas longitudinais e transversais.
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Figura 1.6: Tipos de idealizagao geométrica de estruturas tipicas.
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e Casca - Finalmente, as cascas, podem ser vistas, geometricamente, como “placas curvas”,
ou reversamente, pode-se pensar numa casca como uma superficie geométrica que se desen-
volve num espaco tridimensional, de forma que em cada ponto dessa superficie existe um
certo valor de espessura. As formas possiveis que uma casca pode assumir sao obviamente
infinitas, porém as formas construtivas mais utilizadas em engenharia sao cilindros, esferas,
cones, elipsoides, toroides, e paraboloides, por exemplo. Frequentemente siao usadas
partes das formas acima, i.e., setores de cilindro, hemi-esferas, calotas esféricas, tronco-cones,
hemi-elipsoides etc. Também sao usadas montagens de duas ou mais formas. Por exemplo,
um tanque de armazenamento de liquido é feito por um segmento cilindrico e uma base
(o fundo) constituido por uma placa plana. Um vaso de pressao (reservatério de gases
pressurizados), pode ser construido por um segmento cilindrico com tampas constituidas por
calotas esféricas (ndo muito usado) ou por calotas elipticas.

Figura 1.8: Placa constituida por uma grelha ortotrépica aberta usada no pavimento da Ponte
Herciclio Luz em Florianépolis. A regido retangular demarcada indica uma placa individual, que é
mostrada no detalhe a direita.

2

Outra observacao geral importante é quanto aos materias possiveis de serem utilizados nos
componentes. Apesar dos exemplos mostrados serem de aco, desde as tiltimas décadas uma variedade
bastante ampla de materiais tem sido utilizados, além dos metais (aluminio, titanio, cobre...), os
polimeros (PVC, polipropileno, nylon,...), a tradicional madeira, e a grande classe dos materiais
compostos modernos, principalmente os constituidos por polimeros (ep6xi, poliester,...) refor¢ados
por fibras de alto desempenho (vidro, carbono, kevlar, boro,...).



Capitulo 2

Esforcos internos

Neste capitulo apresentamos uma revisao rapida dos procedimentos de determinagao de reagoes
de apoios em estruturas isostdticas, e determinacao de esforcos em vigas e barras, isto e, esforcos
cortante, normal, de momento fletor e de momento torcor. Nos demais capitulos, supoe-se que o
leitor tenha tido um curso de estatica dos corpos rigidos onde este assunto tenha sido visto em
detalhes. Entretanto, caso seja detectada uma deficiéncia nesse contetido, torna-se recomendével
sua revisao no presente capitulo antes de entrar no conteido de mecéanica dos sélidos. Sem divida
que a inclusado desse capitulo fica a critério do leitor ou do professor da disciplina.

2.1 Equilibrio de um corpo e reacoes de apoio

Ao longo de todo esse curso consideraremos apenas corpos solidos em equilibrio estdtico, corpos
que estdao iméveis e em equilibrio. A condicido de equilibrio é no sentido da segunda lei de
newton que, quando aplicada a um corpo genérico como o da Figura 2.1 indica que ele estard em
equilibrio se as forcas externas aplicadas sobre ele forem tais que as forcas e momentos resultantes
sejam nulas:

N M
Z F, =0, e Z MP = o, onde MD =r, x F,,. (2.1)
n=1 m=1

Os momentos MWP1 podem ser calculados em relagao a qualquer ponto P. Basta que r,, seja o vetor
que une P até o ponto de aplicagao da forca.

Figura 2.1: Corpo sélido de forma genérica, sob a agao de um conjunto de forgas.

Em coordenadas cartesianas temos que cada vetor é escrito como

F, = F i+ Fnyj + Fnk € M,, = Mp i+ Mnyj + M, k.

Os indices z, y e z indicam os eixos cartesianos e i, j e k sdo os vetores
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unitdrios ao longo dos eixos x, y e z. Como todos os vetores sao definidos pela mesma base de
vetores unitdrios, pode-se representar cada vetor apenas pelas suas componentes:

F, = {anQFny;Fnz} € M, = {an§Mny§an}- (2-2)

As duas equagoes vetoriais de equilibrio (2.1) correspondem a 6 equagoes algébricas em termos
dos componentes cartesianas, i.e.,

N
S P =0, 5" M =0,
m=0
n=
Equilibrio de forcas Z Fy, =0, e  equilibrio de momentos Z Mym =0, (2.3)
o

n=0 —
TLE:OFML:Oa mZ:OMzm:O

Reacoes nos apoios

Componentes estruturais encontram-se sempre vinculados a outros componentes ou a uma base
fixa'. Nessa situacdo temos um problema como na Figura 2.2. Ali observa-se que apenas parte das
forcas que atuam no corpo sao a priori conhecidas. Mas existem outras forcas que sao reagoes nos
apoios as forgas conhecidas, necessdrias para garantir o equilibrio do corpo. Se incluirmos todas as
forgas aplicadas, conhecidas e reativas, a condigao de equilibrio (2.3) toma a forma:

S Fen o+ 2B =0, Y Mas + 3Ry, =
s k
EFyn + ZR?JJ e gMys + %Rvﬁzy =0, (2.4)
sz + ZRZJ =0, S M.+ Y RE. =0
s k
Fy
Fa Forcas

-—F, conhecidas

4~ Apoios

R1/ \le Rmz/ \R Reagoes

2 NOS apoios

Figura 2.2: Forcas conhecidas e reacgoes de apoios num corpo vinculado.

Um problema de equilibrio ¢é dito isostédtico se o nimero de componentes de reagoes incégnitas
nao-nulas é igual ao nimero de equagoes de equilibrio nao triviais disponiveis no problema. (Uma
equagao é dita trivial se ¢ do tipo 04+ 0+ --- 4+ 0 = 0). Por exemplo, pode acontecer de nao haver
nenhuma forca aplicada numa dada diregao, por exemplo, direcdo x. Nesse caso a primeira das
equagoes (2.4) é trivial. Assim restam apenas 5 equagdes nao triviais, que permitem determinar 5
reacoes incognitas.

Caso o corpo seja vinculado de tal forma que o nimero de componentes de reagoes in-
cégnitas 7 seja maior que o nimero de equacoes de equilibrio nao triviais, o problema ¢é dito
hiperestdtico (também chamado estaticamente determinado). O nimero de graus de hiper-
estaticidade h ¢

! Existem muitas excecbes notdveis, como os casos de corpos flutuando no espaco ou na dgua ou em queda livre.
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h=r—e,
ie.,
Ntimero de nimero de nimero de
graus de = reacoes — equagoes de equilibrio (2.5)
hiperestaticidade incégnitas nao triviais

Ao longo deste capitulo nos concentramos em problemas isostédticos. Problemas hiperestédticos
exigem que as equagoes de equilibrio sejam suplementadas por outras equacoes, associadas aos
deslocamentos, que serao vistos nos demais capitulos.

2.1.1 Tipos de apoios em vigas

Uma vez que este é um texto introdutério, quase todo ele se concentrard em barras e vigas, enquanto
a andlise dos demais tipos de componentes, como placas e cascas, sao deixadas para cursos avancados.

A Figura 2.3 mostra uma estrutura tipica de viaduto de concreto armado, constituido por vigas
longitudinais simplesemnte apoiadas sobre vigas transversais, que sao engastadas nas colunas.
Nota-se que o apoio simples entre as vigas longitudinais e a viga transversal é constituido por
roletes, que permitem a rotulagao local da viga longitudinal devido a sua flexao, e também permite
o deslocamento axial da viga longitudinal proveniente de dilatacOes térmicas. A coluna é considerada
engastada nas fundacgoes, e deve resistir aos esforgos colineares devido a carga vertical aplicada,
e também deve resistir aos momentos fletores devidos as vibracoes na estrutura. Outra forma de
engaste é o tipo soldado em partes metédlicas, como a junta da coluna & base mostrada na foto da
Figura 2.4.

Figura 2.3: Foto de estrutura tipica de viaduto de concreto armado, constituido por vigas longi-
tudinais simplesemnte apoiadas sobre vigas transversais, que sao engastadas em colunas.

A Figura 2.5 ilustra um eixo de redutor velocidade, mostrando um rolamento radial na extremi-
dade direita, e diversas engrenagens helicoidais. O redutor de velocidades é um conjunto de diversos
dessas drvores, em que cada par possui um acoplamento através de um par de engrenagens. Pelo
acoplamento sdo transmitidas forcas entre o par de dentes em contato, e essas forcas atuam em
ambos os eixos, gerando neles efeitos de torcao e de flexao e deformagao axial.

A Figura 2.6 mostra um eixo escalonado tipico em redutores de velocidade (nao correspondente
a arvore da Figura 2.5, mas apenas ilustrativo). Em cada escalonamento, um elemento é montado,
quer seja uma polia, uma engrenagem ou um rolamento.
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Figura 2.4: Detalhe de junta soldada de uma coluna em forma de chapa estreita, em uma base
horizontal.

Figura 2.5: Foto de eixo de redutor de velocidade, mostrando rolamento (na extremidade direita),
e diversas engrenagens helicoidais.

Representacgoes simbdélicas dos apoios

Nas atividades de cdlculo em engenharia, é mais pratico usar representacoes estilizadas dos compo-
nentes estruturais e dos seus apoios e carregamentos. Esses sao os chamados modelos de engenharia,
i.e., as representagoes aproximadas dos componentes reais. A Figura 2.7 ilustra as representacoes
de algumas das formas construtivas mais comuns de vinculagao (apoios) em barras e vigas, tanto
em componentes de construgao civil quanto em maquinas.

e Apoio simples, que é representado simbolicamente na Figura 2.7a. Esse tipo de apoio
permite o deslocamento relativo da secdo A da viga em relagdo & base, ao longo da diregao
axial z. Entao, qualquer forca resultante na viga na direcdo x nao podera ser sustentada por
esse apoio. A consequéncia é que a reacdo axial oferecida pelo apoio é nula, i.e., R, = 0. Uma
segunda caracteristica do apoio simples é que ele é rotulado no plano, de forma que permite
a rotagao da secdo A da viga em torno do apoio. A consequéncia é que o apoio nao oferece
reacao de momento na diregao z, i.e., R, = 0. Assim, a unica reacao que o apoio é capaz de

Figura 2.6: Foto de um eixo escalonado tipico em redutores de velocidade.
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oferecer as forcas aplicadas na viga é R,,.

— Observe o simbolo que utilizaremos para o apoio simples: o tridngulo, para representar
a rétula, e o carro de rodizio para representar a possibilidade de deslizamento axial.

A R A
-
1Rl TR,V

(a) Apoio simples (b) Apoio rotulado (c) Extremidade
livre
S — 4
—
X
R, ( A A
— ng
an 1Ry \Rn
(d) Engaste (e) Apoio dedlizante

Figura 2.7: Tipos mais comuns de apoios numa viga, e sua representagao esquematica.

e Apoio rotulado, ilustrado na Figura 2.7d. O ponto A da viga é permitido rotacionar em

torno do eixo z, porém qualquer movimento de translagao no plano zy é impedido. Logo, o
apoio nao oferece reacao de momento na diregao z, i.e., R, = 0. Uma vez que o apoio impede
movimentos de translacao, ele oferece reacao de forca, com componentes incégnitas R, e R,.

— Observe o simbolo que utilizaremos para o apoio simples: o tridngulo, para representar
a rétula, que é fixado diretamente na base, para dar a ideia que ele nao pode se mover
em translacao ao longo de =x.

O engaste ¢ ilustrado na Figura 2.7b. Ele ocorre, por exemplo, em uma jungao soldada a uma
base fixa, em caso de pecas de aco, ou uma barra de concreto armado fixado em uma fundacao
considerada, até certo ponto, como um elemento fixo, absolutamente indeformavel. A jungao
engaste impede completamente qualquer movimento relativo entre a secdo A da viga e a base,
tanto movimentos translacionais quanto rotacionais. Caso as forcas aplicadas & estrutura
possuam resultante nao nulas de forca e de momento, o engaste impede o movimento relativo
aplicando forcas e momentos que equilibrem toda o parte da forca resultante da estrutura.
Decompondo as reagbes em componentes cartesianas, o engaste pode oferecer até 6 reacoes
nao nulas: as trés componentes de reagao de forca, R,, Ry, R., e as trés componentes de
reacao de momento, Ry, Ry € Ry

— Note-se que, embora o apoio possa oferecer essas 6 componentes de reacao, nao neces-
sariamente todas elas serao nao nulas em todos os problemas. Por exemplo, se nenhuma
forca for aplicada na estrutura na direcao x, claramente o apoio nao serd solicitado nessa
direcao, e se terd R, = 0.
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Figura 2.10: Forgas num corpo e numa parte deste.

visualizadas como molas. Dessa forma, a forca aplicada na primeira camada é, de fato, transmitida
para a segunda. A segunda camada por sua vez tende a deslocar-se ao encontro da terceira, o que
implica numa transmissao da forca para a terceira camada, e assim sucessivamente. Entao a forca
se transmite através do corpo como uma onda. De fato, o processo é realmente por transmissao de
onda mecanica, e se faz a velocidade do som.

7»
?
7 :

Figura 2.11: Estrutura atomica simples, submetida a forcas f em sua primeira camada.

A onda comeca no momento em que se inicia a aplicagdo de F' no ponto C'. Quando ela atravessa
todo o corpo, cada porcao deste passa a suportar uma parcela de forca. Para ver isso, consideremos
o caso da Figura 2.10a, onde fazemos um corte S numa posicao qualquer. Para simplificar a
interpretacao, consideremos que esse corte seja paralelo ao plano yz. Se examinarmos apenas um
dos lados do corpo, o lado esquerdo, por exemplo, como na Figura 2.10b, e indicarmos apenas as
forgas externas (F' e R4), como colocado ali, é facil visualizarmos que aquela porgao do corpo nao
estd em equilibrio. Mas isso seria incoerente. Para um corpo sélido, sabemos que se ele esta
em equilibrio, cada porgao dele também estarda em equilibrio.

Para entender esta afirmacao basta lembrar que, quando se diz que o corpo estd em equilibrio
entende-se que sua aceleragao é nula. Ora, se o corpo é sélido, sem nenhuma parte moével dentro
dele, entao cada parte dele também estard sob aceleragao nula. Claramente a excecao disso sao
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Figura 2.12: Caso ilustrativo 1, de um bloco de material flexfvel comprimido axialmente.

Essas tensoes sao representadas nas Figuras 2.13d e (e). Note que, em lugar de usar 2 x 2
subsecoes, poderfamos ter tomado uma quantidade infinitamente maior delas, n X n, de tal forma
que cada sub-regiao se aproximaria de um ponto. Tanto a parcela de forca quanto a de drea se
tornaria cada vez mais diminutos, mas a relagao entre elas, 7, se manteria a mesma e, por outro
lado, 7 passaria a ser um valor associado a um ponto do corpo. Também, se cada forga fosse igual
a —P/n, sempre a forga total na segao seria N = —P, nao importando quao grande fosse n.

Caso ilustrativo 2

Um segundo exemplo é aquele ilustrado na Figura 2.14a, que consiste em uma barra com duas segoes
distintas, engastada em uma extremidade e tracionada pela outra. Note que, independentemente da
drea da segao transversal, o esforco normal, em qualquer se¢ao, € o mesmo, sempre igual a N = P.

Para melhor fazer a ilustracao, subdividimos a sec@o transversal em trés sub-regioes. Podemos
usar alguma intuicdo para estimar qual parcela do esforco total, N = P, é suportada por cada
subdrea na secdo a — a proxima ao topo. Na Figura 2.14b fazemos uma indicagdo qualitativa.
Pode-se facilmente imaginar que as duas porcoes de material situada, mais a esquerda e a direita
da haste, praticamente nao sofrem o efeito da forca. A forca P seria suportada principalmente pela
subdrea central. Assim, para os trés blocos, as forcas e tensoes seriam aproximadamente

F=0 — 70,
F~P — 71=3P/A,
F~0 — 7=0.



20 Capitulo 2. Esforgos internos

|P
F i
[ ___r/
|
|
F/4 —
Fl4
V=F
e Fl4| /<4— /<— £/4
R P/4 o P/4P/4
(€Y (b) (©)
t =P/ t = F/A/a = /A
t=-pa =FIA/ ==/ =F/IA
t :—P—/4 :—E t =-P/IA
N4 A
(d) (e

Figura 2.13: Ilustracao sobre tensoes normal e cisalhante médias.

A Figura 2.14c, no topo, ilustra a distribuigao dessas tensoes, tanto na forma de degraus, quanto
numa forma continua, suavizada, que qualitativamente melhor se aproxima da solucao real do
problema. Para entendermos o que ocorre nas segoes mais distantes da extremidade, por exemplo
a se¢do b — b, devemos considerar um fendmeno conhecido em mecanica dos sélidos. O que ocorre é
que, conforme nos afastamos do topo, as forgas, e por extensao as tensoes, gradualmente
se tornam mais uniformemente distribuidas ao longo da segdo.? Assim, na secio b — b,
parte da carga, P/4 por exemplo, estaria sendo sustentada pelos blocos laterais, e a porgao central
da segao ainda suportaria a maior parte, P/2. Note, na figura (c), que a distribui¢do de tensoes
torna-se mais achatada, mais uniforme.

Segundo essa ideia, na extremidade oposta a haste, a secdo ¢ — ¢, as tensOes se distribuem de
forma praticamente uniforme ao longo da secao.

2.3.1 Um tratamento mais rigoroso

Consideremos a Figura 2.15. Em (a) temos o diagrama de corpo livre da peca completa e um
sistema de eixos cartesianos zyz. Consideramos um ponto genérico P de coordenadas definidas
pelo vetor x, de componentes {z;y;z}. Em seguida definimos um plano S passando pelo ponto
P, orientado numa direcao perpendicular a um dos eixos cartesianos, por exemplo, o eixo x, como
ilustrado. A Figura 2.15b mostra um diagrama de corpo livre de um dos lados do corpo em relagao
a superficie S. Nessa parte do corpo temos as forgas externas (exemplificadas ali por F; e Fg), que
sao equilibradas pela forgca e momento internos, F e M, aplicados no centroide da secao.

Vimos como obter os esforcos a partir das forcas externas, simplesmente aplicando as equagoes
de equilibrio. Observe que os esforcos F e M sdo meramente forcas ficticias, i.e., sdo as resultantes
das verdadeiras forgas que atuam na segao de forma distribuida. Consideremos agora o problema
de determinar a distribuicao das forgas internas ao longo da secao S.

Considere um elemento AA de drea pertencente a superficie S, localizado no ponto P como

2 - o . .
Posteriormente voltaremos a esse assunto que, de fato, corresponde a um principio da mecanica, denominado
“Principio de St.-Venant”.
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Figura 2.14: Caso ilustrativo 2, sobre campo de tensoes normais varidveis.

indicado na Figura 2.15b. Esse elemento de drea tem sua normal orientada na dire¢do de um vetor
normal n. Para simplificar a exposicao, arbitraremos nesse caso que n seja paralelo ao vetor
unitdrio i, i.e., n = i. Note que a superficie de corte S nao necessita ser plana. De fato, em muitas
situagoes é mais vantajoso que S seja uma superficie curva. Entretanto, aqui nos concentramos
apenas na orientacao da normal no ponto P. Claramente, cada ponto de S possui sua prépria
orientacao normal, i.e., existe uma fungao n = n(x).

No elemento de drea AA atua uma parcela da forca total da secdo, dado pelo vetor Af?. Se
somamos todos os Af’s atuantes na superficie S temos a esforgo total atuante na segao, i.e.,

F = SAf?, (2.13)

e da mesma forma, o esforco de momento na secao é dado pelo produto vetorial

M = X(x — x,) x Af?, (2.14)

Fy

Figura 2.15: Forgas externas e internas num corpo.
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Note que definimos as componentes de tensao e fizemos sua associacao com os esforcos. En-
tretanto, a determinagao das tensoes, propriamente ditas, é assunto que vai demandar quase todo
o esfor¢co no resto do presente texto, e é objeto de esforcos de quase toda a ciéncia de Mecéanica
dos Sdélidos. A definicao de tensoes que vimos acima é ainda apenas introdutdria, e serd retomada
em outros capitulos para mais detalhamentos e propriedades. A seguir retornamos a revisao das
propriedades dos esforgos e dos processos de seu cédlculo em problemas tipicos.

2.4 Caso geral de esforcos em vigas

Como vimos, para manter o equilibrio numa parte da viga, é necessédria a presenca de uma forga
atuando na superficie interna de corte. Mais que uma forca, é necessdrio também a existéncia de um
momento. Por conveniéncia, considera-se que esses dois vetores atuam no ponto que corresponde
ao centroide da segao.

S
S
pietedtt
(a) BV
""""""""""" \ | X
A Varios
B apoios
Lado f M, y4 Lado
esguerdo direito
A Vy Mz
Y,
J N M, ¢
V, X4y X M, N X
Z X
M 7 A A z
Vy
(b) © MJ

Figura 2.16: Convencao de esforgos positivos na se¢do interna de uma viga.

Considere uma viga reta arbitraria, que estende-se ao longo do eixo z, submetida a um carrega-
mento qualquer, com diversos apoios, como ilustrado na Figura 2.16a. Se realizamos um corte S
perpendicular ao eixo x, temos a viga separada em dois lados: o esquerdo e o direito em relagao
a secao de corte S. Se observamos a parte da viga & esquerda do corte, temos uma representagao
como na Figura 2.16b. Ali, o vetor de forcas internas é representado pelas suas trés componentes,
uma na direcao normal & secao, denominada esforgo normal N, e duas componentes tangenciais
a secao, nas diregoes y e z, denominadas esforgos cortantes, Ve V..

Ja o vetor de momentos internos também é decomposto em suas trés componentes: uma com-
ponente na diregao axial, o chamado momento torgor M,, e duas componentes, nas diregoes y e
z, os momentos fletores M, e M, . Consideremos agora, para o mesmo corte S, o lado direito da
viga, como mostrado na Figura 2.16c. Devemos observar que as particulas materiais na superficie
S da Figura (b) nao sdo as mesmas particulas da superficie S da Figura (c). De fato, as forcas e
momentos internos mostrados em (b) foram aplicadas pelo lado direito da viga mostrada em (c).
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Figura 2.17: Corte de estrutura em duas através de uma dada segao, com indicacao dos diagramas
de corpo livre de cada uma das partes.

equagoes). Resolvendo o sistema de equagoes teremos os esforgos nas vigas interceptadas pelo corte
na estrutura, na posicao do corte.

Os detalhes de aplicagdo do método serdao melhor compreendidos através dos exemplos que
seguem.

Exemplo 2.2 — Céalculo de esforgos

Considere a viga mostrada na Figura 2.18a, com uma forca F' = 50 N aplicada na extremidade
contida no plano zy. (a) Determine as reagoes nos apoios. (b) Determine os esfor¢os na se¢ao D,
localizada a 25 mm da extremidade C.

Solugao:

Etapa (a) — Para determinar as reagdes dos apoios basta seguir as etapas mostradas no Exemplo
1. Na Figura 2.18(b) temos a definigdo do sistema de coordenadas e a indicagdo das reagoes nao
nulas nos apoios. Como sao trés, e o problema é plano, o problema é isostdtico, e as reagdes sao
dadas pelas trés equacoes de equilibrio nao triviais:

Y F. = 0— Fcos30°+ Ra, =0,
Y F, = 0-— Fsen30°+ Ray+ Ray =0,
> M = 0— Rp,(100) + sen 30° (150) = 0.

Note que fizemos o célculo dos momentos em relagdo ao ponto A.

A solugao do sistema de equagao é¢: Rpy, = —37,5 N, Ry, = —25v/3 N = —-43,3 N e Ryy =
12,5 N.

Etapa (b) — Os esforgos na segao D sao obtidos pelo método das segoes. Fazemos um corte
na segao D e escolhemos um dos lados da viga. Na Figura (c) temos o lado direito. Em seguida
fazemos um diagrama de corpo livre daquele lado. Temos ali as forcas externas e os esforcos nao
nulos. Como o problema ¢é plano, apenas os esforcos N, V, e M, aparecem no diagrama de corpo
livre.

Os esforgos sao determinados pelas equacoes de equilibrio entre as forcas aplicadas no lado direito
da viga:
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Figura 2.18: Ilustracao do Exemplo 2.

> F, = 0— Fcos30°— N =0,
> F, = 0— Fsen30° -V, =0,
> MP = 0— Fsen30° (25) — M. =0.

A solugao do sistema ¢ N = 43,3 N, V,, =25 N, M, = 625 Nmm.

Observe que se tivéssemos usado o lado esquerdo da viga, como na Figura 2.18d, os valores
dos esforcos seriam exatamente os mesmos. Nesse caso as equacoes de equilibrio seriam:

ZFOD = 0— N—-43,3=0,
Y F, = 0—V,+12,5-37,5=0,
> MP = 0-— M, +37,5(25) — 12,5(125) = 0.
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2. Na segunda situagao, a carga é estdtica, proveniente do peso préprio ou de uma forga aplicada
por uma outra parte da estrutura que se apoia sobre a viga sendo analisada.

(a) De fato, também as cargas concentradas estdticas sdo provenientes de outros corpos que
estao montados ou apoiados na viga.

ae

(b) %, Fr Bl e de C

Figura 2.20: Carga distribuida arbitraria e forga resultante.

Para efeito de cdlculo do equilibrio global de forgas, a carga distribuida ¢(z) pode ser
substituida por uma forga equivalente Fp, aplicada numa posicao adequada. Considere-se uma
carga distribuida definida por uma fungao arbitréria ¢ = ¢(z) aplicada entre as segdes B e C de
uma viga, como na Figura 2.20a. Busca-se a posi¢ao de aplicacao da forga resultante equivalente e
em relagao a secao B. Os valores de Fr e e sao definidos tais que Fr representa a forga resultante
de q(x), e e ¢ tal que Fr produz o mesmo momento que g(x) produz. Primeiramente reescreve-se
a fungao ¢(x) na forma ¢(e), sendo que a coordenada e tem origem na se¢ao B. Entao, as duas
equacoes de equilibrio sao:

c c

Fgr :/ q(e) de, e Fre :/ e qle)de . (2.23)
=0
¢ ¢ Elemento de forga

Note que na segunda equacao os momentos sao calculados em relacao ao eixo transversal que passa
pela secao B. Aqui, ¢ de é um elemento diferencial de forga, (representado pela drea hachurada na
Figura 2.20c), e eq(e)de e um elemento diferencial de momento em relacdo a se¢ao B. Dessa forma,
resolve-se inicialmente a primeira das equacoes, determinando-se Fr, e em seguida, a solucdao da
segunda equacao produz a posicao e.

A

2 4 2c/3

<l Fe —==— F

AA A A AdA% m Iqo
N

<« Lg| < Lg|

Figura 2.21: Cargas distribuidas uniforme e triangular.

Note que as equagdes (2.23) acima sao de uso geral, para qualquer tipo de carga dis-
tribuida. Por exemplo, no caso de uma carga distribuida uniforme ¢,, ilustrada na Figura 2.21,
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4. Adicionalmente, a equacdo de um esforco muda com mudanga do tipo de carregamento. Por
exemplo, no caso da Figura 2.23a, teremos que definir uma funcao de esforcos véalida para o
segmento AB, e uma equacao distinta para o segmento BC.

Exemplo 2.3 — Diagrama de esforgos

Considere a viga biapoiada ilustrada na Figura 2.23a, com a carga distribuida variando na forma
de uma parédbola de segundo grau, dada por ¢(e) = ke?, onde e é uma coordenada com origem na
secio B, e k = 3-107*N/mm3. Também, a = ¢ = 100 mm. Determinar os diagramas de esforcos.

g(e) = ke?[N/mm]

L Iq(e)
| e

Figura 2.23: Definicao do problema do Exemplo 3 a = ¢ = 100 mm.

@ A (b) dr. AV

N1\, r,
Ay %

RAyI >« »

Figura 2.24: Diagramas de corpo livre para o Exemplo 3.

Solucao:

Primeiramente definem-se os eixos coordenados x — y, e indicam-se as reagbes nao nulas nos
apoios, como ilustrado no diagrama de corpo livre da Figura 2.25b.
A primeira etapa ¢é a determinagao da forga resultante da carga distribuida e sua posi¢ao. Uma
vez que a carga tem variagdo parabdlica, pode-se utilizar diretamente a eq.(2.27), com os dados do
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eq. (2.31) do trecho BC é algo mais complicado, porém sem novidades para o leitor. Como revisao
podemos citar as etapas.

87,5
Vy [N]A

A B C
@ [TIIIIIIIIIIIIIITI >
IMmax
C

-12,5
e
Figura 2.25: Diagrama de momento fletor e cortante do Exemplo 3, onde e* = 50 mm e Myax =

M, 1250
I
1.718,75 Nmm.

(b) A‘ ‘ B

1. Calcular o valor da funcdo nos extremos do intervalo, i.e.,
VB = VZJ’Q:O = —1275 N, MB = MZ’e:O — 1250 Nmm7
VC = 87’5 N, MC = MZ|6:C = 0

2. Procurar se¢oes em que a fungao se anule. No caso, V,(e,) = 0 para e, = 50 mm e M, (e) =0
em e = 100 mm.

3. Buscar se¢oes em que a fungao sofra inflexao, i.e., seja maxima ou minima. Isto ¢é feito pela
primeira derivada de funcao:

av, dav,
d—y =0 d—y =104 x3e2=0 = ¢,=0,
e e, € e,
sz o -5,3 __ — —
1 =0 — 12,5 -4 x2,5x107%;, =0 = €4 = e, =50 mm.
e Exx

4. Determinar a concavidade da curva, o que é feito pela segunda derivada:

d*Vv,
q; 2y =6x10"% >0 —> concavidade para cima
e
d“M
7 2z =—-12x25x10742=0>0 =—> concavidade para baixo.
e

5. Determinar o valor maximo ou minimo da funcao:

Mypax = M,|,_, =1.718,75 Nmm.

Com isto se tem os diagramas esbocados na Figura 2.25. Note que o fato de V}, anular-se no meio
do intervalo é apenas coincidéncia, porém nao ¢é coincidéncia que a secao onde V;, = 0 seja a mesma
em que M, atinge seu ponto de maximo. De fato, isto é uma regra geral, como serd demonstrado
nas segoes seguintes.
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Figura 2.27: Exemplo de torre de alta tensao e detalhe de junta.

Ocorre, entretanto, que a determinagao dos esforgos no portico é bastante mais complexa que
numa trelica. Isso sugeriu o hédbito de cdlculo, usado praticamente até a atualidade, de analisar
certos porticos como se fossem treligas, i.e., computar apenas os esforgos normais e ignorar os
cortantes e momentos. Esse procedimento gera uma aproximacao razodvel se

e cada barra for razoavelmente longa em relacao as dimensées de sua se¢ao transversal, e

e se todas as cargas forem concentradas, aplicadas nos nos.

Sem divida que, atualmente, com os procedimentos numéricos e computacionais disponiveis, a
analise de pérticos é nao muito mais complexa que a da trelica correspondente.

Nos exemplos que seguem mostraremos apenas o cdlculo de esforcos em trelicas, mas o leitor
deve se manter alerta para o fato de que a forma construtiva provavelmente seria de pdrtico. A
andlise de pérticos serd realizada através de métodos energéticos e numéricos de Elementos Finitos
em capitulos préprios.

Diversos métodos para anélise de trelicas existem na literatura (como o tradicional método gra-
fico de Cremona), mas nos restringiremos aqui ao método das segoes, que prové um procedimento
manual simples embora seja eficiente apenas em estruturas de poucas barras. Para estruturas mais
complexas existe o0 método de elementos finitos, assunto de capitulos préprios neste livro.

Exemplo 2.4 — Esforgos em treligas plana

Considere a estrutura plana de 9 barras ilustrada na Figura 2.28a. Analise-a como uma treliga e
determine os esforcos em cada barra em termos da forca F'.
Solugao:

Primeira etapa. Inicialmente geramos o diagrama de corpo livre como na Figura 2.28b, indicando
um sistema cartesiano de coordenadas, e as rea¢oes nao triviais nos apoios. Observando as reagoes,
nota-se que o problema ¢é isostdtico. Adicionalmente, define-se um ntimero para identificar cada né.
Essa mesma numeragao implicitamente indica uma numeragao para cada barra, i.e., a barra 15 é
aquela que liga os nés 1 e 5.
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2.5.1 Dedugao simplificada

Nessa secao é apresentada uma deducgao simplificada das equagoes de equilibrio de viga em flexao.
Uma deducao mais rigorosa, porém que leva ao mesmo resultado, é apresentada na préxima segao.
Inicialmente, considera-se um segmento de viga como o da Figura 2.32a. Nao importa aqui quais
os apoios ou qual a forma de carregamento, uma vez que focaremos a atengdo apenas nas forgas
atuantes num segmento de comprimento Ax, extraido de uma posicao arbitrdaria x, como visto na
Figura (b). Consideramos que o carregamento transversal é uma carga distribuida p,(z), em N/m,
positiva quando atuando na direcao positiva de y, e uma carga distribuida atuando na diregao
axial, p,(x), em N/m. Uma carga axial distribuida ocorre em diversas situagdes pratica, como
por exemplo:

Px

|

|

1
\/

(b)

v X

Figura 2.31: (a) Ilustracdo de uma barra soterrada sujeita & uma for¢a numa extremidade. (b)
diagrama de corpo livre da barra sob a acao de forcas em sua superficie lateral, de resultante p,
varidvel ao longo da extensao.

1. A forga de atrito na superficie de uma barra soterrada. Quando sujeita a uma forca numa
extremidade, o solo (ou outro meio), exerce uma forga de atrito na superficie, que pode ser
quantificada por uma forga por unidade de comprimento axial da barra.

2. Uma barra girando em alta velocidade em torno de uma de suas extremidades produz forca
centrifuga axial, que pode também ser representada por uma forca por unidade de compri-
mento.

No segmento cortado aplicam-se as forcas internas. Na secao S, de coordenada x, os esforgos
sao Ny (z), Vy(x) e M,(z). Na secdo A, de coordenadas x + Az, os esforcos sao diferentes daqueles
de S: Ny(z + Az), Vy(z + Az) e M.(x + Azx). Entretanto, podem-se representar estes esforgos em
termos de seus valores em x, adicionados da diferenca, isto é,

Ny(z+ Az) = Ni(z)+ AN,
Vy(z + Ax) Vy(z) + AV, (2.36)
M,(x+ Az) = M,(z)+ AM,.

As equacgoes de equilibrio nao triviais para o segmento sao:

Y Fy — —Ng + (Ny + AN,) + py(x)Ax =0,

> Fy — =V + (Vy + AVy) + py(2)Az = 0, Ag (2.37)
SSMA — —M, + (M, + AM,) + V,Az — py(a:)Ax7 =0.



38 Capitulo 2. Esforgos internos

S A
| X e X, “pny
! M Dx/2
"o py(%)
(a) MZ Ile-I-DI\/lz
AR AN
o \l S A | - X
(b) vy V,+ DV,
X Dx

Figura 2.32: Esforcos de flexdo num segmento de comprimento Ax.

Observa-se que as cargas aplicadas p, e p, variam dentro do segmento Az. Entretanto, con-
siderando que Az serd em seguida considerado arbitrariamente pequeno, faz-se a simplificagdo de
que as cargas sejam uniformes no intervalo, com o seu valor em z, i.e., as cargas sao consideradas
de valor p,(z) e py(z), como ilustrado para p,(z) na Figura 2.32b. Assim, a forca transversal no
intervalo Az é py(x)Az, e a forca axial é p,(z)Ax, que aparecem no dltimo termo do lado esquerdo
das duas primeiras eqgs.(2.37). Também, por Az ser pequeno, ¢ considerado que a forga transversal
atua no centro do intervalo, de forma que o momento provocado por ela em relacdo & secdo A é
py(x)AxAzx/2, como aparece no iltimo termo do lado esquerdo de (2.37)s.

Simplificam-se N, V,, e M, em cada uma das eqgs. (2.37). Em seguida, divide-se cada equacao
por Ax, o que resulta em

AN,
+pm<$) =0,
—2 +py(z) =0, (2.38)
A, +V, - py( )g —0
Ax y Py =

A 1ltima etapa da dedugdo consiste em fazer o limite em cada equagao para Az — 0. Assim,
obtém-se as trés equagoes de equilibrio da viga sob flexao plana e tragao:

dN, v, dM,
— — - R _— = — = — 2
oy = Pe(@) i 1C)) e In Vy (2.39)

De forma andloga, para uma carga distribuida transversal na diregao z, p,(z), sdo gerados na
viga o esforco cortante V., e o momento fletor M,. A deducao das equacoes diferenciais de equilibrio
é feita de forma andloga ao caso de carga transversal na direcdo y, e sdo as seguintes equacoes:

av,
de

dM,
dT;y =V, (z). (2.40)

—p.(z), e

Note que a relacao entre M, e V, & diferente daquela entre M, e V,, através do sinal positivo em
dMy/dx = V.(x). Os sinais em todas as equagoes sdo consequéncia da convencao de sinais dos
esforgos escolhida, mostrada na Figura 2.16. O uso de outra convengao exige nova dedugao para
as equagoes de equilibrio. As cinco equagoes diferenciais (2.39) e (2.40) s@o as quatro equagoes
diferenciais equilibrio de viga. As quatro equacgoOes associadas a flexdo podem ser combinadas
em apenas duas da seguinte forma. Derivando (2.39)3 podemos substituir dV},/dz em (2.39)2. O
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mesmo pode ser feito com (2.40), o que resulta num conjunto de trés equagoes, se incluirmos a de
esforgos normais:

dN, d2M, d*M,

= —pm(x), dz2 :py(x)7 € dz2

= —p.(a). (2.41)

2.5.2 Dedugao detalhada para flexao

Considere um segmento de viga como o da Figura 2.33a. Nao importa aqui quais os apoios ou qual a
forma de carregamento, uma vez que focaremos a atencao apenas nas forgas atuantes num segmento
de comprimento Az, extraido de uma posigao arbitraria x, como visto na Figura (b). Consideramos
aqui apenas o carregamento transversal é uma carga distribuida py(x), em N/m, positiva quando
atuando na direcao positiva de y. O equilibrio do esforgo normal ja foi detalhado na segdo anterior,
e pode ser ajustado facilmente usando os argumentos vistos no detalhamento a seguir.

. gpy(X)
PO e e 5
z}' x§ ' ' é}

—k 'S
]

S A
| X L Dx _
f rie > | X N
| B} 1A py(¥)
@ py(X)A :Ai
Va ¥
M V,+ DV,
7| A
\ l s A | / "X
(b) Vv M. + DM
y z 2
e DX

Figura 2.33: Esforcos de flexdo num segmento de comprimento Azx.

No segmento cortado aplicam-se as forgas internas. Na se¢do s, de coordenada x, os esforgos
sao Vy(z) e M,(z). Na secao A, de coordenadas = + Az, os esforcos sao diferentes daqueles de s:
Vy(z+ Az) e M,(x+ Azx). Entretanto, pode-se representar estes esforcos em termos de seus valores
em z, adicionados da diferenca, isto é,

Vy(z + Az) = Vy(z)+ AV,
M, (z + Az) M., (z) + AM,.

As equacgoes de equilibrio nao triviais para o segmento sao:

e

S MA — =M, + (M, + AM,) + V,Az — fx+Ax(A:U —e)py(e) de = 0.

Ee=T

{ Y F, = =V, +(V, + AV,) + fi;Awpy(e) de =0, (2.42)
A avaliagdo das integrais pode ser feita com o auxilio do “Teorema do Valor Médio” do célculo,
que pode ser sintetizado dizendo que a integral de uma funcao f(z) continua e finita, num intervalo
finito [a — b], (i.e., fab f(z)dx), éigual a (b—a)f(Z), onde T € [a;b]. O teorema garante que T existe
e localiza-se dentro do intervalo de integracao.
Assim, eq.(2.42) fica
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Cargas Concentradas

As equagoes diferenciais (2.39) tratam diretamente apenas do equilibrio de cargas distribuidas.
Entretanto, é interessante identificar como os esfor¢os variam em presenca de uma carga concen-
trada. Forgas e momentos concentrados sao singularidades que nao sao diretamente representados
em equagoes diferenciais. Entao, se uma viga possui uma forca concentrada numa dada secao A,
as equagoes diferenciais s6 tem validade e uso nas demais secoes, ndo em A. Definida a secdo A, de
coordenada x, podemos identificar a se¢ao que fica numa coordenada infinitesimalmente préxima a
x, & direita, que podemos designar por 2T = x + dx, e a se¢do imediatamente & esquerda de A, na
secao xr~ = x — dx.

Como as equacoes diferenciais nao sao validas nos pontos de singularidade, isto €, aqueles que
contém forcas externas concentradas ou descontinuidades em algum dos carregamentos ou em suas
derivadas, segue-se que elas também nao sao vdlidas nos pontos de apoio, pois nesses pontos
atuam reagoes concentradas. Com isso, as equagdes diferenciais sao vdlidas apenas no interior
de cada trecho entre cargas concentradas. Por exemplo, para um trecho AB, como na Figura
2.34, as equagoes sao vélidas para todo x no intervalo aberto (xs4, xp—), onde x5+ é o ponto
infinitesimalmente préximo de xp, a sua direita, e zg_ € infinitesimalmente préximo de zg_, & sua
esquerda.

y Dominio de definicdo
dos esforcos no trecho AB

X

AN N

Xpy Xg.  Xpy

Figura 2.34: Dominio de definicao das equacoes diferenciais de esforcos no trecho AB entre cargas
concentradas ou apoios.

Consideremos agora o equilibrio entre os esfor¢os que atuam nas duas se¢oes infinitesimalmente
préximas a uma carga concentrada. Para isso, consideremos uma viga genérica, com forcas externas
concentradas I, Fy, e F, e momentos concentrados m,, m, e m., todos aplicados numa certa secao
A, como ilustrados nas Figuras 2.35 e 2.36.

Sect0 A"

@

Figura 2.35: Forcas concentradas I, Fy, e F, aplicadas numa certa secao A e esforcos a esquerda
e a direita da secao.

Consideremos que, através de um processo de cdlculo qualquer (como o método das segoes, por
exemplo), temos os valores dos esforcos na se¢ao a esquerda de A, infinitesimalmente préxima, que
denominemos aqui de se¢do A~ .Entdao conhecemos os valores dos esforgos N7, N, V7, V.7, M
e M, . A questdo aqui consiste em determinar os esforgos N, N, V,*, V¥, M} e M} na secao
logo & direita de A. Isto é feito de forma bastante simples, com o diagrama de corpo livre de uma
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Exemplo 2.5 — Teste de diagramas

Considere Exemplo 3, com os dados mostrados na Figuras 2.23. A solucao obtida foi a seguinte:
reacoes Roy = 87,5 N e Ryy = 12,5 N, esforcos no trecho AB

AB _ AB _ .
V, P () = —12,5 N e M7 (z) = 12,52 Nmm, Vz € (0;100) mm, (2.51)

e esforcos no trecho BC

— V%) =107%3-12,5 e MBC(e) = 1.250+12,5e—2,5.10%¢*, Ve € (0;100) mm.
(2.52)
Esses esforgos sao esbogados na Figura 2.37. Desejamos verificar a coeréncia dessa resposta.
87,5
vy [NL
A B /(( C
@ I T I I B gy

-12,5
e

IM max
C

Figura 2.37: Diagrama de momento fletor e cortante dos Exemplos 3 e 5.

z
3
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Solucao:

A primeira parte do teste deve ser sobre as reagoes nos apoios. O cédlculo das rea¢oes no Exemplo
3 usou o equilibrio de momentos M, em relacao a secdo A, como visto na eq. (2.28). Um teste
eficiente da correcdo dos resultados consiste em representar o equilibrio em relacdo a uma outra
secao, por exemplo a secao B:

SSMB Lo - STMB = eFp+aRa — cRey,
=75 x 100 4+ 100 x 12,5 — 100 x 87,5 (2.53)
=0. = OK.

A segunda parte do teste consiste em verificar as descontinuidades dos esforcos nos apoios e nas
secoes de cargas concentradas aplicadas.

1. Secao B. No enunciado do Exemplo 3, Figuras 2.23, nao existem forgas ou momentos concen-
trados na se¢ao B, logo, de (2.49)3, os diagramas de cortante e momento devem ser continuos,
isto &, Vyp+ = Vyp-, € M.+ = M,p-. Isso ¢ verificado nos resultados dos esforgos obtidos na
Figura 2.37.

2. Na secao C existe uma forca concentrada aplicada, a reacdo Rc = +87,5 N. Logo, o diagrama
de cortantes deve possuir uma descontinuidade. A eq.(2.49)3 toma a forma VyCJr = Vyc_ —Rc.
Note que o uso da equacao pressupoe que o sentido arbitrado para a reacao seja positivo no
sentido positivo de gy, como foi feito na solucdo do problema. Entao, devemos ter VyCJr — %C— =
—Rc = —87,5 N. No presente caso, o esforco VyCJr a direita do apoio é nulo, de forma que
se deve ter que o esforco & esquerda deve ser Vyc_ = Rc = 87,5 N. Os resultados obtidos
no diagrama confirmam. Como o apoio é uma rétula, e nao hé carga externa de momento
aplicada ali, devemos ter ME™ = MY T =o.
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Figura 2.40: Estrutura do Exemplo 6.

Y F, — Rp+Rc—qL=0,
qga® qb?

> MP - m+ Rob+ —5— — - =0. (2.57)

onde fez-se o somatério de momentos em relagao & secao B, e L = a + b é o comprimento total
da viga. A solucdo do sistema é: Ro = [q(b? — a?®)/2 — m]/b e Rp = qL — Rc. Substituindo os
dados obtém-se as reagoes: Rp = 750 N e Rc = —250 N. Logo, a reagdo R¢c é uma forga de 250 N
orientada na direcao negativa de y.

A préxima etapa consiste em aplicar o método das segoes em cada um dos dois trechos da viga.

y AV AV

q M, q
(U (T
X a RB

@ g (0) X

M,

Figura 2.41: Diagramas de corpo livre para o método das secoes na viga do Exemplo 6.

Trecho AB

Faz-se um corte numa segao arbitréria de coordenada = € (0;2), e monta-se o diagrama de corpo
livre, como mostrado na Figura 2.41a, onde foi tomado o lado esquerdo do corte. As equagoes de
equilibrio sao:

ZFy — Vy—qr=0,

ZMjl — M, +qx (g) +m =0
cuja solugao é: V,, = qr e M, = —qx?/2—m. Substituindo os dados do problema tem-se: Vy = 100z
e M, = —502% — 1.000, para ¥z € (0;2) m. O momento maximo ocorre na secio onde dM, /dx = 0,
isto é, =50 x 2 Z = 0, logo, Z = 0. O valor do momento m#ximo no trecho AB é obtido pela equagao
de momento, aplicada na coordenada Z = 0, isto é, M, yax = —50Z% — 1.000 = —1.000 Nm.

Trecho BC

Faz-se um corte numa segao arbitréria de coordenada = € (2;4), e monta-se o diagrama de corpo
livre, como mostrado na Figura 2.41b, onde foi tomado o lado esquerdo do corte. As equacOes de
equilibrio sao:



48 Capitulo 2. Esforgos internos

ZFy — Vy+Rp—qr=0,
ZM;2 — M, +qx (g) +m — Rp(x—a) =0
cuja solugdo é: V, = qv — Rp e M, = Rg(z — a) — gz*/2 — m. Substituindo os dados do problema
tem-se: V, = 100z — 750 e M, = —50z% + 750(x — 2) — 1.000, para Vz € (2;4) m. O momento

maximo ocorre na se¢ao onde dM, /dz = 0, isto ¢, —50 x 2 T+ 750 = 0, logo, z = 7,5 m. Essa se¢ao
encontra-se fora da viga, logo nao hd ponto de inflexdao no trecho BC.

VyA
N] 200 ‘
_>X
- 250
- 550 i
MZA 1 !
[N |
e
-1000
- 1200

Figura 2.42: Esforcos cortante e de momento fletor no Exemplo 6.

A Figura 2.42 mostra os esbocos dos diagramas de esforcos cortante e de momento fletor na
viga. Nota-se que os mdximos na viga como um todo sao: Vymax = —550 N e M, pax = —1.200 Nm,
ambos na secao B. Esses valores sao importantes para o dimensionamento da secao transversal da
viga, ou para a andlise de sua seguranga, conforme as teorias apresentadas nos demais capitulos.

Exemplo 2.8 — Sequéncia de vaos

Determine as reacoes de apoio e os esforcos na viga da Figura 2.43, para carga distribuida uniforme
g =500 N/m, F; =1kN, F;, =4 kN, F3 = 500 N e um momento fletor concentrado m = 2 kNm
aplicado na segao C.

i 1
Hp \ F,

‘ Ci,. &.D

2m 2m

Figura 2.43: Estrutura do Exemplo 7.

Solucgao:
Inicialmente definimos um sistema de coordenadas z — y e indicamos as 3 reagdes nao nulas, Hy4,
R4 e Rp, como indicado na Figura 2.43. As equacoes globais de equilibrio s&o:
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N 4
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4000
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Figura 2.46: Diagramas de esfor¢os do Exemplo 7.

Esse sistema é definido com a origem o; numa das extremidades da barra ou viga, e o eixo x; local
estendendo-se ao longo o elemento em diregao a extremidade oposta. Se a estrutura for plana, o eixo
local z; pode ser orientado preferencialmente paralelo ao eixo global z. Nesse caso, o eixo local y;
deve estar no mesmo plano xy, e orientado de forma que a triade local o;-z;-y;-2z; seja anti-horaria.
Isso corresponde & situacao em que o sistema local oj-x;-y;-z; fica definido por uma rotacao do
sistema global em torno do eixo z.

A convencao de esforcos a ser usada deve a mesma definida para o problema em todos os
elementos, aplicada ao sistema local de coordenadas.

Deve-se observar que os esforcos na secao a esquerda e direita de um dado né podem apresentar
uma aparente falta de compatibilidade. Os valores a esquerda e a direita sdo obtidos por equagoes
associadas a diferentes sistemas de coordenadas. A compatibilidade deve ser feita identificando
fisicamente os valores dos esforgos. Esses aspectos podem ser vistos mais claramente através dos
dois exemplos a seguir.

Exemplo 2.9 — Estrutura plana e sistemas locais de coordenadas

Consideremos a estrutura mostrada na Figura 2.47, engastada na se¢ao A e submetida a uma forga
vertical F' na extremidade D. Determine as reagoes de apoio e os esforgos para F' = 25 kN, a = 0,2
m, L =1m.

Solucgao:

Inicialmente definimos um sistema de coordenadas global Azyz como mostrado na figura. Associado
a esse sistema, indicamos as reacdes no apoio A. As equacoes globais de equilibrio séo:

> F, - Ra—F=0,
> M} — Ry —F(2)=0, = Ra=F e Ry =2F. (2.59)
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> Fp— NJ%(x) =0,
S F, = VP9)+ Ra=0 = VPY%w)=—-Ra=—-25kN,
STMEY— MBC(z) + Ry — Rax =0, = MPC(x) =252 — 10 [kNm], Vz €]0;0,2[m.

(2.61)

@ \%, X (b)
RM R

Figura 2.49: Corte no trecho CD, tomando o lado esquerdo e o direito.

Para o trecho CD usamos o sistema local de coordenadas, Czoy2z, com eixo xo alinhado com
o segmento CD da estrutura, como mostrado na Figura 2.49a para o lado esquerdo do corte s3.
Com o diagrama de corpo livre mostrado, as equacées de equilibrio para os esfor¢os numa secao de
coordenada arbitrdria xs no trecho CD sao:

S Fyy — NSYP(29) + Racosa =0, = NEP(x9) = 17,7 kN,
Y Fy, — VyCD x2)+ Rasena=0 = VyCD(xg) = —17,7 kN,
STMS — MEP(x3) + Ryy — Rala+ macosa) =0, = MSEP(xy) = —5+4 17, Ty [kNm],

(2.62)
Vzo € (0;0,238) [m]. Nesse ponto observamos que podemos resolver cada trecho, o CD, por exem-
plo, usando um outro sistema local de coordenadas, por exemplo, o sistema Dx3ysz, com eixo To
mostrado na Figura 2.49b, com origem na se¢ao D, e o eixo axial x3 orientado no sentido D—C. As
equacoes de equilibrio se tornam

S Fpy — NEP(23) — F sen a = 0, = NSP(x3) = 17,7 kN,
S Fy, = VEP(x3) = F cosa=0 = VP (x3) = —17,TkN,
STMSt— MEP(x3) — (F cosa)zz =0, = MEP(x3)=17,7x3 [kNm], V3 €]0;0,238[m.

(2.63)

Nota-se que os sinais dos esforgos normal e cortante permanecem os mesmos nos dois sistemas
locais, uma vez que ambos 0s €ixos Ty € x3 sao colineares com a barra CD. Entretanto os momentos
se tornam distintos. Podemos tomar a secao imediatamente a direita de C, na barra CD. Da solugao
MEP(x9) = —5 + 17,729 temos MEP (29 = 0) = —5 kNm. Entretanto, da solucio MEP (x3) =
17, 7x3 temos no mesmo ponto, C, o valor MEP(z3 = 0,238) = +5 kN. No trecho BC, o esforco
& MPC(x) = 252 — 10, de forma que na segdo & esquerda de C, o momento é MPC(x = a) = —5
kNm. Uma vez que nao hd momento externo concentrado aplicado na segéo C, devido ao equilibrio
local deve-se ter que os esforcos a esquerda e a direita devem ter o mesmo valor. Isso gera uma
aparente inconsisténcia nos resultados de MZC D(z3 = 0,238) = +5 kN, quando esperamos o valor
—5 kNm. A Figura 2.50 mostra o diagrama de corpo livre em torno da se¢do C, e do trecho CD,
com o esforco em C* obtido pelo sistema de coordenadas Dx3y3z. Nota-se que o valor & esquerda



2.7. Exemplos adicionais 55

2.7 Exemplos adicionais

Normalmente, problemas hiperestdticos nao sao passiveis de solucao através do uso apenas das
equacoes de equilibrio globais, exatamente devido & insuficiéncia da quantidade destas em relagao
no numero de reagoes incégnitas. Entretanto, numa classe de problemas essa deficiéncia pode ser
contornada: é o caso em que a estrutura possui uma construcao aberta com vinculos internos.
Cada vinculo interno define uma equagao de equilibrio independente adicional, que pode levar &
determinagao do problema hiperestatico. Os detalhes sao vistos nos exemplos que seguem.

Exemplo 2.10 — Estrutura planas hiperestdtica

Determine as reacoes de apoio e os esforgos na estrutura da Figura 2.52 para F' = 20 kN. Na segao
C existe uma articulacao.

———>()—» Articulagdo

Im B = F
l RFx
2

D! E F
Im AlY T
A Ry
R A SA

X

(a) RA}ml—m' 1m 1m (b)

Figura 2.52: (a) Estrutura do Exemplo 10, com reacoes, (b) indicacdo dos sistemas locais de
coordenadas usados na solugao.

Solugao:
Inicialmente definimos um sistema de coordenadas Azyz e indicamos as 4 reagoes nao triviais R4,
Ray, Rpy € Rpy, como indicado na Figura 2.52a. As equacoes globais de equilibrio sao:

> F, — Ray— Rps =0,
> F, — Ray+Rp,—F=0,
Y M} — Rpy(3)+ Rpa(1) — F(2) =0. (2.65)

Note que existem quatro reacoes incégnitas e apenas trés equacoes de equilibrio. Observe que
é inutil tentar obter mais uma equagao, por exemplo calculando o momento em relagao
a um outro ponto que nao A. Isso apenas resultaria numa equagcao linearmente dependente dos
trés primeiras. Entretanto, a rétula interna oferece uma possibilidade concreta. Facamos um corte
exatamente na segao C, e construamos um diagrama de corpo livre de um dos lados, o esquerdo por
exemplo, como na Figura 2.53a.

Para esse lado da estrutura, podemos novamente escrever trés equacgoes de equilibrio que serao
independentes das equagoes (2.65), pois incorporam os esforgos N¢, Vi¢ e M¢ em C:

Y F. — N - Ra,

Y F, — V¢ =-Ra,
Y ME - MZ+ Rax(2) — Ray(1) =0. (2.66)
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Figura 2.54: (a) diagrama de corpo livre para o trecho BC e (b), para o trecho CD com sistema
local de coordenadas Cxaysz.

Entao, o diagrama de corpo livre apresenta na figura os esforgos em suas convencoes adequadas.

FEles sao obtidos por:

Y Fuy — NEP(22) =F — Rpy = —,
ZFy2 — Vi P(x9) = Rpw = — (2.70)

F
S M — MEP(x9) = —(1)F + (2)Rpy — Rpa(1 — 72) = % Vaz € (0;1) m.

F
M DE EF
z \, l F M z . F
" < SE A M‘_G [ Are—
RFx Rl"x
WDEV (3 - )C) | RFy WEF v (3 - x) RF}"

(@ (b)

Figura 2.55: (a) diagrama de corpo livre para o trecho DE e (b), para o trecho EF.

Esforgos nos trechos DE e EF. Como esses trechos sao paralelos ao eixo x global, podemos usar
o sistema global de coordenadas em ambos os trechos. Fazendo cortes em secoes arbitrarias s4 e s5.
Montando os diagramas de corpo livre como mostrados na Figura 2.55, os esforgos sao obtidos por:

trecho DE

F
> P — NPP(2)=F—Rpp=—%,
2F
> F, — VyDE(x):F—RFy:?, (2.71)

2F F
7x+g,Va: € (1;2) m.

oMz — MPP(a)=(2-a)F — (3 2)Rp, = —

z

trecho EF
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3F
Y F, = VPF(@)=Rp, =" (2.72)

9F 3Fzx
SoMz — MPP(2)=(-2)Rp, = — - Ve € (23 m

Podemos sumarizar os esforgos em todos os trechos e esbocar os diagramas como na Figura 2.56.
Como regra para os graficos, representamos os valores negativos das fungoes “do lado de dentro”
da estrutura.

AB — NAB(y) = _%a VAB(y) = ga MfB(y = _%a V€ (Oa 2) m,
BC — NB%az)=-£L, V(z) = =2£, M, (z) = i{(m —1), Vo € (0;1) m,
CD — N(y) =3, Viy) =5, M. (y) = %52, vy € (0;1) m,
DE — N(xz)= —%, V(z) = _P% , M.(z) = £(2z + 1), Vo € (1;2) m,
EF — N(z)=-%, V(z) = 3L, M.(z) = 3£ (3 - 2), V€ (2;3) m.( |
2.73
B C._2F/5 B C B -2F/5 C
_I_FI/EI3 . HITTH 3F/5 o5 3F/5
= = B = F/
D u
] ENNEEREN i -FS T F FI5 E F
— ~FI5
AL - 2F/5
- 2FI5 /5 A A
N \% Mz

Figura 2.56: Esforgos no Exemplo 10, em unidades [N] e [m)].

Exemplo 2.11 — Estrutura com cabo

Considere o sistema de elevagao de carga simples ilustrado na Figura 2.57a. Consiste em uma
base horizontal ABCD, apoiada nos pontos A e C. Uma lanca DE é articulada por uma rétula
na extremidade D da base, e é sustentada pela extremidade oposta E por um cabo de aco BE.
Determine a forca de tracao no cabo, a carga compressiva na langa e as reagoes nos apoios para
uma carga F' = 100 kN, quando a langa encontra-se na posi¢cao mostrada na Figura, fazendo um
angulo de 8 = 30° com a horizontal. Determine também os esforgos na base AD.

Solugao:

Primeiramente, observa-se que esse é um problema isostatico, de forma que as reagoes independem
da forma da estrutura apoiada nos pontos A e C. As forcas no cabo sao forcas internas ao sistema,
isto é, esforcos. O cdlculo das reagoes é realizado da forma rotineira, escrevendo as equagoes de
equilibrio no plano ozxyz:

ZFI - Raz =0,
> F, — Ra-Ro+F=0,
> MP  —  Re(5)-F (12,5) =0,

o que resulta nas reacgoes: R, =0, Ray = 1,5F e Ro, = 2,5F.
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@

Figura 2.57: (a) Estrutura do Exemplo 11; (b) diagrama de corpo livre da langa.

(a) Esforgos no cabo e na lancga

Uma caracteristica fisica sobre os cabos, em geral, é que eles sao capazes de suportar
apenas esforgos normais de tragao: é facilmente compreensivel que um cabo nao tem
rigidez a cargas transversais de flexao, isto é, V. = M, = 0. Adicionalmente, o esfor¢o normal
é uniforme ao longo de cabos que nao estejam sujeitos a forga peso aprecidvel (como os cabos curtos)
ou outras cargas distribuidas. Outro aspecto que é 1til considerar no problema é que na rétula D
os esforcos cortante e de momento sao nulos, Mp =V; = 0.

Podemos fazer um corte s; como indicado na Figura 2.57, passando pela rétula D. Note que,
uma vez que o esforco normal é uniforme ao longo do cabo, a posi¢do onde o corte serd feito nele
nao interferird no valor do esforco obtido. Assim, para facilitar os calculos trigonométricos na
montagem das equacoes de equilibrio, busca-se sempre, nesse tipo de problema, fazer o corte no
cabo numa posicao favordvel. No exemplo, podemos fazer o corte préximo ao ponto E em que o
cabo se conecta & langa DE. Em seguida, devemos lembrar que o corte deve dividir a estrutura
em duas partes. Assim, o mesmo corte passa pelo ponto préximo de E e pela rétula interna D. A
vantagem de passar o corte pelo ponto D, é que ali sabemos, a priori, que o esforco de momento é
nulo devido & rétula. Assim, no cabo o esfor¢o normal é N., e no ponto D da lanca os esforcos sao
Np, Vp e o momento Mp = 0. As equagoes de equilibrio sdo:

ZFx — Ngcosa+ NpcosfB+ Vp sen =0,
ZFy — F+ N.sena+ Npsen 8 —Vpcosf =0,
> MP — Mp+F (6,12) + N, sen a (6,12) — Necosa (3,54) = 0. (2.74)

Dos dados geométricos do problema temos que o« = 15,67°. Logo, a terceira equagao produz a
tragdo no cabo como N, = 3,486F. As duas primeiras equagoes resultam os esforgos na langa:
Np = —=3,876F e Vp = 0. Observe que se poderia esperar que o cortante na lanca DE fosse nulo,
uma vez que ela é unida ao resto da estrutura apenas por rétulas, e estd sujeita apenas a cargas nas
extremidades. Entao, toda a lanca e o cabo comportam-se como partes de uma trelica, e apenas a
barra horizontal suporta flexao.

(b) Esforgos na base, trecho AB
Fazemos um corte ss como indicado na Figura 2.57, numa secao arbitrdria do trecho AB, e
fazemos o diagrama de corpo livre do lado esquerdo. O equilibrio define os esforgos

VAB(z) Ra, = 1,5F,
MAB(z) = —Ruyr=1,5Fz, Va € (0;1,5) m. (2.75)
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C, ie., MBY(5,5) = MSP(5,5) = —4,868F, como necessério. Nas demais se¢des o momento &
continuo, sendo nulos nas extremidades A e D, devido as rétulas. Os esforcos cortantes apresentam
descontinuidades em A, B, C e D compativeis com as forcas concentradas aplicadas naquelas segoes.
O esforco normal apresenta descontinuidade em B e D, onde existem reacoes aplicadas. Isso pode

ser visualizado nos diagramas da Figura 2.59.

NTA

B C D
X
\V; -3,357 F
C D
A B X
-1,942 F
-3,357F
MZ
A B C D
X
-2,355F
-4,.868 F

Figura 2.59: Diagramas de esforcos do Exemplo 11.

2.8 Exercicios 2.2

A

Determinar as reagoes, as equagoes de esforgos
nos problemas a seguir. Exceto nas treligas, X

esbogar os diagramas de esforgos, indicando os
méaximos e a coordenada onde atuam. Em todos

os problemas, identificar os sistemas de coorde-
nadas usados, tanto o global quanto os locais,
esbogar os diagramas de corpo livre necesséarios,
tanto o global quanto os locais. Exceto se indica-
dos diferentemente nos problemas, os dados sao
os seguintes: m = 5 kNm, L = 1 m, a = 0,2

2.3

m, b=04m, F=25kN, G=10kN, ¢ = 25
kN/m, p =10 kN/m, o = 30°.

2.1
24

5
~~A

1
J'__ID_



Capitulo 3

Tensoes

Na secao 2.3.1 fizemos uma descricao preliminar e geral do conceito de tensdes num ponto. No
presente capitulo esse conceito é detalhado e inicia-se sua aplicacdo em alguns problemas préticos
de andlise mecanica de componentes estruturais. E recomendado que aquela secio seja lida antes
do presente capitulo. Entretanto, nota-se que ali se buscava mostrar a relacdo entre os esforcos
numa dada secao interna do corpo e a distribuicao de tensoes distribuidas ali. No presente capitulo,
iniciamos por considerar estritamente os conceitos e propriedades das tensoes.

Consideremos a Figura 3.1a que mostra o diagrama de corpo livre de um corpo de geometria
arbitrdria, com seu carregamento externo Fi, Fo, F3, ---, e um sistema de eixos cartesianos xyz.
Consideramos que o corpo se encontra em equilibrio estdtico sob a agao dessas forgas. Caso o corpo
esteja vinculado a uma base fixa, parte dessas forcas pode ser reagoes de apoios. Consideramos
um ponto genérico P de coordenadas definidas pelo vetor x, de componentes {z;y; z}. Em seguida
definimos uma superficie S passando pelo ponto P. Essa superficie pode ser de formato arbitrario, i.e,
uma superficie curva, tal que em cada ponto tenha uma normal distinta dos demais. Entretanto, no
momento é mais conveniente definir a curva S de tal forma que no ponto P sua normal seja paralela
ao eixo cartesiano .

Usamos a superficie S para separar um dos lados do corpo e montamos um diagrama de corpo
livre, como na Figura 3.1b. Nessa parte do corpo temos as forgas externas (exemplificadas ali por
F, e F3), que sdo equilibradas pela forga e momento internos resultantes, F e M, aplicados
no centroide da segao.

Fs

Figura 3.1: Forgas externas num corpo e forga interna num ponto P.

Deve-se lembrar que os esforcos internos F e M sao apenas resultantes da distribuicao de forgas
internas interatomicas que atuam na superficie S. Considere um elemento AA de drea pertencente
a superficie S, localizado no ponto P como indicado na Figura 3.1b. Esse elemento de drea tem
sua normal orientada na dire¢do de um vetor normal n, que arbitramos como paralelo ao vetor
unitdrio i, isto é, n = i. Claramente, cada ponto de S possui sua prépria orientagdo normal, i.e.,
existe uma fungdo n = n(x).
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Figura 3.3: Vetor tensao num ponto arbitrdrio P, numa drea de normal i.
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Figura 3.4: Vetor tensao num ponto arbitrario P, numa drea de normal 7.

Consideremos agora a mesma barra, porém fazemos um outro corte, §, definindo uma &rea
A com normal orientada pelo vetor unitdrio 7, como mostrado na Figura 3.4. Para simplificar a
visualizacdo, consideramos que a triade de vetores 7-j-k seja tal que k = k, de forma que o vetor
7 esteja contido no plano i-j. Podemos fazer o diagrama de corpo livre do lado esquerdo do corte,
como na Figura 3.4b. Devido ao equilibrio de forgas, a orientacao da secao de corte nao altera o
valor da resultante de forcas na se¢do, que continua sendo N, = F'. Entretanto, a drea da secao de
corte, A, agora é maior que A, sendo dada por

A= AJcos a, (3.9)

onde « é o angulo de orientagdo da segao inclinada. Se consideramos novamente que as tensoes
nessa superficie sejam uniformemente distribuidas, o vetor tensao em qualquer ponto de § é dado
por

te) = %i = %cos a i (3.10)

Comparando com (3.8), torna-se claro que

t(g) =+ t(i)- (3.11)

Isso significa que no mesmo ponto temos diferentes vetores tensao, definidos pela orientacao da
superficie onde atua. Note que sdo realmente distintos vetores, ndo um mesmo vetor representado
por componentes de dois sistemas de coordenadas diferentes. De fato, ambos os vetores em (3.8) e
(3.10) estao representados em termos da mesma base i-j-k.

3.2 Tensor tensao

Se considerarmos novamente o corpo genérico da Figura 3.1 e o ponto P arbitrdrio, podemos fazer
infinitos cortes em torno de P, gerando infinitas superficies, cada uma com uma orientacdo prépria
n. Buscaremos representar o estado de tensoes do material no ponto através de um nimero finito
de superficies. Considere que temos ja definido um sistema de coordenadas, xyz, e ja tinhamos
realizado um corte passando por P, na direcao x, isto é, o vetor normal n da superficie é n = +i.
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Isso definiu trés componentes de tensao, 7.4, T2y € T, em P. Considere agora que podemos realizar
um segundo corte em P, porém orientado na direcao n = +j, isto é, perpendicular ao eixo y. De
fato, podemos realizar ao todo seis cortes em torno do ponto P, definindo um elemento diferencial
de volume de lados dzx, dy, e dz, como indicado na Figura 3.5a, com faces orientadas em +i, +j e
+k. Esse elemento é o hexaedro regular mostrado na Figura 3.5b.

Figura 3.5: Elemento diferencial num ponto P de um corpo, e diagrama de corpo livre.

Em cada face do hexaedro atua um vetor tensdo. Os indices usados nesses vetores, +x, +y, £z,
indicam a orientagao da face onde o vetor atua. Cada um desses vetores pode ser expresso em
termos de suas componentes cartesianas. Por exemplo, tinhamos j& representado as componentes
de t(_,_r)por

t(w) = {Tww) Tay; Tz} (3.12)

De forma semelhante podemos definir as componentes nas faces +y e +z:

t(y) = {Tym; Tyy;TyZ}’ e t(z) = {Tz:r Ty Tzz}~ (3.13)

Figura 3.6: Componentes de tensao no sistema cartesiano xyz, no ponto P do corpo.

Essas componentes sao vistas nas trés faces anteriores do elemento da Figura 3.6. Os indices
usados em cada componente sao:

1. O primeiro indice indica a orientagao da face onde atua a componente de tensao;

2. O segundo indice indica a diregao da forca associada & tensao. Por exemplo, 7., é uma tensao
atuando na face normal ao eixo z, devida a uma forca atuando na direcéao x.

Nas trés faces posteriores do elemento, aquelas orientadas em —x, —y e —z, tem valores de tensao
distintos daqueles atuantes nas faces anteriores. Entretanto, as denominagoes de cada componente
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Figura 3.7: (a) Visualizacao do efeito de tensao normal trativa e compressiva; (b) efeito de tensao
cisalhante positiva e negativa num elemento diferencial de volume.

Simetria

Na préxima secao serd provado que o tensor tensao é simétrico, isto &, Ty, = Tay, T2o = Tz €
T.y = Ty-. De forma compacta isso pode ser posto simplesmente como

Tji =Tij, para i,7=12,3 e i#j. (3.16)

Assim, existem seis componentes de tensao independentes num ponto de um corpo. Lem-
bramos que cada componente é uma fungao do ponto, tem-se que num problema genérico

Tij = Tij(z,y,2)  para  i,j=1,23. (3.17)

Podemos dizer que uma das tarefas em mecénica dos sélidos e andlise de estruturas
consiste em determinar essas funcgoes, i.e., determinar o valor das componentes de
tensoes em cada ponto do corpo.

3.3 Equacoes diferenciais de equilibrio

Consideremos um elemento de material isolado de um corpo genérico, como na figura 3.5a. Con-
sideremos agora que esse elemento tenha dimensoes finitas Az, Ay e Az (em vez de diferenciais
dx, dy e dz como antes). Na Figura 3.8 temos um diagrama de corpo livre do elemento, onde
incluimos o efeito do gradiente de tensoes, isto é, o fato que as tensbes variam de ponto a
ponto. Por exemplo, consideremos as duas faces paralelas orientadas em (—z) e (+x). A face (—x)
situa-se em uma coordenada x, enquanto a face (+x) situa-se na posicdo = + Az, isto é, ambas
as faces distam Az entre si. Assim, se a tensdo normal tiver um valor o, em (—x), em (+z) ele
terd um valor distinto. Pode-se dizer que em (+x) a tensao serd aquela em (—x) adicionada de um
incremento Aco,. Em resumo, considerando todas as 6 faces na Figura 3.8, temos que as tensoes
nas faces anteriores (orientadas em (+z), (+y) e (+2)), sdo obtidas por incremento das tensoes das
faces posteriores.

Além das forgas devidas as tensoes atuando nas faces do volume, podemos considerar que atuam
também forcas de corpo f.. Essas for¢gas normalmente sdo representadas como forca de corpo
por unidade de volume, dadas em [N/m?®] e podem ser representadas pelas suas componentes
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cartesianas fez, fey € fez, i€, fo = fepi+ feyi+fe-k. Em geral, essa forca ¢ dependente do ponto,
i.e., variam de ponto a ponto, de forma que sao representadas por uma fungao vetorial f. = f.(x)
conhecida. A forca de corpo atuando no elemento volumétrico ¢ f. AxAyAz, que consideramos
atuando no centroide do bloco.

Figura 3.8: Componentes de tensdo num elemento de dimensodes finitas Az x Ayx Az.

O equilibrio do elemento é representado por seis equagoes, isto é, trés de forcas e trés de mo-
mentos. Por simplicidade, desenvolveremos apenas uma de cada tipo, uma vez que as demais tém
forma semelhante. Assim, a equacdo de equilibrio dindmico no elemento volumétrico na diregao
T é

Z F, — —0,AyAz+ (04 + Aoy)AyAz — 7 AxAy + (7.0 + A7) AzAy

32
—Tya ATAZ + (Tyg + ATy ) AzAz + feoAxAyAz = pa—tl;AﬂsAyAz, (3.18)
v —_————

Forga de corpo Forga de inércia

A componente z da forca de corpo atuando no elemento volumétrico é f.,AzAyAz. A massa do
elemento volumétrico é pAzAyAz, sendo p a densidade do material no ponto, em kg/m>. O
termo & direita da igualdade é a forca de inércia, dada pela massa vezes a aceleracao do elemento
na direcdo 2. Como o deslocamento na direcio = ¢ a funcio u(z,y, z,t), a aceleracio é 9%u/dt%. O
Capitulo 4 fard um detalhamento do campo de deslocamentos num corpo deformédvel. Na presente
deducao incluimos as forcas de inércia apenas para gerar completicidade na formulacao. Entretanto,
o restante do texto serd restrito a problemas estdticos, em que as forcas de inércia sdo pequenas
e podem ser desprezadas. O tratamento de problemas em que as aceleragoes sao importantes na
resposta compoem toda a parte da engenharia de vibracoes e dindmica estrutural, que normalmente
¢é assunto de diversas outras disciplinas e textos.

O equilibrio de momento das forgas é calculado em relagao a linha que suporta o segmento VW
indicado no topo do bloco na Figura 3.8. Entao, Z MYW produz
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3.4.1 Tensoes normal e cisalhante médias
Barra sob carga axial

Considere um segmento de barra (ou cabo) sob carga axial, como na Figura 3.9a, onde previamente
ja se tenha determinado o esforco normal na secdo s. Nesse caso, a tensao normal média na
secao é

O'med(x) = ]I\;x((mx)) (325)

Note que tanto o esforco normal N, quanto a drea A da secdo transversal podem variar de secao a
secao.

Observa-se que, de fato, as tensdes podem variar de um ponto a outro da secdo. Entretanto, essa
variagao é bastante pequena em regioes distantes das extremidades da barra ou de variagoes bruscas
de secao transversal. Entretanto, mesmo que a tensao varie de ponto a ponto da segao, o valor N/A
é uma média da tensao na secao, que pode ser usada, desde que de forma cuidadosa, como descrito
no texto a seguir.

TVy(x)

n
(2]
n
3
g
I
>z
d, . i

Ya [t med

]
@ (b) :E = g

S "~ .A

Figura 3.9: (a) Tensao normal média o,,.q em barra tracionada; (b) distribuicao de tensao cisal-
hante real 7., (y) e tensao média 7,eq.

Viga sob esforgo cortante

Como na Figura 3.9b, considere uma se¢ao qualquer de uma viga numa coordenada z, em que
ja se tenha previamente determinado o esforgo cortante Vj(x). Esse caso é mais complicado, por
que a distribuicao de tensoes cisalhantes na segao, fisicamente, nao é uniforme (como serd
demonstrado em capitulo subsequente para o caso de uma segao retangular), mas aproxima-se de
uma func¢ao parabdlica ao longo da direcao do cortante, isto €, se temos V,, como na figura, a tensao
cisalhante varia ao longo de y na se¢do conforme uma funcao 7,y = 7.4(y, 2), como ilustrado na
figura (b) inferior. Em diversas situagoes, entretanto, usa-se o valor médio da tensao cisalhante,
dado por

Tmed(:n) = (326)

Nesse ponto é interessante o leitor ficar alerta de que:
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Sempre as tensoes médias sao calculadas usando o (3.27)
esforgo na segao, nunca diretamente uma forga externa. '

Exemplo 1 - Tensoes normais num esticador de cabos

Considere o esticador de cabos mostrado na Figura 3.10, submetido a uma forga F' = 10 kN. A &dreas

de secio transversal no parafuso, secdo a — a, ¢ A, = 100 mm?, e na secio b — b & Ay = 60 mm?.

Estime as tensoes normais médias em ambas as segoes:

b

N

/

Qe 1 um,l\c

F \ y,
b

Figura 3.10: Esticador de cabos do Exemplo 1.

Essa geometria é uma estilizacao de um estirador tipico, como pode ser visto na Figura 3.11.
Ali também se pode ver uma forma simples de fixar a extremidade do conjunto a uma base fixa,
no caso através de abragadeira e parafuso. Note-se que no estirador, um dos parafusos deve possuir
rosca invertida.

Figura 3.11: Detalhe de fixador e esticador de cabos de ago de tipo simples.

Solugao:
O célculo das tensoes médias é imediato. Primeiro determinamos o esfor¢o normal, que é N, = F
na se¢do a — a e N = F'/2 na segdo b — b. As tensoes médias sao:

N, 10.103N 9

Tao = 4= o0 2 = 100 N/mm? = 100 MPa,
N, 5.10°N 2

_ i N = MPa.

T A, = 60 mm? 83,3 N/mm” = 83,3 MPa

As componentes do tensor tensdo média em um ponto arbitrario na se¢do a — a e na se¢ao b — b,
em relagao a um sistema de coordenada em que o eixo x seja axial com as forcas aplicadas, sao:
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N ‘3

-2

-12 -5

Figura 3.15: Diagrama de esforcos normais do Exemplo 2.

e Falha do material, sendo a ruptura (separacdo da peca em duas partes) apenas a mais 6bvia
dentre intimeras outras formas;

e Falha por flambagem ou instabilidade, como brevemente descrita no Capitulo 13;

Consideramos no momento apenas a falha do material. Sabe-se que em grande parte dos
casos esse tipo de falha é diretamente associada ao nivel de tensoes aplicadas em cada
ponto do corpo. Grosso modo, podemos entender que cada material existente, por exemplo, aco,
aluminio, concreto, madeira, polimeros, cerdmicos etc, é capaz de suportar tensoes até um certo
valor. Existe entdo um nivel critico de tensdo, definido para cada material que, dentro de certas
condicles, faz com que o material falhe.

Para um ponto do corpo submetido a um estado triaxial de tensoes (aquele em que as nove
componentes do tensor sdo nao nulas), o processo de anélise de falha (e seguranga) necessita uma
elaboragao mais detalhada, através de teorias préprias, (algumas das quais serao vistas no Capitulo
13). Entretanto, para os estados uniaxiais de tensao, as ideias sao bastante imediatas, como
visto a seguir, através dos dois casos tipicos:

1. Para uma porcao de material no ponto de coordenada x, sob tensao normal simples,
define-se o coeficiente de seguranga n no ponto por:

O resist méxima tensao de resisténcia do material

n(x) = (3.28)

Taplic(X)  tensdo aplicada no ponto de coordenada x da peca’

Oaplic ¢ a tensao aplicada no ponto analisado. E a tensdo que resulta da aplicacdo do car-
regamento na pega. Note que o4y € conceitualmente distinto de o.gist, sendo esta uma
caracteristica do material, sem relacdo com o carregamento ou com as dimensoes da peca de
que o material é construido. Nos Capitulos 4 e 6 serao detalhados tipos e formas de deter-
minagao de oresist- A ideia em (3.28) é que s6 hé seguranga no ponto se a tensao aplicada
for menor que a tensdo que o material pode resistir quando submetido num ensaio ao mesmo
tipo de estado de tensoes, i.e., tensao normal simples O coeficiente de seguranga é entao uma
funcao do ponto. Entretanto, numa grande quantidade de situagoes, a falha de um ponto do
corpo leva a falha da estrutura como um todo. Assim, o coeficiente de seguranca da es-
trutura, n.s,, € definido pelo ponto mais solicitado, isto é, aquele ponto de menor
n. Entao, nes € obtido por
Nestr = N{(inn(x)a

Assim, para se ter segurancga na estrutura deve-se ter nes, > 1, enquanto nesy < 1 indica
falha.

2. Para elementos submetidos apenas a cisalhamento puro, i.e., a uma tnica das trés compo-
nentes de tensao cisalhante, (3.28) pode ser reescrito como

N — Tresist (329)
T aplic
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N ~5.000 N
Ay =TC = 5 = 25,0 mm?.
Oadm —200 N/mm

Temos entao a primeira estimativa do dimensionamento da barra. Outras verificagoes ainda se
tornam necessdrias, como por exemplo a verificacao quanto a possibilidade de flambagem nas barras
comprimidas (como serd visto em capitulo préprio), ou outro modo de falha qualquer. Isso pode
tornar necessdrias alteracoes subsequentes nas dimensoes.

Exemplo 5 - Forga peso em coluna

Considere uma coluna de concreto, como na Figura 3.16a, de altura L = 4 m, com &drea de segao
transversal de raio R = 200 mm, suportando o peso préprio e uma carga uniformemente distribuida
no topo com resultante F' = 10 kN. Determine a tensao normal média em funcao da distancia z da
secdo & base. A densidade do concreto é p = 2.300 kg/m?.

£
B 7 Y

-10

-21,34

AT » >
X Y (@ (b) © N(2) [kN]

Figura 3.16: Coluna do Exemplo 5 e diagrama de esfor¢os normais.

Solucao:

Normalmente, na resolucao de um problema, deverfamos primeiramente determinar as reagoes
nos apoios. Porém, como neste problema a barra possui apenas um apoio, é possivel aplicar o
método das se¢oes sem o conhecimento da reacao, bastando tomar o diagrama de corpo livre do
lado da estrutura que ndo contém o apoio. Assim, fazemos um corte na secao s, de coordenada z,
e tomamos o lado superior, como na Figura 3.16b. Ali temos indicadas todas as forcas atuantes: a
carga F', o esfor¢o na sec¢do, N(z), e a for¢a peso do segmento, P(z). O equilibrio de forcas é

Y F.— N.(2)+P(z)+ F=0. (3.33)
P(z) corresponde apenas ao peso do material acima do corte na coordenada z, isto é,

P(z) = pg(L — 2)A,

onde g é a aceleragao da gravidade. Assim, (3.33) produz

(N.(2) = —F — pgA(L — )| (3.34)

Essa equagao é plotada na Figura 3.16c. Para os dados do problema a funcdo toma a forma:
N.(z) = —21.340 + 2.835,4z, com z dado em metros e N, em Newtons, para Vz € (0;4)m. A
tensao média em cada se¢do também serd uma funcao de z, dada por

N.(2)  2.835,42 — 21.340

— _ 5
0.(z) = " 70,22 = 22.556 z — 1,698.10°.




3.4. Alguns problemas reais resolvidos por tensées médias 85

2

Essa também ¢ uma distribuicdo linear, uma vez que a drea A da secdo é constante. As tensoes
méximas e minimas ocorrem respectivamente na base e no topo:

0) = —1,698.10° Pa,
4)m = —7,95.10* Pa.

Omax — UZ(Z
z

Omin — UZ(

3.4.3 Usos da tensao cisalhante média - Pinos e chapas coladas

Consideremos alguns casos bastante comuns em estruturas de engenharia que sdo normalmente
analisadas através do conceito de tensoes cisalhantes médias. O primeiro caso é o das unioes
coladas, como visto na Figura 3.17a. Se usamos o método das segoes seccionando o conjunto na
interface colada, podemos gerar o diagrama de corpo livre mostrado na figura (b). A forga interna
na interface, o esforgo cortante V., deve equilibrar a forca externa F'. As tensoes cisalhantes 7,
distribuem-se na superficie de tal forma que sua resultante seja Vj, i.e., a equagao (3.26) é aplicavel.
Entretanto, a relagdo entre 7., e V. nao é simples. Usando métodos consistentes de solucao, sabe-se
que a distribuicdo de 7., na superficie ndo é uniforme, mas tem uma forma como aquela ilustrada
qualitativamente na Figura (c¢). Como forma de simplificar os procedimentos de cédlculo, usa-se a
tensao cisalhante média na drea, representada pela linha tracejada na Figura 3.17c. Claramente, a
tensao média é inferior ao valor méximo da tensao correta, que ocorre em algum ponto da regiao de
contato. Entdo, deve-se observar que o uso de tensoes médias exige o uso de coeficientes
de segurancga maiores, que compensem a falta de precisao no cdlculo da tensao aplicada.

Al B e

Figura 3.17: Distribuicao de tensoes reais 7., e média 7,4, numa uniao colada.

Uniao por pinos

Uma segunda forma cldssica de unido entre barras é aquela através de pinos, como na foto da Figura
3.18, que ilustra um caso simples de juncao de vigas através de abragadeira aparafusada. Nessa
juncao, por ter apenas um parafuso, deixa a barra livre para se rotacionar, funcionando como uma
rétula. Uma situagdo mais complexa é como na estrutura de vigas do edificio mostrado na Figura
3.4.3a. Nota-se no detalhe da figura (b), uma junta que une vigas horizontais, verticais e duas
diagonais. Nota-se que as vigas diagonais sao fixadas por dois e quatro parafusos, o que funciona
como um engaste, sendo capaz de transmitir momentos, o que confere maior rigidez a estrutura
como um todo.
Note-se que em estruturas de barras, os principais modos de falha sao:

e flambagem (instabilidade) nas barras comprimidas e
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Figura 3.18: Junta entre vigas, constituida por abracadeira aparafusada.

e falha nas juntas em torno dos pinos, nas barras tracionadas.
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A Figura 3.19 apresenta uma representagao esquemética desse tipo de junta. Diversos modos

de falha s@o possiveis, sendo que os principais sao os seguintes:

1. Cisalhamento no pino

Na Figura 3.19a temos uma indicagao das forgas aplicadas pelas barras sobre o pino. Clara-
mente outras forgas devem estar também sendo aplicadas, uma vez que o equilibrio
de momento do pino nao é satisfeito apenas pelo par de forgas resultantes F'. O
efeito do cisalhamento no pino pode ser imaginado com a ajuda da Figura 3.20b, i.e., o cisal-
hamento tende a gerar uma ruptura plana na se¢ao de interface entre as cargas aplicadas pela
superficie do furo na lateral do pino. A visualizagdo mostrada é apenas uma idealizacdo, uma
vez que uma eventual ruptura ocorre acompanhada de um campo de deformagoes preliminares
que é dependente das caracteristicas do material.

A Figura 3.20c mostra o esforco cortante na se¢ao transversal do pino, que coincide com a
interface das barras. Finalmente, a Figura 3.20d indica as tensoes cisalhantes 7 distribuidas na
secao. A distribuicao precisa dessas tensoes é complexa, de forma que geralmente os cédlculos
sao realizados usando a tensao média:

Vv

Toino = .
pino
Apino

(3.35)
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(d)

Figura 3.20: Tensoes cisalhantes no pino.

2. Falha na segao liquida da barra

Um diagrama da barra é visto na Figura 3.21b. O pino exerce uma forca F' distribuida na
borda do furo como ilustrado. Essa forca é a resultante de uma distribuicao de tensées normais
na se¢ao $1, indicada na figura (b). A tensdo normal média na segao liquida é dada por

F F
T = A = (3.36)

Ajiq € a drea liquida da segao, i.e., a drea de material no corte s; da Figura 3.21a, e h é a
espessura da chapa.

3. Rasgamento na borda

«—V=F]
81 Olig 1 F—>
- 1 AN == «— V=Fn
N
() ¢ (b) (©) ;:«“ 5

Figura 3.21: Tensoes na chapa. (b) tensdo normal na secao liquida; (c) tensdes cisalhantes de
rasgamento na borda.

Quando o furo é posicionado muito préximo da borda da barra, existe o risco de rasgamento
ao longo da sec¢ao sy (indicada na regiao hachurada na Figura 3.21a). No caso desse tipo de
falha ocorrer, toda a peca de material marcada nas figuras (a) e (c) é sacada da barra. O
esforgo cortante que se desenvolve na superficie ss equilibra a forca exercida pelo pino. A
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Figura 3.23: Dados do Exemplo 6.
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Figura 3.24: ReagOes nos apoios do Exemplo 6 e esfor¢o na haste.

ZFx — Rar — Rpcosa =0,
ZFy — Rpsena— Rpy — F =0,
> M} —  Rpcosa(1)-F (2)=0,

onde a = 45°. A solugao do sistema é: Rp = 28,3 kN, Rqy = 10 kN e Ry, = 20 kN.

O esforgco normal na haste é obtido pelo método das segoes, por um corte numa secao genérica
s, como visto na Figura 3.24(b), donde se obtém Npp = Rp = +28,3 kN. O conhecimento desse
esforco é fundamental, uma vez que essa é a forga transmitida através dos pinos e pela regiao central
da haste.
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Figura 3.25: (a) Pino no apoio B; (b) pino no apoio D.





