Capitulo 2

Tensoes - equacoes de equilibrio

2.1 Conceito de tensao

A necessidade de estabelecer uma medida do estado de solicitagao interna de um corpo levou &
criagao dos conceitos de vetor tensao e tensor tensao. Embora sejam inimeras as tentativas de
tornar estas abstracoes confortdveis ao entendimento, elas sao bastantes sutis e nada ébvias. Este
texto nao tem o intuito de apresentar toda a estrutura matemédtica que conduz & demonstragao
rigorosa da construcao destes elementos, mas visa mostrar uma forma ordenada que facilite sua
compreensao. Mais detalhes podem ser vistos em textos cldssicos como os de Malvern [67] ¢ Gurtin
[42].
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Figura 2.1: Dominio, contorno e esforcos externos.

Comegamos por identificar os tipos de solicitagoes que atuam sobre um corpo continuo ou sobre
partes deste:

1. Forgas de contato ou de superficie aplicadas pelo meio externo sobre o contorno
do corpo considerado. Sao forgas distribuidas, cuja unidade é forga por unidade de drea
[F/L?]. Como exemplo, se o corpo ou sistema considerado é o eixo de um motor, as forgas
aqui citadas correspondem as forcas de contato produzidas pelo mancal, por exemplo, além
das forgas provenientes dos elementos montados sobre o eixo - polias, engrenagens, rotores.
Denotaremos estas forgas por t(x). (Figura 2.1).

2. Forgas de corpo, também chamadas forcas de campo, sdo exercidas pelo meio externo
diretamente sobre cada particula do corpo. Estas forgas sao exercidas a distancia, sem contato
fisico. Forgas gravitacionais (peso préprio), magnéticas ou inerciais sdo as mais frequentes.
Neste caso, as acoes tem dimensdo de forca por unidade de volume [F/L3] e serdo denotadas
por b(x) (Figura 2.1).
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3. Forcas de contato ou superficie entre as diferentes partes do corpo em consideracao.
Estas agoes, cujas unidades sdo idénticas as das forgas t(x), sao denotadas por t(x). Esta
abstragao foi postulada originariamente por Cauchy e sua natureza tentaremos descrever a

seguir.
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Figura 2.2: Auxilio para o conceito de vetor tensao.

Consideremos um corpo B em equilibrio estdtico sob a agdo de uma distribui¢ao de solicitagoes
externas t e b como ilustrado na Figura 2.1. Se realizamos um corte no corpo, de forma a separa-lo
em duas partes, P, e P, entdo cada uma dessas partes também estard em equilibrio estdatico. A
Figura 2.2b mostra o diagrama de corpo livre da uma parte P, do corpo onde se coloca em evidéncia
a superficie S gerada pelo corte. O vetor normal unitdrio num ponto x desta superficie interna é
n(x). Ao redor deste ponto de S delimitamos uma drea AA, e chamamos AF a forca resultante
que o corpo P, exerce sobre P, nesta drea. Esta forca nao é necessariamente paralela ao vetor n(x).
O limite de AF /AA quando AA — 0 define um outro vetor denominado vetor tensao' t(x).
Entao, pode-se definir de maneira formal a tensdao num ponto de coordenadas x, agindo na drea
cuja normal é n(x), como sendo

. AF
= lim —.
AA—0 AA
O vetor tensao t(x) possui uma componente normal & superficie, denominada tensao normal o,

e uma componente paralela & superficie denominada tensao cisalhante o, como ilustrado na
Figura 2.3. Essas componentes podem ser calculadas por:

t(x) (2.1)

’a’nn:(t-n)n, o C:t—crm.‘ (2.2)

n

Para entender essas operacoes, basta lembrar que o produto escalar entre dois vetores, a - b, é igual
a componente de a na diregdo de b, (ou equivalentemente, a componente de b na direcao de a).
Assim, t - n é a componente de t na diregdo normal. A parcela cisalhante é obtida por adigdo

vetorial. Os médulos 80 |||l = (t-n) e [|onel| = v/ [It]|* = [|ennl|?, respectivamente.

As hipéteses de Cauchy admitem também que este vetor o,(x) varia continuamente com a
normal n. Isto é, se no mesmo ponto do corpo, de coordenada x, a inclinagcao do corte
for modificada, o vetor t(x) também muda. Veremos a seguir que t varia linearmente com
n ou, em outras palavras, que existe uma transformacao linear do vetor n que fornece o vetor t.
Esta transformacao linear define o chamado tensor tensao.

'Devemos observar que este conceito sé e possivel de ser formulado em virtude da hipétese que o corpo é um
continuo, isto é, cada ponto dele contém matéria. Caso considerdssemos o corpo como ele realmente ¢é, isto &,
particulado, & medida em que a drea fosse diminuindo, chegariamos a uma escala molecular, e fisicamente, chegariamos
a uma regiao do espago sem matéria.
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Figura 2.3: Vetor tracao numa superficie orientada segundo o vetor n e suas componentes normal
e cisalhante a superficie, o, € opc.

2.2 Tensor tensao

Tomamos novamente o corpo genérico B e no ponto de x realizamos trés cortes paralelos aos planos
cartesianos, com normais e, ez, es. Nesse ponto X, as forcas por unidade de drea, isto é, os vetores
tensao atuando nas trés faces com normais e, ez, e3 sao, respectivamente, t,, t, e t3. Como os
trés planos passam pelo ponto x, sua visualizacdo gréafica pode se tornar confusa. Assim, é usual
representar graficamente tais vetores tensao num paralelogramo com suas faces orientadas ao longo
dos vetores da base, como ilustrado na Figura 2.4a. Nota-se, entretanto, que se trata de um reurso
grifico, dado que os trés planos citados passam pelo ponto x.
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Figura 2.4: (a) Vetores tensaol; (b) componentes de tensao.

Os vetores tensao t; (j = 1,2 ou 3) atuam sobre as trés faces anteriores desse paralelogramo, nas
diregOes positivas dos eixos cartesianos. Como ilustrado na Figura 2.4b, cada vetor tensao possui
trés componentes nas diregoes cartesianas: uma normal e duas cisalhantes. Assim, as componentes
desses trés vetores tensao sao as nove componentes do tensor tensao, o;j, (i e j = 1,2 ou 3). De
forma puramente construtiva, as componentes de tensao sao obtidas pela seguinte operacgao

ol = t; ®e;
0-11 021 031
= oy, ¢{100}+¢ 0, {01 0}+X 0, {001}
g g g

23 33

011 Oy Oy
= 012 O3y Ogp . (2’3)

g o

13 23 33

Este tensor tem a propriedade que, aplicado sobre qualquer um dos vetores cartesianos, fornece o
vetor tensao que atua no plano perpendicular ao vetor cartesiano usado. Por exemplo, para um
vetor e, 7 = 1,2 ou 3,

a’Tej = (0'7;®ei)ej:ai(ei-ej):aiéij :tj . (2.4)
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Por exemplo, para a face normal a e;, o vetor tensdo atuante tem componentes

- 011 021 O3 1 011
o €1 = 015 0Oy O3 0 = 2P = t1,
013 033 O33 0 043

E importante destacar que as faces opostas dos cortes, isto €, os planos cujas normais sao, respec-
tivamente, —e;, —eg e —e3, também estao sujeitas a vetores tensao que, obedecendo ao principio de
acao e reacao, possuem sentido oposto aos primeiros, isto &,

tl(—el) = —tl, t2(—eg) — t2 [§] t3(—€3) = —tg. (2.5)

Essa propriedade é totalmente consistente com a definicio de o’ em (2.3) e sua propriedade (2.4).
Efetivamente, se operamos o tensor o/ do ponto x sobre o vetor normal —e;, temos

T 011 Oy Oz -1 —O0n
o (_ej) = | O Oy Oz 0 = —01s =—t.
013 033 033 0 —033

E possivel observar que os elementos situados na diagonal principal da matriz sdo componentes
normais aos planos onde atuam, e por isto denominadas tensoes normais. De forma semelhante,
as componentes situadas fora da diagonal sdo componentes paralelas a estes planos e portanto
denominadas tensoes cisalhantes.

As notagoes usadas na bibliografia para escrever este tensor respondem as mais variadas prefer-

éncias. Além disso, serd visto em breve que o tensor o é simétrico e portanto se escreve, por
comodidade,

O11 012 013 Oxx Ogxy Oxz Ox Tzy Tzz
T
0" =0=| 021 022 023 | = | Oyz Oyy Oyz | = | Tyz Oy Ty | - (2.6)
031 032 033 Ozx Ozy Ozz Tze Tzy Oz

onde os termos designados por 7 (tau mindsculo) indicam as componentes cisalhante e ¢ (sigma
mintsculo) indica as tensées normais.

As equacoes de equilibrio, deduzidas a seguir, permitirdo relacionar este tensor com os vetores
tensao atuando em planos de corte arbitrarios.

2.3 Equacoes de equilibrio

Considere um corpo arbitrédrio, e considere uma parcela arbitraria dele, delimitado por um volume
arbitrdrio €2, com superficie I'. Considere que que o corpo esteja sujeito a acao de forgas de corpo
e de superficie. Dado que b é a forca de corpo por unidade de volume atuando num ponto de
coordenada x, tem-se que b(x)d2 ¢ um elemento infinitesimal de vetor forga. t é o vetor tensao,
com unidade de forga por unidade de drea, atuando num ponto do contorno cuja normal é n, de
forma que t dI' é um elemento infinitesimal de vetor forca. A forga total aplicada sobre o corpo
é obtida simplesmente adicionando (integrando) estas forgas sobre todo o corpo. De forma similar
ocorre com os momentos. A segunda lei de Newton relaciona a somatoéria de forcas que atuam sobre
o corpo com as aceleracdes sofridas, de acordo com as equagoes de equilibrio?:

20 termo equilibrio significa, neste contexto, satisfacdo do balanco de forgas. A observacdo ¢ feita pois, rigorosa-
mente, um corpo submetido a aceleracao nao estd em equilibrio. Por isto esta equagao é tambem intitulada de
equacao de movimento do corpo ou equagao de equilibrio dindmico.
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d
Forgas = —— /bdQ+/tdF:/pV dQ (2.7)
Q r o dt
d
Momentos — /Xxbdﬂ+/xxtdfz/xxpvdﬂ. (2.8)
Q r Q dt

Nestas equagoes, o operador “xj indica produto vetorial, p é a densidade do material e v a velocidade
de um ponto. Enquanto o lado esquerdo das equacoes corresponde a somatéria de forcas e momentos
aplicados sobre o corpo, o lado direito quantifica as forcas e momentos de inércia.

Como estas equagoes de balango devem ser satisfeitas em toda parcela do corpo, pode-se tomar
um ponto p no interior de Q e constroem-se em torno deste um tetraedro de dimensdes finitas?
como o da Figura 2.5, apenas pequeno o suficientemente para que esteja totalmente contido em (2.
Consideremos que a face inclinada se encontra definida pela normal n e que A é uma das quatro
alturas do tetraedro. Considere n com componentes {ni, ns, nz}. Entao, n; por exemplo, ¢ um dos
cossenos diretores de n, isto é, n; é o cosseno do angulo entre n e o eixo x. Isso permite escrever

h = mnl,
= @RQ,
= OCng, (2.9)

onde OA é o comprimento do segmento OA. O volume do tetraedro pode ser escrito de quatro
diferente formas, dependendo de qual altura se tome:

1 1— 1—— 11—
=—hA=-0AA; =-0OBAy, = - As. 2.1
1% 3 30 1 30 2 300 3 (2.10)

Substituindo h de (2.9); em (2.10);, e igualando o resultado a (2.10)2 obtemos An; = Aj.
Seguindo procedimento semelhante para as outras faces, obtemos

A1:An1, AQIA’H,Q, A3:A7’Lg. (211)

Figura 2.5: Tensoes no tetraedro de Cauchy.

Define-se t como o vetor tensdao atuando na face do tetraedro cuja normal é n, e (—t;) sao
as tensoes atuantes nas correspondentes faces de normais (—n;). Aplicando a condi¢ao (2.7) de

3 A expressao ”finita” usada na literatura tem um significado que representa ”finitesimal”, em oposicdo a ”infini-
tesimal”, isto é, finito é algo com dimensdes mensurdveis, nao diferenciais.
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equilibrio linear sobre o tetraedro, temos

/Al (—t1) dA+/A2 (—t2) dA+/A3(—t3) dA+/At dA+/Vde:/VpCClZZ Q. (2.12)

Os vetores t;, t e b variam ao longo das faces e do volume. Porém, o teorema do valor médio
(3] )

permite afirmar que existe um ponto de coordenada x; no interior de cada face 7, e um ponto de

coordenada x; dentro do volume, tais que

fA.(—ti) dA = —A; ti(x;) x; pertence & face t = 1,2 e 3.
Ja, t dA = —At(x,), x, pertence a face inclinada,
JybdV =-Vb(x,) . Xp € um certo ponto no volume.

Substituindo estes resultados na equacao de equilibrio se obtém

dv
—t1(x1) A1 — ta(x2) A2 — t3(x3) A3 +t(x,) A+Db(x) V = ’OEV'

Tomando os A;’s de (2.11) temos

dv

—tl(Xl) Ani — tg(Xg) Ang — tg(Xg) Ang + t(Xn> A+ b(Xb) V= p%V (2.13)

Divide-se pela drea A e observa-se que, de (2.10);, V/A = h/3. Logo, para o limite quando h — 0,
temos que V/A — 0 e x;, X, X — X. Assim, a equagao acima resulta em

[£(%) = n1ta(x) + nata(x) + nats(x) | (2.14)

Esta equagao coloca em evidéncia que o vetor tensao t depende linearmente de n. Portanto,
considerando a transformacao linear (tensor) definida em (2.4), t; = o' e;, pode-se escrever

t = nla'Te1+n2Ta'e2+n§ae3,

o

= o' (nie; +ngex +nge3) =| t(x)=o'n (2.15)

Assim, o tensor o, denominado tensor tensao de Cauchy, tem a propriedade de, quando operando
sobre um vetor normal a um plano de corte, fornecer o vetor tensdo t atuando neste plano. Note
que estas expressoes sao validas mesmo em problemas dindmicos. Isso porque, em (2.13), o termo
de inércia também desaparece naturalmente no limite, da mesma forma que o termo associado a
forga de corpo.

Componentes normal e cisalhante a uma superficie

O vetor tensao t pode ser decomposto em dois outros vetores, sendo um deles na dire¢ao normal
a superficie, de médulo o, e o outro sendo tangente a superficie, com médulo 7. (Nota-se que 7
atua numa das infinitas dire¢oes ¢ tangentes a superficie.) Assim, formando um triangulo retangulo
como na Figura 2.6, temos

t =on + 7c, onde o=t-n e 7=t-c. Logo, |t|*=0c%+ 72, (2.16)

0 que permite obter o cisalhamento 7 a partir de o e da orientacao n da superficie.

2.3.1 Equacao de equilibrio num ponto do contorno - condicoes de contorno

Quando a face inclinada do tetraedro se encontra no contorno do corpo, o vetor tensao nesta face é
o proéprio carregamento externo t aplicado na superficie. Neste caso, a equagao de equilibrio (2.15)
toma a forma de condigao de contorno:

o'n =1t(x) vx el (2.17)
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Figura 2.6: Componentes normal e tangente de tensdo em um plano arbitrario.

onde n ¢ o vetor normal a superficie do corpo no ponto x considerado. E conveniente ressaltar
que esta equacao é vetorial, o que corresponde a 3 (trés) equagoes algébricas, sendo que t ¢ um
carregamento conhecido e as seis componentes de tensao, o, sao incégnitas. Em notacgao indicial as
componentes dessa relacao podem ser escritas como,

ojinj =1t para i = 1,2 ou 3, (2.18)

ou, em notagao aberta,

yA

X

Figura 2.7: Componentes de tensdes no plano xy, numa superficie inclinada em torno do eixo z.

o11n1 +oa1ne +o3ing = ty,
012N + 092N + 030n3 = to,
o13n1 + o93no + o33ng = i3, (2.19)

ou ainda pode ser usada a forma:

OxNg + TyzNy + TzzNy = le,

TayNa + OyNy + ToyNy = ty, (2.20)

TazNg + TyNy + 0,10, = t,.

Essas equagoOes estabelecem, num ponto de contorno, o equilibrio entre as forcas por unidade
de 4rea aplicadas e os esforcos internos (tensoes). Note que, em (2.20), as tensoes ¢, e t, aplicadas
sobre o corpo tem unidade de for¢a/drea, da mesma forma que as tensoes do lado esquerdo.

As equagoes (2.20) podem ser simplificadas para o caso em que o contorno ¢ tal que sua normal
¢ contida no plano xy, como ilustrado na Figura 2.7. Assim, n, = cosa, n, = sen «, e n, = 0, onde
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a é o angulo de orienta¢ao da normal ao contorno. Nesse caso as eqs.(2.20) simplificam-se para:

O3 COS QU+ Ty SEN @ = ty, (2.21)

Ty COSQ + 0y SEN (0 = 1y,

2.3.2 Equacgao de equilibrio dindAmico num ponto do interior do corpo

Consideramos agora o equilibrio de forgas num ponto interior ao corpo. Reescrevemos a equagao
(2.7), de equilibrio dinAmico de uma regiao arbitraria 2 do corpo:

/th+/bdQ / av

Substituindo o vetor tensdo t = o' n, (eq.(2.15)), e usando em seguida o teorema do divergente no
primeiro termo, tem-se:

/divaTdQ+/bdQ:/ oo = /<d1vo’ tb- pdv> dQ = 0.
Q Q Q Pt Q dt

Como esta integral deve ser satisfeita para qualquer parcela do corpo, o integrando deve ser nulo:

V. oT4b=p2Y (2.22)

Essas sao as equagoes diferenciais de movimento do elemento diferencial de massa dm = pdV,
localizado na coordenada x. Em notacao indicial, as componentes cartesianas desta equacao vetorial
sao

d’Ui
ojij tbi =P (2.23)
e em forma estendida as trés equacdes ficam:
doy1 | Oo91 | Dosy dvy
+ bl = P—>
dr1  Oxp  Ox3 dt
o1y | Ooay | Oosy dvy
bo = p— 2.24
al‘l + (‘9952 + axg +02 p dt7 ( )
Oo13 | Oosz | Oosy dus
be = p—2
8:151 + 81:2 + 8273 + 3 p dt7
ou ainda podem ser postas na forma:
00 4z n 0Tz n OT 2z h— dvg
Ox oy 0z =P
OTyy  Ooyy  OTy dvy
by, = p—= 2.25
8x+8y+8z+y P (2.25)
OT s n 0Ty 4 00, p = dv,
oz y 0z P

No caso estatico, quando as aceleracoes sao muito pequenas ou nulas, o lado direito é considerado
nulo, e as equacgoes sao conhecidas como equagoes de equilibrio estédtico, ou simplesmente equacoes de
equilibrio. No caso dindmico geral, essas sao as chamadas equagoes do movimento, ou equagoes
de equilibrio dindmico, ou ainda equagoes locais de equilibrio.
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2.3.3 Equilibrio de momentos - simetria do tensor tensao

A dltima condigdo de equilibrio a ser satisfeita é o balanco de momentos:

d
/xxbdQ+/xxtdI‘:/xxpde,
% r 0 dt

onde x é o vetor posicao que representa o brago de alavanca do momento de cada forca, em relacao a
origem do sistema de coordenadas. (Note que se poderia ter escolhido qualquer ponto de referéncia
para fazer o cdlculo dos momentos.) Essa relagdo pode ser aberta e desenvolvida da seguinte forma:

d
/ €ijk Tj by, dQ) + / €ijk Tty dl' = / €ijk Tj % dsQ, (usar (2.15) p/ tk)
Q r Q
d
/ €ijk Tj b A2+ / eijk Tjoppmy dl' = / €ijk Tj % dS),  (usar teorema do div)
Q T Q

d
/ leijk T b + (eijpxj o) 4] dQ = / €ijk Tj % dS,  (usar regra da cadeia)
Q Q

dv
/ leijh Tj by + (€ijk x4 o)) dS +/ €ijk Tj Ol d) = / €ijk Tj =% a0,
Q Q Q dt

d
/ €ijkT; <bk + oy — vk) ds2 +/ (eijkxj,l O’lk) dQ) = 0, (usar eq. do movim. (2.15))
Q Q

dt
=0
/(eijkij Ulk:) dQy = 0, :>/ (eijk Ujk) d2=0
Q Q
(A dltima operagao foi feita porque x;; = dj;, e dj;00 = 0jx.). Dado que esta ultima igualdade

deve ser vilida em qualquer porcao do corpo, o integrando deve ser nulo em qualquer ponto, isto é,
eijk 0k = 0. Isto representa trés equacoes algébricas, para ¢+ = 1, 2 e 3. Tomemos por exemplo a
equacao de equilibrio na direcao 3, isto ¢, i = 3. Por defini¢ao, o operador permutagao e;;; ¢ nao
nulo apenas se os trés indices forem diferentes. Entao a equacao reduz-se a e;12 012 + €01 021 = 0.
Mas, como e3;2 = +1 e ega; = —1, segue-se que se 012 — 021 = 0. Repetindo a operagao para as
diregoes ¢ = 2 e 3, tem-se que, em geral,

P— (2.26)

Isto significa que o tensor de tensées é simétrico: o = o’

2.3.4 Equagoes de equilibrio - dedugao simplificada

As deducoes apresentadas nas secoes acima, para equilibrio de for¢cas e momentos de pontos no
interior do corpo, sao dedugoes efetuadas de forma consistente com a teoria da mecénica do con-
tinuo. Entretanto, elas podem ser obtidas através de procedimentos intuitivos, que permitem uma
compreensao mais clara, como mostrado a seguir.

De forma a simplificar a exposicao, consideramos apenas as componentes de tensdo que atuam
no plano z-y, como indicadas na Figura 2.8. Partimos da constatacao de que existe um gradiente de
tensdes, de forma que o valor de cada componente de tensao muda ponto a ponto. Na figura temos
um elemento diferencial de dimensoes dx X dy x dz. Por exemplo, se na face esquerda atua uma
componente com valor o,, na face direita, localizada a uma distancia dx, o valor da componente
serd distinto, igual a o5 + (0oz,/0x)dx. Note que a face esquerda tem normal (—e;) e portanto, a
tensao tem sentido oposto aquela em uma face com normal e,, como a face & direita. Da mesma
forma temos as demais componentes variando nas outras diregoes do bloco. O equilibrio de forgas
nas direcoes x e y é representado por
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yT Asy+d5y
t, +dt,

t,, +dt

-—--a > > ——
A Sx V by S,t+ds,

<
<

txy/,i ........................... S
Sy
dx 4

Figura 2.8: Representagao de um estado plano de tensdes (componentes de tensao nulas na diregao

;

SNF, — —oxdydz+ <0m + a;xxdac> dy dz — Ty,dz dz
aTyx B dv,
+ <Tyx + B dm) dy dz + b,dV = pﬁ

Y F, — —oydrdz+ <0y + a;yydy) dx dz — Tydy dz

v,

+ <7'xy aaxydy) dx dz + bydV = pddde

onde dV = dz dy dz é o volume diferencial e b, e b, sao as componentes das forcas de corpo.
Algumas simplificagOes sao imediatas e, uma vez que dV # 0, podemos dividir ambas as equagoes
por dV, o que resulta em:

\

0o,  OTys duy
biﬂ =P
oz y dt (2.27)
OT 2y n Ooy b % '
Ox oy v g

que sao as equacgoes diferenciais de movimento para um estado plano de tensoes. O
procedimento acima pode ser refeito facilmente para um estado triaxial de tensoes, o que resultara
nas equagoes (2.25) obtidas anteriormente seguindo um procedimento consistente.

A simetria do tensor tensao também pode ser deduzida usando os mesmos argumentos in-
tuitivos usados acima. Consideremos por exemplo uma das componentes de momento, M., por
exemplo. Observando a Figura 2.8 para as componentes de um estado plano de tensées, os momen-
tos, em relagao ao eixo paralelo a z passando pela origem do sistema de coordenadas, sao:

dy 80';5$ dy 8ny
Oredy dz < 5 > — <0m e w> dy dz < 5 > — <ny + By dy | dx dz (dy) —
oyydx dz <d;> + <0yy + 8;;3/6@) dz dz (d;> + (oxy + ((?f,,dx> dy dz (dx) —
dy dr\  dv, dy dv, dx
de( )—i—de( ) dth<2) dth<2>

Primeiramente, termos que contém dz? ou dy? sdo eliminados como infinitésimos de ordem superior,
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em comparacao aos demais termos. Com isto restam apenas os seguintes termos:

(Ogy — Oyz) dx dz dy = 0.

Uma vez que dzdydz = dV # 0, segue-se que 0y, = 04y. O mesmo procedimento pode ser realizado
para os planos yz e xz, resultando que oy, = 04y € Oyy = 04y, como jd mostrado na secao 2.26.
Note que, de fato, a simetria do tensor tensdo independe da auséncia de forcas de corpo e de
inércia. A deducdo acima chegaria aos mesmos resultados mesmo que tivéssemos incluido todas as
componentes de tensao de um estado triaxial, em vez de usar apenas as componentes do estado
plano.

2.4 Mudanca de base - tensoes principais

Como foi comentado no Capitulo 1, o tensor tensao ¢é invariante em relagao ao sistema de coorde-
nadas, mas sua representacdo em componentes depende do sistema. A transformacdo de compo-
nentes de tensao de um sistema cartesiano para outro segue regras idénticas aquelas j& apontadas
na secao 1.4 (pégina 16). Admitindo duas bases de vetores unitdrios {ei,e2,e3} e {€1,€2,€3}, a
matriz de rotagdo R tem componentes definidas por R;; = €; - ;. Esta matriz permite transformar
componentes de um vetor do sistema {e;} para o sistema {€;} por:

{a} = [R] {u}. (2.28)

Consideramos um ponto no corpo e um plano que passa por esse ponto, com normal dada pelo vetor
unitdrio n. Nesse ponto e nesse plano, as componentes do vetor tensao t em relagao a base {€;} sao
dadas por (2.15):

rotacionar {n} e {t} usando (2.28)

[o][R]{n} = ,[R] {t} , pré-multiplicar por R™1 2.0
[R]_l o] [R]{n} = {t} , usar ortogonalidade: R™! = RT (2.29)
R)" [o] [R] {n} = {t} , = [o]{n} = {t}],
permitindo identificar a relagao
o] = [R)" [o] [R] (2.30)

que é a expressao buscada para a transformacgao de coordenadas das componentes do tensor
tensao.

O préximo conceito, de tensoes principais, é associado a seguinte questao: dado um ponto de
coordenada x mo corpo, serd possivel identificar um plano de corte que passe por este ponto, com
normal n, tal que neste plano sé existam tensoes normais (tensoes cisalhantes nulas)? Considerando
a Figura 2.9, observamos que, se a superficie for orientada tal que t nao tenha parcela cisalhante,
entdo t é normal & superficie, isto €, t € um vetor paralelo a n. Assim t é idéntico a n exceto pelo
comprimento, um escalar A ainda a ser determinado. Isso pode ser representado matematicamente
como t = An. Usando (2.15) e a propriedade de simetria de o,

on =\n, (2.31)

onde o é o tensor tensao. Se existir uma direcao n com essa caracteristica, ela é denominada uma
direcao principal de tensao e o escalar A que indica o médulo do vetor resultante e a tensao
principal nesta direcao.

Para verificar a existéncia destes elementos é preciso tentar resolver o sistema acima. Operando
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X3

Xy

X5

Figura 2.9: Vetor tensao normal a superficie: componente cisalhante nula.

com a matriz identidade 1,

on = A\n,
on = M\ln,
on—-\ln = 0, = (c—A1)n = 0. (2.32)
A

Se considerarmos a matriz A = (6—\1), temos entdao um sistema algébrico A n = 0, onde buscamos
as trés componentes de n. Da teoria de dlgebra linear sabe-se que um sistema desse tipo sé tem
solugéo nao nula caso a matriz seja singular, isto é, se possuir determinante nulo. Assim, estamos
& procura de um particular valor de A que torna nulo o seguinte determinante:

det (6—\I) = 0. (2.33)

Este problema é conhecido como um problema de autovalores e autovetores. Em forma aberta
esse problema fica:

(0’11 — )\) 012 013
det 012 (022 — )\) 093 =0. (2.34)
013 023 (022 = A)

O célculo explicito deste determinante resulta num polinémio cibico em A, denominado equagao
caracteristica, com a forma
MNP X+ DL\—13=0, (2.35)

onde I1, Is e I3 sao chamados invariantes de tensao. Esse nome deve-se ao seguinte fato: uma vez
que as tensoes e diregoes principais sao propriedades intrinsecas do tensor tensao, elas nao podem
depender do sistema de referéncia usado para representar as componentes de tensao em (2.34).
Como os tensoes principais (as raizes de (2.35)) s6 dependem dos I’s, o valor desses I's também nao
podem depender do particular sistema de coordenadas usado, sendo portanto invariantes de tensao.
Isso indica que o seu célculo terd o mesmo resultado qualquer seja o sistema de coordenadas usado
para descrever o. Assim, para eixos cartesianos 1 — 2 — 3 arbitrarios,

Iy = o11+022+o033=04=tro,
I = —(011022 + 022033 + 011033) + 012021 + 023032 + 013031,
1 1 2
= §(aijaji—aimjj):§(a’:a—(tra)),
2 2 2
Ig = 011022033 — 011093 — 022013 — 033019 — 012023013 = deto. (2.36)

O operador trago de um tensor ¢é definido de tal forma que sua operacao resulta em:

tr o =011 + 022 + 033, (2.37)

isto é, o traco de um tensor é a soma dos termos da diagonal da matriz de componentes.

Dado que a matriz o é simétrica de componentes reais, prova-se que o polinémio caracteristico
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(2.35) possui trés raizes reais o1, o2 e 03, denominadas tensoes principais, cada uma destas associada
a uma direcdo principal n', n? e n®. Prova-se também que se as trés raizes forem distintas, os
autovetores associados sao ortogonais. Caso um par dos autovalores seja idéntico o conjunto de
direcoes principais pode ser tornado mutuamente ortogonais usando o método de ortogonalizagao
de Gram-Schmidt e, em seguida, normalizado (conforme descrito na segao 23.4, pagina 640).

A diregao principal indica o plano onde atua a correspondente tensao principal. O célculo de cada
uma destas diregoes deve ser feito com a ajuda da equagao (2.32). Por exemplo, para determinar

n'! substitufmos o primeiro autovalor (tensdo principal) o1 no lugar de A:

(011 —01) 012 013 ni 0
o12 (022 — 01) 023 ny p=¢ 0 5. (2.38)
013 023 (022 — 01) n3 0

Devemos notar que este sistema nao tem solugao tnica, uma vez que o valor de oy foi calculado de
forma a tornar a matriz singular, e portanto apenas duas das trés equagoes em (2.38) sao linearmente
independente e existem trés incégnitas. A solugéo é obtida adicionando uma equacao extra, que

impde que cada vetor tenha médulo unitario. Por exemplo, para o vetor n',

() + (nd)" + (nd)* = 1] (2.39)

O resultado é um vetor unitério na direcao principal. Este procedimento pode ser repetido para
a segunda direcdo, n?. Se oy # o1, automaticamente n? serd perpendicular a n'. Do contrario,
utiliza-se o método de Gran-Schmidt, para obter um novo vetor n? que seja perpendicular a n'.
Uma vez obtido os dois primeiros autovetores, o ultimo é obtido simplesmente identificando o vetor

ortogonal ao plano formado por eles, isto é:

n® =n! x n? (2.40)

Mas, que significam afinal estas tensoes e diregoes principais? Por definicdo, sao as diregoes
para as quais as tensoes cisalhantes sao nulas. Por outro lado, é possivel demonstrar que estes
s@o0 os valores extremos (mdximos/minimos) que as tensoes podem atingir no ponto para os todos
os diferentes possiveis planos de corte. As tensoes cisalhantes maximas, por outro lado, sdo
dadas pelas maximas diferencas entre as tensoes principais: |01 — 03| /2, |01 — 03|/2 € |02 — 03]/2.
Os planos onde as tensoes cisalhante médximas atuam se encontram a 45° em relagdo aos planos
principais.

Se estabelecemos um novo sistema de coordenadas onde os vetores da base sdo os préprios vetores
{nl, n?, n3} das direcOes principais, as componentes do tensor tensao sao

cr 0 O
oc=| 0 o2 O (2.41)
0 0 o3

onde, claramente, os vetores tensao atuando em cada uma das novas diregoes cartesianas (principais)
Sa0:

o1 O 0 1 1 01

0 oo O 0| = 0 |,
| 0 0 o3 | 0 ] | 0 |
(o1 0 0 ][0] [0 ]
0 g2 0 1 = g2 ’
| 0 0 o3 | 0 ] | 0 |
[ o1 0 0 ][O0] [0 ]
0 o2 O 0 = 0

_O 0 0'3__1_ _0‘3_
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Uma particula submetida a um estado de tensoes com as trés tensdes principais iguais (trés
autovalores iguais) corresponde a um estado de pressao hidrostatica, semelhante ao que acontece
a uma particula imersa num um fluido em repouso. O tensor de tensoes ¢ um multiplo do tensor
identidade e vetor tensao permanece sempre normal & superficie de corte e do mesmo tamanho para
qualquer plano.

Se o estado de tensoes possui dois autovalores (tensdes principais) iguais, significa que, nas
direcoes coordenadas dadas pelos autovetores associados a estes autovalores, o vetor tensao serd
sempre normal e do mesmo tamanho para qualquer plano obtido pela combinacao destas duas
diregoes principais. Se, finalmente, existem trés autovalores diferentes, entao existem trés e tao
somente trés direcoes principais para as quais o vetor tensao é normal ao plano.

No caso particular em que uma das tensbes principais é nula, temos um estado plano de
tensoes. Orientando devidamente o sistema para que eg esteja alinhada com esta direcao principal,
o tensor tensao toma a forma geral

o11 o012 O Or Tzy O
o= |02 022 0 |=]|Ty oy O . (2.42)
0 0 0 0 0 0

Finalmente, se duas das tensoes principais sao nulas, temos o estado de tensoes uniaxial,
representado pelo tensor na forma

2.4.1 Circulo de Mohr - 3D

A determinacdo das componentes do tensor tensdao numa nova base, dadas as componentes numa
base antiga ¢ realizada de forma direta com o uso da relagao (2.30), enquanto a computacao das
tensoes e diregbes principais ¢é feita através da aplicagao de (2.34) e (2.40) respectivamente. En-
tretanto, é sabido que todas essas relacoes possuem cardter intrinsecamente trigonométrico. Mais
especificamente, elas estdo associadas ao chamado circulo de Mohr?, cuja teoria passamos a fazer
um breve sumério. Observe que o circulo é uma representacao gréfica, visual, do processo de trans-
formacao, o que permite uma interpretagao qualitativa pelo engenheiro. A determinacao de valores
numéricos é feita, em geral, diretamente através das equagoes, embora até os anos 1970 fosse ainda
comum a computacdo grafica através de medi¢Ges no circulo feito em escala .

Suponhamos que os eixos z,y, z coincidam com as dire¢oes principais, de modo que a matriz
de componentes do tensor tensao seja diagonal como em (2.41). Consideramos uma superficie com
orientacao arbitrdria definida pelo vetor normal unitdrio n. A componente de tensdao normal &
superficie é dada pela eq.(2.16), que toma a forma HtH2 =024+72 ondet = o'n = oyme; +
oonses + o3nges, tal que a componente normal é

o = t-n,
_ 2 2 2
= o1n] + oans + o3n;. (2.43)
Entao, a eq.(2.16) fica:
||t||2 =02 472, — o?n? + o3n3 + agng. (2.44)
O vetor n ¢é unitédrio, isto &,
n?+n3+ni=1 (2.45)

‘Devido a Otto Mohr, aleméo, 1835-1918.
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LA

Figura 2.10: Circulos de Mohr para um estado triaxial de tensoes.

Se consideramos dados os valores de o e de 7, as trés equagOes acima constituem um sistema
algébrico para as incégnitas ni, ng e ng, que pode ser posto em forma matricial como:

o1 03 03 n? On
o2 03 o3 ni »=1< o?+7% 3. (2.46)
1 1 1 n3 1

A solucao do sistema para o caso em que o1 # g9 # 03, €:

(0 —02)(0 —03) + 72

(01 - 02)(01 - 03)

(0 —0o1)(o —03) +72
(02 — 03)(01 — 02)

(0 —o1)(0 —03) + 72

2 _
I P F (2.47)

=N

o= -

Agora, observamos que os n]2 sao valores nao negativos. Entao, se as tensoes principais sao

ordenadas de forma
01 > 092 > 03, (2.48)

obrigatoriamente os numeradores em (2.47) devem ser tais que

(0 —02)(0c—03) + 72
(0 —01)(0 —03) + 72

(0 —o01)(oc—09) + 72

IV IA IV

0. (2.49)

E possivel demonstrar que as trés igualdades associadas representam as equacoes de trés circulos,
como ilustrados na Figura 2.10. As equagoes indicam que, para que um par de componentes (o; )
representem um estado de tensoes fisicamente possivel, eles deverdo ser tais que satisfacam as
trés desigualdades (2.49). A figura representa esse conjunto de valores possiveis como uma regiao
sombreada e delimitada pelos trés circulos.

Uma demonstracao de que as igualdades (2.49) representam circulos pode ser feita como segue.
Consideremos uma das igualdades, a terceira, por exemplo, que envolve as tensoes principais o1 e
oy. Suponhamos que, de fato, (o; 7) represente um ponto de um circulo num diagrama com eixos
o e T, como na Figura 2.10. O ponto ¢ é o centro do circulo, com coordenada o, = (01 + 02)/2, e
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@ (d) ®

(b) (©

Figura 2.11: Visualizacao de componentes de estados plano e triaxial de tensoes, em dois sistemas
de coordenadas.

cde & um tridngulo retangulo, com hipotenusa R = (01 — 03)/2. Assim a relacao de Pitdgoras fica:

R? = EQ—I—%z, isto &,

01— 02 2 o1+ 02 2
L2 — _21trr2 2
( . ) <a ! )+T.

Expandindo os quadrados e simplificando, obtemos

02+72—|—0102+0(01—02):0,

que é exatamente o lado esquerdo de (2.49)s.

2.4.2 Circulo de Mohr para rotacao plana

Consideremos o caso particular em que a transformacao de coordenadas seja feita apenas por uma
rotacao em torno de um dos eixos, por exemplo, o eixo 3. Entao o vetor normal & superficie é
contido no plano zy, e tem n3 = 0. Nesse caso, a desigualdade de (2.49)3 reduz-se a igualdade. Isso
significa que as possiveis componentes (¢; 7) devem situar-se precisamente sobre o circulo do plano
01 € 09 indicado na Figura 2.10.

Consideramos aqui um sistema de eixos xyz arbitrdrio, ndo necessariamente alinhado com as
diregoes principais, de forma que o tensor tensao é completo, ndo necessariamente diagonal. Con-
sideramos um segundo sistema, Zyz definido por uma rotagdao o em torno do eixo z. Entao a matriz
de rotacao ¢ aquela dada em (1.54), na pégina 17. A férmula de rotagao do tensor tensao, eq.(2.30),

toma a forma [o] = [R] [o] [R]”. Efetuando as operacdes obtemos:
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Oz = 0102 + 27'xysc + ay32 , Tzz = TzzC+ TyzS

oy = 0p8% — 27Ty SC + ayc2 , Tgz = TyzC— Tg2S (2.50)
_ 2 2 _

Tz = (Oy — 0g)sC+ Tay(c® — %) , Oz =0 .

onde ¢ = cosa e s = sen a. As componentes no plano xy sao ilustradas na Figura 2.11 para um
ponto genérico do corpo.

A representacio grafica da transformacao de tensoes no caso de um estado plano de tensoes
(Tar = Tyzs =0, = 0) para a rotagao acima é feita através dos circulos ilustrados na Figura 2.10. O
procedimento gréfico é descrito a seguir, com o auxilio das Figuras 2.12 e 2.13.

Ta

»
<4

»
»

(o, +0c))2

&
<

.

Figura 2.12: Construgao do circulo de Mohr.

1. Construir os circulos. Para isto, o estado de tensoes deve ser conhecido no sistema xyz, na
forma (2.42). Tracam-se num plano cartesiano o x 7 dois pontos, de coordenadas X (04; Tay)
e Y(oy; —Tzy). Devido as propriedades trigonométricas das equacoes, esses pontos situam-se
diametralmente opostos no circulo, como ilustrado na Figura 2.12.

2. Traga-se o circulo definido por esses pontos, como na Figura 2.13. Esse circulo define os
valores das tensOes principais o1 e o2. Como o3 = 0, pode-se tracar os demais circulos.
Aqui abandonamos o ordenamento indicado em (2.48), de forma que faremos o1 > o3, porém
pode-se ter g9 < 03.

3. Para uma rotacgao de eixos de um angulo « anti-hordrio como na Figura 2.11, os novos eixos
Zy sao obtidos por uma rotagao 2« , em sentido hordrio a partir dos eixos CX e CY no
circulo de Mohr, o que define os pontos X e Y. As coordenadas desses pontos podem ser lidas
e valem respectivamente (0z; Tzy) € (05; —Tzg) (ou podem ser obtidas diretamente de (2.50)).

4. As tensoOes principais podem ser obtidas graficamente ou através de

Oz + 0 op—0y\>
o12 = (952?/) + <x2@’> + 72, (2.51)

onde o1 e 09 sao obtidos com o sinal 4+ e — respectivamente.

5. O angulo § de orientagdo do eixo principal 1 em relagdo ao eixo x é obtido por

Tz
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6. A tensao cisalhante maxima em mddulo no plano xy sao dadas pelos pontos a e b no circulo,

e vale
2
Tmaxzy — \/(0':520'1/> + T%y, (253)

7. A tensdo cisalhante maxima no ponto do corpo, considerando todas as possiveis rotagoes
triaxais € Tmax = (Omax — Omin)/2, onde Tmax — Omin S0 a tensao principal méxima e minima
respectivamente. Num problema plano o3 = 0. Assim caso o1 e 09 tenham sinais opostos,
Tmax coincidird com o resultado de (2.53).

LA

A

S¢= (S +S,)2 (5452 |

[
L]

A

Figura 2.13: Construcao do circulo de Mohr.

2.5 Tensoes esféricas e deviatoricas - critérios de falha

Dado um tensor tensao arbitrario, podemos decompo6-lo em dois tensores com caracteristicas fisicas
particulares, isto é, o = o¢ + o?, tal que:

om O 0 (0z —om) Ty Oxs
= 0 om O + Oy (Oyy — om) Oyz ,
|0 0 om fo o T2y (02— 0om)
o ol

onde oy, = (0y+0y+0)/3 = I1/3 & denominada tensao media. O tensor o€, denominado
tensor esférico ou hidrostatico, tem a propriedade de possuir todos os seus autovalores iguais.
Um ponto submetido a este estado de tensoes, encontra-se livre de tensoes cisalhantes, qualquer
seja o plano considerado. O segundo tensor, o?, ao contrério, é chamado tensor deviatérico,
representando as solicitagoes de cisalhamento. Tomando a defini¢ao de trago, em (2.37), é possivel
observar que tr o = tr o€, enquanto que tr o% = 0.

Pode-se construir um diagrama onde os eixos correspondem as diregoes principais (Figura 2.14).
Neste caso, todos os tensores esféricos compartilham a propriedade de que suas tensoes principais
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sao iguais. Assim, sua representacao neste grafico deverd ser dada sobre a reta equidistante dos eixos
principais, denominado eixo esférico ou hidrostatico. Os pontos nessa reta tém coordenadas
01 = o9 = o03. Por outro lado, um estados de tensao puramente deviatérico é representado por
um ponto sobre o denominado plano octaédrico. Esse plano tem a caracteristica de que as
coordenadas de qualquer ponto tém a somatéria nula. Este plano passa pela origem do diagrama e
¢é perpendicular ao eixo hidrostatico. Assim, podemos observar que um tensor pode ser representado
mediante uma componente sobre o eixo hidrostdtico e uma componente sobre o plano octaédrico.

i Superficie de Von Mises

Eixo hidrostéatico

Superficie de Tresca

S,
Plano octaédrico

Figura 2.14: Superficies de falha de Tresca e von Mises.

Esta decomposicao tem o intuito de identificar agoes de naturezas fisicamente diferentes que
estao relacionadas com diferentes caracteristicas de resisténcias dos materiais. Por exemplo, alguns
materiais tém sua falha associada a esforgos normais (associados as tensoes esféricas), e outros
associada a esforgos cisalhantes (tensoes deviatéricas). Alguns critérios de falha por inicio de escoa-
mento ou por fratura fragil, adequados a materiais homogéneo-isotrépicos mais comuns e simples,
sao listados a seguir.

2.5.1 Critério da maxima tensao normal

Segundo este critério, aplicado normalmente a materiais frageis, a falha ocorre quando alguma
das tensoes principais ultrapassa o valor de resisténcia médximo do material, o, obtida por ensaio
de tracao ou compressao uniaxial. Assim, os estados de tens@o seguros sao aqueles em que:

—oh<o1<alh, e —o0hZ<oa<olh, e —o0%<o3<ol, (2.54)

onde os indices “tj e “cj indicam valores obtidos em ensaios de tracao e compressao respectivamente.
Um material isotrépico, com resisténcia o idéntica em tragao e compressao, o critério pode ser
posto em termos de uma tensao equivalente oy definida por:

on = max{|o1], |o2|,|o3]}, — oN < OR. (2.55)

A representacao grafica dos limites impostos por este critério forma um cubo de dimensdes 20 g.
O critério indica que um estado de tensoes interno ao cubo representa um estado de nao falha,
enquanto que uma tensao situada na fronteira ou fora do cubo indica uma situacao de falha. Este
critério é isotrépico no sentido que nao faz distingao se a tensao principal é trativa ou compressiva.
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2.5.2 Critério da maxima tensao cisalhante

Este critério, chamado também de critério de Tresca,’ ¢ usado normalmente para avaliar materi-
ais dicteis quando o mecanismo de falha seja associado ao inicio de fluéncia do material produzido
pela agao de esforcos cisalhantes. As maximas tensoes cisalhantes sdo dadas pelas diferencas entre
as tensGes principais. Assim este critério se escreve

o1 — 02| < o, oy — o3| < o, e los —o1| < oR. (2.56)

De forma compacta, o critério é o;,+ < o g, onde
Oint = max{|o| — o3|, |02 — 03|, |03 — 01|}, - . (2.57)

O valor o;,,; ¢ muitas vezes referenciado como intensidade de tensao (ou ainda tensao equiv-
alente) e op é a tensao de inicio de escoamento do material, que é o valor de tensdo que
inicia o processo de fluéncia plastica num ensaio de tracdo. A representacéo gréafica dos limites
impostos por este critério é mostrada na Figura 2.14, formada por um prisma hexaédrico cujo eixo
é o eixo hidrostdtico. Se o tensor tensdao tem componentes cisalhantes que se aproximam da fron-
teira do prisma, estaremos préximos de uma situacao de falha. Se o estado de tensao tiver apenas
componentes esféricas, este critério ndo acusard falha, uma vez que sempre se terd o, = 0.

2.5.3 Critério da maxima energia de distorcao

Este critério, também conhecido como critério de von Mises,’ ¢ similar ao anterior e utilizado

também para materiais dicteis homogéneo-isotrépicos, cujo mecanismo principal de falha é o
infcio de plastificacao devido a tensoes cisalhantes. Este critério é baseado na comparacao entre a
energia eldstica de distor¢ao do ponto considerado e a energia eldstica de distor¢ao produzida num
ensaio uniaxial do material que inicia fluéncia. O critério indica seguranga se .y < o g, onde o
¢ a tensao equivalente ao estado de tensbes imposto pelo carregamento no material. O critério
estima essa tensao equivalente por:

oy = \/; (61— 02)° + (02— 03)* + (05— 01)%). (2.58)

A representacao gréafica deste critério corresponde ao cilindro de segao circular que envolve a super-
ficie do critério de Tresca, ilustrado na Figura 2.14. Este critério é menos restritivo que o critérios
anterior. Porém é muito utilizado por representar melhor os estados de falha além de apresentar
algumas vantagens no tratamento matemdtico ao nao apresentar descontinuidades nas normais na
superficie de falha.

2.6 Exercicios

2.1 Defina o que é tensao.
2.2 Quais as diferengas entre tensor tensao e vetor tensao?

2.3 Quantas e quais condigdes (equagbes) um corpo rigido deve satisfazer para ser considerado em
equilibrio estético?

2.4 Que tipo e quantas equagoes devem ser satisfeitas para que o tensor tensao seja simétrico?
2.5 Quais sao os tipos de carregamento admitidos num corpo tridimensional?

2.6 Quantas e quais s@o as equagoes de equilibrio de um ponto no interior de um corpo? Quais
sao as varidveis fisicas em equilibrio nesta equacgao? Faca uma andlise dimensional.

SHenri Edouard Tresca, francés, 1814 — 1885.
SRichard Edler von Mises, Aleméo, 1883 — 1953.
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2.7

2.8

2.9

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

Quantas e quais sao as equagdes de equilibrio de um ponto na fronteira de um corpo? Quais
sao as varidveis fisicas em equilibrio nesta equacao? Faga uma andlise dimensional.

Indicar qual(is) das afirmagcoes sao corretas e justificar com um desenho:

a) 0;; = projecao de o; na diregao e;;

o

0ij projecao de o na direcao e;;

projecao de o; no plano perpendicular a ej;

)
)

c) 0y
)

o,

0i; = projecao de o; no plano perpendicular a e;.

Escrever em forma aberta as trés equacoes diferenciais de equilibrio no dominio e as trés
equacoes de equilibrio no contorno:

V-o(x)+b(x)=0 Vx € Q,
o(x)n(x) = f(x) vx e T.

Para o seguinte tensor tensao, identificar as diregoes e tensoes principais. Calcular a tensao
equivalente de von Mises e intensidade de tensdo (Tresca). Calcular as tensoes esférica e
deviatoérica.

40 15 -10
o(x) = 15 20 10 | MPa.
—-10 10 -10

Explique o significado do critério de méxima tensao cisalhante (Critério de Tresca) e de Méx-
ima Energia de Distor¢ao (von Mises). Explique porque o primeiro critério é mais restritivo
que o segundo. (Dica: Verifique o diagrama dos critérios no plano o, o2 quando o3 = 0.)

Justifique a veracidade ou falsidade das seguintes expressoes (Dica: Com o circulo de Mohr
3D é possivel visualizar a resposta.)

(a) Dado um ponto submetido a um estado de tensées arbitrario, é sempre possivel achar trés
planos mutuamente ortogonais para os quais as tensoes sobre estes planos sao normais a
estes (nao hd tensoes cisalhantes).

(b) Dado um ponto submetido a um estado de tensoes arbitrério, é sempre possivel achar trés
planos mutuamente ortogonais para os quais as tensoes sobre estes planos sao paralelas
a estes (ndo hé tensdes normais).

Descreva um caso de carregamento fisico onde duas tensoes principais sejam iguais e a terceira
diferente.

Descreva um caso fisico onde as trés tensoes principais sao iguais.

Indicar as componentes esférica e deviatdrica do tensor tensdo de um ponto de um fluido em
estado de repouso.

Determinar o tensor tensao e fazer o diagrama das componentes de tensdo para os pontos A,
B e C da estrutura mostrada na Figura 2.15, com F} = 80 N, F5 = 40 N. Ignorar os efeitos
de concentragdo de tensoes. Considerar comportamento eldstico-linear.



Capitulo 2. Tensoes - equacoes de equilibrio

Secao tranversal

Y

y N/
10

10

Figura 2.15: Estrutura do Exercicio 2.16.



