Capitulo 8

Tecnologia de elementos finitos - 1

A grande diferenga existente entre elementos finitos unidimensionais (barras e vigas) e os elementos
finitos de modelos de elasticidade bi e tridimensional é que os primeiros sao, por definicao, elementos
discretos, isto é, a cada barra, geralmente é associado apenas um elemento finito de barra ou viga.
No caso de elasticidade bi ou tridimensional, o dominio que o corpo em andlise ocupa ¢é particionado
por uma “malha de elementos finitos”. Dito de outra forma, dado um dominio de andlise, este pode
ser particionado através de malhas diferentes, cada uma delas associada a um grau de precisdo na
aproximagao da solucao exata.

A seguir é apresentado o modelo geral de elasticidade linear tridimensional e algumas de suas
particularizagoes para casos especificos que permitem modelagens planas. A presente abordagem
tem como intuito principal permitir a compreensao da aplicacao da técnica de elementos finitos em
diversas outras classes de problemas fisicos (estruturais, térmicos, eletromagnéticos, piezoelétricos,
por exemplo) em que envolvem uma ou mais varidveis em duas ou trés dimensoes

Figura 8.1: Carregamento num corpo arbitrario.

8.1 O problema de elasticidade linear

Seja um corpo ocupando uma regido € no espago tridimensional R? (Figura 8.1), limitado por um
contorno I' com normal n defnida univocamente em quase todo ponto. Esse contorno ¢ dividido em
duas regides. A primeira, ['y, é a parte de I' onde os deslocamentos tem valor prescrito conhecido
. A segunda, I'y, é a parte do contorno onde sao aplicadas forcas de superficie t (forgas por
unidade de superficie), de valor conhecido.! No dominio € podem atuar as forcas de corpo b
(forgas por unidade de volume). A partir destas definigdes o problema de equilibrio em elasticidade

! As condicbes de contorno de deslocamentos sdo também conhecidos por condi¢de de contorno essenciais, ou
de Dirichlet, e as condi¢oes de forga sdo também conhecidas por condi¢oes naturais ou de Neumann. De fato,
essa nomenclatura é proveniente do estudo de equacgdes diferenciais em geral, e, claramente, se aplicam também ao
conjunto particular de equagdes associadas & mecanica dos sélidos sendo tratado aqui.
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tridimensional e descrito mediante o seguinte conjunto de equagoes diferenciais (ver as equagoes do
movimento (2.25), pdgina 32 e as equagoes de Navier (4.43), pdgina 74):

V-o+b=0 emx €,
on = t(x) emx €'y, (8.1)
u(x) =u(x) emxel,.

Estas equagoes sao suplementadas por uma relagao cinemdtica e uma constitutiva. A relacao cin-
emética usada aqui ¢ a linear, mostrada em (3.27), pdgina 54. Elas definem uma relagdo € =Vu?®.
As equagoes constitutivas relacionam tensoes e deformagoes, isto é, o(u) = o(e(u)) ou e(u) =
g(o(u)). Para o caso de elasticidade linear isotrépica estas equagoes sao mostradas nas eqs. (4.15),
na pdgina 65. Da mesma forma que no caso de barras ou vigas, é necessdrio descrever o problema
de equilibrio de um sélido em R? numa forma alternativa a formulacdo diferencial, o denominada
principio dos trabalhos virtuais. Naqueles modelos, o principio dos trabalhos virtuais foi obtido
mediante integracao, ao longo do dominio da barra, do produto entre a equagao diferencial de equi-
librio e uma fungao peso arbitrédria @i(x). No presente caso, a integragdo no dominio corresponde a
uma integral de volume de fungoes vetorias. Assim, serd necessdrio fazer uso teorema do divergente,
eq. (1.66) na pagina 20 e a regra de diferenciagao de produto de fungoes, principalmente entre uma
fungao tensorial e uma vetorial, dada em (1.62) na pagina 19.

8.1.1 Da formulagao diferencial ao Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Considere o problema de equilibrio dado em (8.1). T';, é a parte do contorno onde os deslocamentos
sao conhecidos, de valor 6. Corresponde, por exemplo, as partes do corpo apoiadas ou fixadas & uma
base de sustentagao, quando i pode, eventualmente, ser uma fun¢ao nula. I'y é a parte do corpo onde
sao aplicados carregamentos distribuidos por unidade de &rea, de valor conhecido t. Nesta regido
de contorno os deslocamentos sao inicialmente ignorados: fazem parte das incégnitas do problema
e sao obtidos apenas no fim da anédlise. Por exemplo, a superficie livre de um corpo pertence a I';.
Ali a forga aplicada ¢ conhecida, t = 0. O campo de deslocamentos u (x) que soluciona a equagao
diferencial de equilibrio é aquele campo de deslocamentos que deforma o corpo produzindo um
estado de tensoes em equilibrio com os esforgos externos. Este campo de deslocamentos pertence

ao conjunto de fungoes cinematicamente admissivel, definido por

’Kin = {u(x) é suficientemente regular tal que u(x) =, Vx e 'y} ‘ (8.2)

Esta definigao é andloga aquela ja vista para os casos de barras. Em outras palavras, a solugao
do problema se encontra dentro do conjunto das fungoes que satisfazem as condi¢Oes de contorno e
seja suficientemente regular para permitir a realizagdo das operagdes necessédrias para a solucdo.?

A diferenca entre duas fungoes arbitrarias u; (x) e ug (x) pertencentes ao conjunto Kin, é uma
terceira func¢ao 0 (x) que possui o valor zero em pontos x € I',. O conjunto de todas as fungoes de
deslocamento com valor zero em I';, é denotado como o espago das variagoes Var, definido por

’Var = {1 (x) é suficientemente regular tal que @ (x) = 0, vx eIy} ‘ (8.3)

Novamente, este conjunto tem interpretacao analoga ao apresentado para o caso do modelo de
barras. Feitas estas definigoes, se estd em condicoes de formular o principio dos trabalhos virtuais.

Considera-se que a equacgao diferencial (8.1); é satisfeita para todo ponto x € €2, isto é

g(x) =V o(x)+b(x)=0, vx € Q. (8.4)

2No presente caso, a equacao diferncial de dominio em (8.1), junto com as equagoes constitutivas e cinemadticas,
exigem continuidade da segunda derivada da fungao u, se a forca de corpo b for uma fungao continua em 2. Entao,
para poder operar a equagao diferencial, “regularidade suficente” em Kin significa que u € CQ(Q). Veremos a seguir
que ao trocar a equagao diferencial pelo PTV, tal exigéni de regularidade é reduzida, sendo possivel utilizar um
conjunto de fuungdes mais amplo que C2(9Q).
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e(a) = &, é a chamada deformagao virtual. Esta é definida como a parte simétrica de V1,
usando (3.27) ou (1.41), i.e.:

1
e ()= (Va+via®) = vea. (8.13)

Nota-se que em (8.12) nao foi incorporada nenhuma caracteristica do material, de forma que
esse enunciado para o PTV ¢é bastante geral, servindo para qualquer modelo constitutivo adotado,
o =o(u).

Se consideramos que a equagao constitutiva seja eldstica linear, pode-se escrever as tensoes
em fungao das deformagdes produzidas pelo deslocamento real u (x), isto é

o =0 (u) =Ce(u), (8.14)

onde C ¢é a matriz eldstica do material. Com isso, pode se escrever a expressao do principio dos
trabalhos virtuais (8.12), adaptada aos materiais eldstico lineares, como

/Cs(u):e(ﬁ)dQ—/b~ﬁdQ—/E-ﬁszO VaeVar (8.15)
Q ) r;

A origem do nome principio dos trabalhos virtuais pode ser explicado como segue:

e Principio porque pode-se definir o equilibrio de um sistema como aquele conjunto de esforgos
externos (t,b) e internos (o) que satisfazem a equagao integral acima.

e Virtuais porque @ (x) nao ¢ um deslocamento real e sim uma funcdo arbitraria, utilizada
como fungado “peso” na verificagao de satisfagdo da equacao integral.

e Trabalhos porque cada um dos termos tem a dimensao de trabalho ou energia. Como as
forgas sdo reais mas atuam sobre deslocamentos ficticions, os trabalhos também s&o ficticios.
Esses trabalhos sao

— Trabalho virtual interno:

SU = /Qa'(u) e (@) . (8.16)

° — Trabalho virtual externo

5W:/b-ﬁdQ+/ T-adl. (8.17)
Q r;

Concluindo, ao invés de se buscar as fungoes (o, u) que satisfazem o problema diferencial de
equilibrio (8.1), busca-se a fungao vetorial u que satisfaz & equagao integral do PTV para qualquer
a € Var, conforme (8.15). O motivo de se utilizar a forma integral para escrever a condi¢ao de
equilibrio, é que o mesmo é apropriado para & determinacao de solucoes aproximadas por diversos
métodos, como o de Galerkin e o de elementos finitos.

8.1.2 Do Principio dos Trabalhos Virtuais a formulagao diferencial

O resultado obtido na segao 8.1.1 mostra que toda funcao u € Kin que satisfaz as equagoes locais
(8.1) também satisfaz a igualdade (8.12). Entretanto, a equivaléncia entre as duas formulagoes
requer provar a relagdo inversa, i.e., que toda fun¢ao u € Kin que satisfaz a forma integral (8.12)
é também solucao de (8.1). Esta demonstragao é apresentada a seguir.

Admita-se que se dispde da fungao u que satisfaz o PTV (8.12). Considerando que o (u) é
simétrico, também satisfaz a igualdade
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inverso, i.e., que a fungao que satisfaz a forma diferencial do equilibrio, também satisfaz a Forma
Variacional. Com isso se tem provado a equivaléncia entre as duas formas. Entretanto, cabe uma
observacao. Uma funcdo u, para satisfazer a FV, necessita ser apenas C%(€2), enquanto que para
satisfazer o equilibrio local precisa ser C?(2), se os dados (C, b, t e @) forem funcdes continuas,
i.e., u precisa ter segundas derivadas continuas, para que Vo resulte continuo, uma vez que Vo
deve ser igual a —b.

Observacao. A dedugao esta segue o mesmo raciocinio do chamado Lema Fundamental do C4l-
culo Variacional. Este teorema é demonstrado com uma formalizacdo mais compacta em (14.135),
pagina 394.

A formulagao apresentada até este ponto tem sido geral no sentido de ser tridimensional. A seguir
sao apresentados os modelos denominados estados planos de elasticidade, mediante a incorporacao de
hipdteses particulares de comportamento que permitem uma descricao plana do problema. Quando
essa reducao de dimensao é admissivel, os esforcos de modelamento e de processamento numérico sao
extremamente reduzidos em relagao a andlise tridimensional do problema. A rigor, o tratamento de
elementos finitos para problemas tridimensionais é praticamente idéntico ao utilizado para estados
planos, e, de fato, bastante mais simples, porém esses iltimos permitem a visualizagao grafica dos
campos, o que facilita a compreensao da metodologia e por isto sdo apresentados primeiro.

8.2 Estado plano de deformacao (EPD)

8.2.1 Principio dos trabalhos virtuais em EPD

A hipdtese de estado plano de deformacao pode ser aplicada em sitagbes com as seguintes carac-
teristicas:

1. Peca é de geometria prismética com comprimento do eixo aprecidvel em relacao as dimensoes
da secao transversal da peca;

2. E usual orientar o eixo z ao longo do comprimento do corpo, de forma que a secao transversal
fica paralela ao plano zy;

3. O carregamento é todo contido no plano da segao transversal (Figura 8.1), isto é, as compo-
nentes z sao nulas;

4. Todos os dados do problema (geometria, carregamentos, material e condi¢oes de contorno)
nao variam na diregao longitudinal z;

5. As condigbes de contorno sao tais que os deslocamentos na dire¢ao axial z sao nulos (w = 0
em toda a peca).

Com essas hip6teses, os carregamentos aplicados e o campo de deslocamentos ficam restritos a

u(z,y) ta(2,y) be(,y)
u(x,y) = 'l)(.CC,y) ) t($7y) = ty(xvy) ) b(xvy) = by<x7y) . (829)
0 0 0

E o tensor de deformagoes é

Uy 10,
€z Exy O s ’ 9 = 0
E(u) = 8y$ Ey 0 = U,y +U755 ,ij 0 . (830)
0 0 0 2
0 0 0

A relagao constitutiva de um sélido isotrépico eldstico linear para o EPD foi dada na eq. (4.26),
pédgina 67, reorganizando as trés componentes nao nulas independentes de tensao e de deformagao
em notagao de Voigt (em forma de arranjo unidimensional):
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Figura 8.2: Dados geométricos de um corpo modelado para um estado plano de deformagéces

0¥y ¢ a parte do contorno da drea sob forcas prescritas. O problema consiste entao na determinagao
das fungoes de deslocamentos u(z,y) e v(z,y) que satisfazem a condigdo acima. Procura-se obter
uma solugao aproximada via elementos finitos.

P,(x)
Elemento e
0l <——> =x
X, X, X5

Elemento e
(b) Elemento e (c)

Figura 8.3: Fungoes de forma (a) unidimensional, (b) bilinear em elemento quadrilateral, (c) linear
em elemento triangular.

8.2.2 Elementos finitos em estado plano de deformacgoes

A proposta do método de elementos finitos consiste em aproximar as fungoes u e v por uma com-
binacao linear de funcoes de aproximacao, seguindo a mesma idéia que a apresentada no modelo
de barras no Capitulo 7. A primeira diferenga notavel reside no fato que naquele modelo a fungao
de aproximagao depende de uma tnica coordenada, isto ¢, ¢ = @(z) enquanto no presente caso,
estas dependem de duas coordenadas: ¢ = ¢(z,y). Na Figura 8.3a é possivel observar o formato
de uma funcao de inerpolacao tipica para um problema unidimensional, no caso uma funcao linear
associada ao né 2. Nas Figuras 8.3b e (c) aparecem suas extensoes para um né arbitrario 4 em um
dominio bidimensional, associado a elementos triangulares e quadrilaterais.

As funcgoes de aproximacao sao construidas de forma tal que o valor da funcdo ¢, (associada ao
no i da malha) avaliada na coordenada x* do né i, tem valor unitdrio, isto é,
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1 2 1 2
v 4 \&
(b) 1 21 2

Figura 8.5: (a) Fungao de interpolagao global ¢, associada ao né global 4. (b) Fungoes locais
associadas aos nds no elemento e.

Os deslocamentos no elemento sao interpolados como

€ €

(z,y) = N(z,y)
y

(2,y) = N(z,y)

So

U, (8.50)
U, V(z,y) e Z (8.51)

o

e’

e e

onde 3, é o dominio do elemento e, U e U sao vetores de dimensao igual a duas vezes o niimero
de nés do elemento N, (nimero de fungoes de aproximagao associadas ao elemento) e a matriz

&
N(zx,y) é a matriz das fungoes de aproximacgao elementares correspondentes ao elemento arbitrario:

¢ (e 0 Wy 0 . Py O
N(@y)=| " 0 by o 0 o | (8.52)

A relagao entre as fungoes globais e elementares é ilustrado na Figura 8.5. A Figura 8.5a mostra
a funcao linear global ¢,, associada ao né 4. Essa fungao cobre todos os elementos que contém o
n6 4. Na regiao do elemento e, essa fungdo define a funcao elementar 1, do elemento e, mostrada
na Figura 8.5b. De forma andloga, as funcoes globais ¢y, ¢y € 3 geram, no elemento e, as funcoes
elementares 1, 15 e 13, também mostradas na figura.

e
A matriz de deformagao discreta B do elemento é calculada da mesma forma que no caso anterior,
usando o mesmo operador diferencial D:

e e wl,m 0 wNne,m 0
B=D'N=| 0 ¢, .. 0 ¥y, |- (8.53)

Viy Vi o UNpey UNpes

A matriz de rigidez e o vetor for¢a nodal equivalente elementares sao agora

e e T e
K= | B C‘Bdx
e it T (8.54)
F=/ N bdxy +/ N tdox
Ye 0%NOXf

Y € a drea do elemento e 0¥, N OXy ¢ a parte do contorno do elemento que intercepta o contorno
do dominio global onde existem cargas distribuidas aplicadas. O processo de sobreposicao destas
matrizes elementares nas matrizes globais é feito em forma idéntica ao caso de barras e vigas, através
da tabela de conectividade dos elementos, como detalhado no Capitulo 5. Esse procedimento é,
muitas vezes, representado simbolicamente por:

K=Y K, F=YF.
[ e
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Reacoes no apoio Uma vez tendo sido determinados os valores de todos os deslocamentos nodais,
o cédlculo de reagoes nos apoios segue os mesmos passos detalhados nos capitulos de barras e vigas.
As reagoes sao calculadas mediante o produto da matriz de rigidez completa pelo vetor de deslo-
camentos nodais completo, dando como resultado o vetor de carregamento completo, incluindo as
reagoes: R = KU — F* onde F® e R sdo o vetor de forgas aplicadas, (conhecidas) e o de reagoes,
respectivamente.

Deformacoes e tensoes As deformagoes e tensoes sao finalmente calculadas mediante as equagoes
cineméticas e constitutivas, elemento a elemento. Conhecido completamente o vetor global de
e

deslocamentos nodais U, monta-se o vetor de deslocamentos nodais de um certo elemento, U.
Assim, utilizando a equagao (8.39) tem-se para qualquer ponto dentro do elemento:

e e

e
u(z,y) = N(z,y)U,
e €
e(z,y) = B(z,y)U, (8.55)
o(z,y) = C’elz,y).
> >
<>
>
@ [
G 6 L5 ®
<>
- e
o 7
4 S ¥ y4 2 2 f
- A3 G 2 6 >
7 e |X A
4 >
G, 7 3 |b=t
; il €3 <
4 N1 N UG
1 4 G 5 ° X

Figura 8.6: Exemplo de componente analisado com estado plano de deformagoes. (a) vista geral,
(b) seca@o transversal.

8.2.3 Exemplo 8.1 - Bloco sob tracao

Consideramos um bloco tracionado, cuja secao transversal é a regiao mostrada na Figura 8.6. Em
(a) se tem a vista geral do corpo e em (b) o dominio ¥ da segdo transversal que é analisado
pelo modelo de elasticidade plana. Se consideramos que as faces do bloco ao longo do eixo z sejam
restringidas de tal forma a impedir deslocamentos nessa dire¢ao, podemos modelar o problema como
um EPD. Nesse caso, apenas a secao transversal, no plano xy precisa ser modelada. Nesse exemplo
foi utilizada a malha mostrada na Figura 8.6b, composta por 6 nds e 4 elementos triangulares de
trés nés cada (Np. = 3 nds por elemento). O material tem E = 200 GPa e o coeficiente de Poisson
¢ adotado como nulo para simplificar os valores numéricos. Ao longo da regido de contorno entre
os nés 5 e 6 atua uma forga distribuida uniforme f = 2 MPa. A parte do contorno entre os nés
1 e 3 consiste na regiao 9%, o onde os deslocamentos sdo conhecidos. No caso essa é a regidao do
engaste, onde u = v = 0. Os dados de coordenadas nodais e concectividade dos elementos sao:
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(apenas para simplificar a notagio no texto) a matriz de elasticidade C? para EPD (8.31) fica

E 0 0 1 0 0
Ci=|0 E 0 |=E|0 1 0 (8.60)
0 0 E/2 0 0 0,5
Finalmente, a matriz de rigidez do elemento 1 é
e1 al e
K:/ B C°Bdx, (8.61)
Ye
que expandindo fica
— :
-5 0 -1
0o -1 -3
ol 2 ez 1 9 0 10 0 -1/2 0 /2 0 0 0
K:// E (2) 0 1 01 O 0 -1 0 0 0 1 |dydz
0o Jo 2 _ _
0 0 1 0 0 1/2 1 /2 0 1/2 1 0
. 0 1 0 |
(8.62)
Como f02 0171/2 dy dx = 1, que é a drea do elemento 1, a matriz fica
[ 6 2 -2 -2 —4 0
9 0 -1 -2 -8
U D) 2 0 0 0
K_§ L 2 0 (8.63)
4 0
| sim. 8 |

FEsta matriz de 6 x 6 componentes deve ser sobreposta na matriz global K, de 12 X 12 componentes,
através dos dados de conectividade (ver detalhes no Capitulo 5), ficando assim

ul V1 U2 V9 us V3 U4 V4 us Vs U Vg

w [ 61 2 —IT0 =2 =2
w29 =8| 0 | -1
U2
V2
g ous | 4| 2 I 0] 0] 2
K== v, [ 0 -8 0800 (8.64)
8 =210 00210
vy =2 [ =1 5 T 001
us
Vs
ug
Vg

Apés a sobreposicao de todos os elementos, (denotamos com X os elementos nao nulos e os
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Figura 8.8: Carga distribuida no contorno e forcas nodais equivalentes nos nés 5 e 6.

ug vy ug vg us vs ug vg | U F
ug | X [ x| x | x| x| x| x| x||u 0
vy | X | X | X | X | X | X | X | X || v2 0
Ug | X | X | X | X | X | X Uy 0
ve | X | X | x| x| x| X vg | =| 0 | (8.68)
us | X | X | X | X | X | X | X | X || us fb/2
vy | X | X | x [ x| x| x| x|x]] o 0
ug | X | X X | x| x| X || ug fb/2
v | X | x X | x| x| x || g 0

Observacgoes:

1. Esse processo de imposicao de condicbes e contorno foi apresentado e exemplificado nos capi-
tulos 5 e 6 sem uma explicagdo matematicamente adequada. Agora, com o embasamento do
PTV, o procedimento pode ser precisamente explicado. Para isso, observa-se a forma dis-
cretizada do PTV, eq. (8.47). Cada linha do sistema algébrico (8.68) corresponde a um termo
do colchete de (8.47), que multiplica um valor nodl de deslocamento virtual U. No exemplo,
(8.47) fica:

{Ki1u1 + Kiov1 + Kq3ug + - - - Ky 1206 — Fp1} a1 +
{Ka1u1 + Koov1 + Kagug + - - Ko 10v6 — Fy1} 01 +
{K3z1u1 + K3ov1 + Kszug + - - K3 1906 — Fyo} i +

{Ki0u1 + Kigpv1 + Kipsuz + - - - Ki9,1206 — Fys } 05 +
{Ki1,1u1 + Ky 2v1 + Kiygug + - - Ki1,12v6 — Fue )} s + (8.69)
{Ki2qu1 + Ki20v1 + Kia3us + - - - K12,12v6 — Fye } U6 = 0,

Essa equacao deve ser nula para qualquer U em R2VNnos | tal que N(z,y) U € Kinp e N(z,y) Ue
Vary. Isto significa que U deve ser nulo nos nés vinculados, isto ¢, deve-se ter 4; = 0, =
u3 = 03 = 0. Entao, as linhas 1, 2, 5 e 6 do sistema algébrico sao multiplicadas por zero para
gerar o balango de energia virtual em . Isso é o que explica o procedimento apresentado nos
capitulos iniciais para a imposic¢ao de condicoes de contorno de deslocamento: “primeiramente
eliminar as linhas vinculdas.”

2. Note-se que o fato dessas linhas da matriz estarem multiplicadas por zero no PTV nao significa
que seus termos sejam nulos. De fato, os coeficientes de rigidez estao presentes, representando
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a rigidez do corpo. Os valores de forca Fyi, Fy1, Fy5 e Fy5 nao sao nulos. Apenas sao
desconhecidos, pois parte deles sao as reagoes na base do corpo.

3. As deformacgoes e tensoes sao calculadas em cada ponto de cada elemento via as egs. (8.55).
Uma vez que a formulagao de MEF usada no presente exemplo tem matriz B constante em cada
elemento, (as fungoes de aproximacao sao lineares nos elementos) as deformagoes e tensoes em
cada elementos deste problema sio constantes também. E por este motivo que este elemento
é denominado tridngulo de tensao constante.

8.3 Estado plano de tensoes

A formulagao de EPT fornece uma boa aproximagao em problemas que possuem algumas carac-
teristicas:

1. Geometria da peca em forma de placa;

2. Carregamento coplanar, aplicadas no plano da superficie media da placa, e ndo varia ao longo
da espessura. Também, as propriedades do material ndo variam com a espessura (usualmente
a diregao da coordenada z);

3. Nessas condigoes, o tensor tensao possui componentes nao nulas somente no plano, e todas as
variaveis do problema independem de z, isto é, deslocamentos, deformagoes e tensoes depen-
dem apenas de (z,y). A placa ilustrada na Figura 8.9 incorpora os elementos para a aplicagao
da formulacao de EPT.

X3 X

Figura 8.9: Carregamentos e geometria tipica para um estado plano de tensoes.

O equacionamento bédsico do EPT é listado na se¢ao 4.2.3. Pode-se mostrar que, para pegas
delgadas (pequenas relagbes espessura/comprimento h/L), as componentes transversais de tensoes
0., Oz, € 0y, 520 bastante pequenas em relacao as demais. Estas tensoes decaem com a reducao
da espessura. Isso justifica a teoria de Estado Plano de Tensoes, EPT, onde se faz a aproximagao
que estas componentes sdo exatamente nulas. Assim, o tensor tensdo num ponto arbitrario tem a
formas:

Or Ozy O
ou)=| oy oy 0 |. (8.70)
0 0 0

Para um sélido eldstico linear isotrépico, as relagoes tensao-deformacao para as componentes
nao nulas de tensdo sao reorganizadas, em notacao de Voigt, o(u)=C! g(u) sao:
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8.4 Problema axissimétrico

8.4.1 Formulagao

Este modelo é adequado a problemas tridimensionais que satisfazem a algumas condigbes, que
permitem um tratamento simplificado, também em duas dimensoes, de forma andloga ao EPD e
EPT. Considere um problema onde o corpo seja um sélido de revolucao e o carregamento sobre este
seja axissimétrico, isto é, geometria e carregamento independem do angulo 6 (Figura 8.11). Para
este caso a descricao no sistema cartesiano de coordenadas deixa de ser conveniente e é adotado o
sistema cilindrico (Figura 8.11). Num problema axissimétrico todas as fungoes sdo independentes
de 6. Neste sistema os deslocamentos num ponto do corpo sao descritos pelas componentes radial
e axial de deslocamento. O problema pode ser modelado apenas no plano da geratriz (7, z):

ur(r, 2)
u=<¢ u=0 ,. (8.80)
u,(r 2)
z
zZ A
ax
r dax
—
¥ r

Figura 8.11: Sélido axissimétrico e sistema de coordenadas cilindrico.

Este modelo ¢ utilizado para simular o comportamento de sélidos cuja geometria pode ser obtida
mediante a rotagdo de uma drea plana ao redor de um eixo, dando lugar ao que se conhece como
s6lido de revolucio. E considerado também que o carregamento da peca pode ser obtido da mesma
forma, configurando um carregamento de revolucao. Estas hipdteses novamente permitem fazer
uma descrigao plana de um problema tridimensional ao se observar que o comportamento de todos
os planos que passam pelo eixo sao equivalentes.

O equacionamento para o modelo axissimétrico é visto na secao 4.2.4. O tensor deformagao, em
coordenadas cilindricas, num estado geral de deformagcoes infinitesimais ¢ dado por [67]

Err Er0 Erz Vu—l—(Vu)T
e(u) = | €or €00 €0 =

Ezr €20 Ezz

(8.81)

onde o gradiente é

[ Ou, 10u, wug Ouy, 7

or r 00 r 0z
Oug 10uy u, Ouy

- -t Z70 8.82

or r 00 + T 0z ( )

Ou, ou, ou,

L Or 00 dz

Aplicando as condigoes de axissimetria: 9/060 e (8.80), o tensor fica simplifiado como
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contorno do corpo sao

dQ) = 27r d¥ e dl’ = 27r dOX.. (8.87)

Com isso, o PTV fica descrito em termos de integais no plano X:

Determinar o campo de deslocamentos u(x) € Kiny, tal que:

/rCTs(u)-s(ﬁ) dZ:/rb-ﬁ dz+/ rEod dOY Y a(x) € Vary
> > (o)

(8.88)

8.4.2 Elementos finitos em modelo axissimétrico

Para simplificar a notacao, renomeamos os deslocamentos radial e axial por

u(r, z) = uy (r, 2) e v(rz)=uy(rz2),

e fazendo # = 0, mudamos a notacdo de 7,z para x,y. A aproximacao dos deslocamentos via
elementos finitos é andloga ao dos modelos planos anteriores. Primeiro definem-se as fungoes de
aproximagcao tal que o campo de deslocamento seja aproximado por

u1
U1
0 0 0 o
u(e,y) 2wy = | 0 e v2 4 =N(ry)U, (389)
uN’ﬂOS
,UNHOS

As deformacétes aproximadas sao calculadas a partir dos deslocamentos aproximados:

e(up) =D"u,=D"NU=B"U (8.91)

e(ty)=D" 0, =D"NU=B' U (8.92)

onde B" ¢é a matriz de deformacées de EF, dada por

a()
o 0
/z 0 0 0 0
B (2,y)= D" N(z,y)= ¥1 Y2  PNnos 8.93
EO=DINED=1 0 a0 10 o 0 g o 07y, (5.9
o) 90
0z oz
[ 901 g D% O Npos ]
ox ox ox
o1/ 0 o/ PN T
B @y)=1" " o, D0, don. (8.94)
Dz D2 o
Opy  O0py  Opy  Opy INpos  IPNpos
0z x 0z or 0z or

Substituindo estas aproximagoes na expressao (8.88) do PTV tem-se a sua forma discretizada
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Determinar o vetor de parametros U € R*Nros que satisfaz a condi¢ao

A~

{/xC’"BTU~BTdE—/xb-NdZ—/wf-Nd@E}U:O (8.95)
b b %

vV U € R?Nnos | tal que up, = NU € Kiny, e a(x) = NU € Vary,.

Manipulando algebricamente, e considerando que U multiplica todos os termos, a condi¢ao acima
pode ser escrita como

U7 {/x B''C'B" dX U — /:c NTb dx —/  NTt daz} =0 (8.96)
% % ox
vO e R

Esta expressao deve ser satisfeita para qualquer valor de U em R2Nwos| gerando um sistema de
N = 2N,,s equagoes lineares algébricas da forma KU = F':

[/x B'TC'B" dz:] U= /x NTb d¥ + / x N1t dox. (8.97)
% % ox

K F

Define-se a matriz de rigidez e o vetor de carregamento nodal equivalente do modelo
de sélido de revolugao por

K= /:1: B"T'C'B" dX, F :/x NTb dx +/ z NTt dox (8.98)
P P ox
4 3 4 Vo, 3
Vi
1
1 2 1 2
V3 Wy
4 / 3 4 3
1 2 1 2

Figura 8.12: Elemento bilinear de 4 nés e suas fungoes de aproximacao.

O conceito de matriz elementar é aplicado integralmente a este caso, sendo que nao ha nen-
huma diferenga em relagdo aos casos de estados planos de deformagao ou tensao. Considerando, por
exemplo, um elemento quadrilateral de quatro nés, como o da Figura 8.12, tem-se quatro fungoes
de aproximagao que permitem descrever o deslocamento dentro do elemento como
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U1
U1
U2
e wl 0 ¢2 0 77/}3 0 77/}4 0 V2 € ¢
u(zx,y) = =NU 8.99
CV=10 w0 w0 vy 0w ]| u (8.99)
U3
Uy
\ V4
As deformacgées, tensoes, matriz de rigidez e termo de carga elementar sdo dadas por:
e(u(z,y)) = D'N(z,y)U,
€ [&
= B'(z,y)U, (8.100)
o(u(z,y)) = C'B’ (z,)U, (8.101)
€ e’f’T e’m
K = / xB C'B dX,
e ’ eT el
F = / N bd2+/ N t doX. (8.102)
e dTeNly

Assim, a matriz de rigidez deste elemento de N,. = 4 nés (quatro fungdes de aproximagao
associadas) possui ordem Ny = 2Ny, = 8 (quatro fungoes de aproximacao e dois graus de liberdade
por né: u,v).

8.5 Elementos volumétricos

Entendidos os conceitos basicos de elementos finitos em problemas unidimensionais e bidimensionais,
a compreensao da aproximacao por elementos finitos de problemas de elasticidade tridimensional
nao oferece dificuldade. O tunico inconveniente aparece na impossibilidade de visualizar o formato
das funcoes de aproximacao utilizadas nos elementos volumétricos. Em problemas planos é possivel
graficar o dominio do elemento e o valor da funcao de aproximagao, mediante uma representagao
tridimensional. Por outro lado, o dominio de um elemento volumétrico (sélido) ja ocupa as trés
dimensiones espaciais, impedindo visualizagao da funcao de aproximac¢dao numa quarta dimensao.
E este o motivo pelo qual primeiramente foram tratados os problemas planos e néo por alguma
dificuldade matemadtica na formulacao. De fato, a formulacao de elementos volumétricos em elasti-
cidade é mais simples que a dos estados planos, dado que nao é preciso adicionar nenhuma hipétese
adicional de comportamento as equagoes originais de equilibrio dadas pelo principio dos trabalhos
virtuais. Em outras palavras, o MEF propGe uma aproximagao mediante fungoes de aproximagao
para cada uma das trés componente do vetor deslocamento u(z,y, z), seguindo o mesmo procedi-
mento reiteradamente efetuado ao longo dos modelos planos.

A aproximacao do campo de deslocamentos para um ponto x € {2 é dada por uma base de
fungdes de aproximacao ¢;(x) que sdo definidas de forma a obedecerem as regras (8.34) e (8.35). O
campo u é aproximado por uy em termos de valores nodais u;, v; € w; da seguinte forma
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Figura 8.13: Elemento hexaédrico trilinear e sua numeragao intrinseca de nés.

e
B do elemento é . .
B = DN, (8.111)

e a matriz de rigidez e termo de carga elementares de um elemento arbitrario,

e el e

K — /B CB 40,

e ’ eT el _

F — / N bdQ+/ N T, (8.112)
e Ffﬂaﬂﬁ

tem dimensoes Ny = 3N,. = 24. Na secao seguinte sao apresentadas algumas das funcoes de
aproximagao elementares mais utilizadas, junto com os conceito de mapeamento e de elemento
finito padrao. Na tltima integral, Iy N 9€), indica a parte do contorno do elemento que pertence ao
contorno de Neuman do corpo, I'y.

8.6 Termoelasticidade linear

A formulacao de elementos finitos para elasticidade linear tridimensional, incluindo os efeitos de
uma distribuigdo de temperatura conhecida, AT = A7 (z,y, z), é feita como se segue. Partimos
do principio das trabalhos virtuais na forma (8.15). A inclusao do efeito térmico ¢ feita pelo uso da
relagao tensao deformacéao, a lei de Hooke, colocada de forma a incorporar as deformagoes térmicas:

(o, ) (1 e e T ( ez — aAT
oy e 1 ey — AT
o — o, _ql € ¢ 1 €, — AT (8.113)
Tay c Yay
Tz c Yz
Tyz L c | 7yz

ondec=(1-2v)/2(1-v),d=E(1-v)/[1+v)(l—-2v)]ee=r/(1—v). De forma simbdlica,

o=C(e—€T). (8.114)

Essa forma da lei de Hooke é para materiais eldsticos, lineares, homogéneo e isotrépicos. Com
modificagoes adequadas, a formulacao dessa secdo pode ser aplicada a um material eldstico linear
homogéneo anisotrépico, bastando utilizar a matriz adequada, (ver [72] por exemplo). Em seguida
usamos a discretizagao do deslocamento:



208 Capitulo 8. Tecnologia de elementos finitos - 1

— Célculo do vetor de forcas nodais térmicas F7 , conforme (8.119).

— Resolvendo o sistema (8.120) tem-se os deslocamentos nodais U. Estes deslocamentos
permitem o cdlculo das deformacgodes totais, ¢, usando € (x) = BU e as tensoes
ficticias o’(x) associadas nos pontos de integracao, que sao obtidos por

o'(x) = CB (x) U. (8.122)

em um ponto x de cada elemento.

e Etapa 3 - O estado real de tensoes, devidas as forcas mecénicas F" e ao efeito térmico, é
obtido sobrepondo os resultados em cada ponto:

o=0 —CeT isto ¢ o=C(BU-£7). (8.123)

8.7 Elementos isoparamétricos e outros

Uma das dificuldades que se apresenta na construcao das matrizes de rigidez dos elementos é a
defini¢ao das fungoes de aproximagao, cuja expressao depende das caracteristicas polinomiais das
mesmas e das coordenadas que definem o elemento. Assim, salvo alguns casos particulares mais
simples, como os elementos do Exemplo 1, a identificagao das equagoes que definem as fungoes de
aproximagao de um elemento de formato arbitrario, em coordenadas globais, e em forma explicita,
¢ uma tarefa custosa, geralmente invidvel.

Normalmente, as fungoes de aproximacao sao definidas primeiramente num dominio padrao,
utilizando um outro sistema de coordenadas denominadas coordenadas intrinsecas. O dominio
padrao geralmente tem um formato regular (quadrado, triangulo ou cubo), com dimensoées pré-
estabelecidas, geralmente de lados unitdrios ou bi-unitdrios. Na literatura existe uma quantidade
de familias de fungoes de aproximacao ja bastante tradicionais, algumas das quais revisamos a seguir.
Uma vez essas fungoes tenham sido estabelecidas, é utilizado um procedimento de mapeamento das
fungdes, das coordenadas intrinsecas para as coordenadas fisicas, globais, da estrutura (Figura 8.14).

8.7.1 Elemento triangular linear

[
tA 3 ’
34
X (s 1)
1 2 S
)/
1 > s T_’x
€) (b)

Figura 8.14: Mapeamento do elemento, entre (a) o dominio padrao triangular e (b) o dominio fisico.

Devido a sua simplicidade, consideremos inicialmente as fungoes de aproximacao do elemento
triangular dado na Figura 8.15. Esse é um elemento no dominio padrao, definido nas coorde-
nadas intrinsecas s, t, retangular, com lados unitdrios. As trés funcoes de aproximacao lineares para
esse elemento sao facilmente determindveis. Lembre que essas fungoes devem satisfazer as condigoes
P;(sj,t5) =1sei=je(s;,tj) =0sei#j, onde (sj,t;) sdo as coordenadas intrinsecas do né j
do elemento, para 7 = 1,2, 3, isto é, a funcao associada a um certo né deve ser unitdria ali e nula
nos outros dois nés do elemento. As funcoes de aproximagao lineares deste elemento sao:
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(0;0; 1)

(1,0, 0) (%;%;0) @ (1,00 (%% O) ()

Figura 8.16: Numeragao nodal intrinseca e coordenadas nodais de drea nos elementos (a) quadréticos
e (b) cubicos.

Em qualquer tipo de elemento, o processo de integracao da matriz de rigidez significa efetuar a
operagao

e e T e
K= | B CBdx (8.129)
Ee

A matriz fD, contém as derivadas parciais das fungoes 1; em relacdo as varidveis (z,y), como
se tivessemos ; = ¥,(x,y). Mas temos agora fungoes de aproximagao definidas em termos das
coordenadas padrao (s,t), isto é, temos explicitamente ¥, = 1); (s,t). Mas observa-se que, através
das fungoes de mapeamento (8.125) no caso de elemento linear, e (8.127) nos elementos arbitrarios,
os deslocamentos sao, implicitamente, em fungao de (s,t), como em (8.128). Precisamos agora
determinar um procedimento para obter as derivadas 1, , e 9, , nessas condigoes. Um resumo da
situacao é o seguinte:

B = B(z,y) o
¥;
T = x(s,t), ey =y(s,1).

¥, (s,t). Porém tem-se o mapeamento:

Primeiramente supomos que existe uma relagdo inversa do mapeamento (8.125), isto é, fungoes

s=s(z,y) e t=t(x,y).

N&o é necessario que essas relacoes sejam determinada explicitamente. E suficiente que se saiba que
existam. (Posteriormente se comentara sobre as condigbes que o mapeamento deve satisfazer para
que essa inversa exista.) Entao é possivel usar a regra da cadeia em sequéncia para cada fungao
nodal v¥;, e =1, ..., Npe:

O (s(z,y),t(z,y)) = it i
i (5 (@) ot () = i 05 | OV OF (8.130)
ay 7y 9 7y - 88 ay 8t ay
Em forma matricial essas relagoes ficam
o o5 97 (0w
_ ox . oz or Ds o

V.1 e V1) sdo as componentes planas do gradiente de v, em relagdo as coordenadas (z,y) e (s, 1),
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e 1 y3 0 ys1 0 iz O
B=— 0 32 0 13 0 o1 (8.143)

2A
32 Y23 T13 Y31 X211 Y12

onde y;; = y; — y; € Tjj = T; — Tj.

@ (b)

Figura 8.17: Elemento e; na figura (b) mapeado na figura (a).

8.7.3 Exemplo 8.2 - Modelo de EPD com mapeamento

Consideremos o caso especifico da malha da Figura 8.6, pdgina 191, do Exemplo 1 desenvolvido
na segao 8.2.3 de estado plano de deformagoes. A matriz Jacobiana, sua inversa e o determinante
sao dados em (8.141) em termos das coordenadas nodais do elemento. Tomemos por exemplo,
para o elemento 1, mostrado na Figura 8.17 em sua forma fisica e no plano de coordenadas
intrinsecas. Suas coordenadas nodais (usando a numeragao intrinseca de seus nés), sdo: (z1;y1) =
(0;0), (z2;92) = (2;0) e (z3;y3) = (0;1). Entao se tem

J:[$2—$1 y2—y1]:[2 0]
T3 —T1 Y3 — Y1 0 1}’

e seu determinante é

detJ = (x2 — 21)(ys —v1) — (y2 — 1) (3 — :z:l) =2 =2A. (8.144)
e a inversa do Jacobiano
1 — — 11 0
-1 Ys— Y1 Yi1—Y2
—_ = — . .14
J 2A[$1—$3 1132—331] 2[0 2} (8.145)

Com isso se pode calcular as derivadas das trés fungbes de aproximacao no elemento 1, em
relagdo as coordenadas (z,y), conforme a eq. (8.131), usando (8.144) e (8.140), isto &, Vy9 =
J=1V 1. Organizam-se os resultados para os 3 nés da seguinte forma:

a¢1 6¢2 a¢3 1 1 1

or Or Ox | _| = O -11 0| | —-—= = 0
Oy Oy Oy —[81“—101]_[_1231]'
oy oy oy

Com essas derivadas calculadas, a matriz de deformacao do elemento 1 pode ser calculada usando
(8.143)

1 10 00
=3 0 -2 00 0 2
0120
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Nota-se que esta matriz de deformacao é idéntica a matriz (8.59) ja obtida na se¢ao anterior onde

e
nao se fazia o mapeamento. Finalmente, considerando que det J e as matrizes B e C? sdo constantes,
a matriz de rigidez do elemento 1 é integrada:

e eT e 1 pl—t
K =B C'BdetJ / / dsdt (8.146)
0 0

A integral fol Ol_t dsdt é a érea do dominio padrao, que é sempre igual a 1/2. Nesse tipo simples
de elemento, essa integral cancela detJ = 2, e a matriz fica simplesmente

e e T d e
K=B C’B.
Este exemplo, embora didético, ndo é a situagao mais usual. Elementos de outros tipos nao
fornecem matrizes de deformacao constantes quando possuirem fungoes de aproximagcao nao lineares.
A integragdo da matriz de rigidez em geral exige procedimento préprio, que serd visto na segao 9.

8.8 Tipos de elementos e suas fungoes

Nas se¢oOes anteriores indicamos as fungoes de mapeamento e de forma apenas de maneira sim-
bélica, sem explicita-las, exceto pelo caso particular de fungoes lineares de tridngulo. Nessa secao
apresentamos as explicitamente as principais familias de func¢oes mais usadas no MEF.

8.8.1 Elementos unidirecionais

Consideremos o dominio padrao unidimensional D! = {r :r € R, —1 < r < 1}. Nesse dominio,
podem-se definir, por exemplo, os polinémios lagrangeanos de graus 1 e 2:

Grau 1 — Li(r) = %(1 —r), Lsy(r) = %(1 +7),
Grau2  —  Li(r) = g(r —1),  Lo(r)=(1—1?),  Ls(r) = g(r +1), (8.147)

e para grau 3,

16L1(r) = —9(r — 1) <r - ;) <r + ;) . 16Ls(r) = 27(r — 1) (7’ + ;) (r+1),

) (8.148)

16La(r) = 27(r — 1) <r _ ;) (r+1),  16La(r) =9 <r _ 3> <r + ;) (r+1).

Cada fungao é associada a um né. Por exemplo, os polindmios quadréticos, sdo associados aos
nos 1, 2 e 3, como ilustrados na Figura 8.18, localizados nas coordenadas 11 = —1, ro =0 e r3 = 1.
No polinémio cuibico, os nés 1, 2, 3 e 4 estao nas coordenadas intrinsecas r = —1, ro = —1/3,
r3 = 1/3 e 74 = 1. Uma funcao lagrangeana L,(r) tem a caracteristica de ser unitdria no né j e
nula nos demais. Por exemplo, na figura, Ly é unitdrio no né 1 e nulo nos nés 2 e 3. As fungoes Ly
e Ly do polindomio linear também tem essa caracteristica, isto é, Li(r1) = 1, Li(r2) = La(r1) =0 e
Ly(r3) = 1. De forma geral, para qualquer grau,’

Nne
Li(rj)=6;; e Y Li(r)=1, para—1<r<1. (8.149)
=1

"0 operador delta de Kronencker §;; ¢ definido de tal forma que §;; = 1sei=7j e d;; = 0se i # j.
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Ya
Y3

y

Y1

@ (b)

Figura 8.19: Coordenadas intrinsecas e fisicas de um ponto P no: (a) elemento padrao e (b) elemento
fisico com coordenadas de érea.

T = TP + T2y + 393,
= YY1 + Y2ty + y3is. (8.154)

Nesse caso é possivel fazer o mapeamento inverso de forma explicita, isto é, obter expressoes para
s = s(z,y) e t = t(z,y). Para isso, consideremos inicialmente um resultado de dlgebra, que a drea
de um tridngulo pode ser obtida da seguinte forma:

1 L =z wn
Azidet 1 z2 y2 |. (8.155)

1 z3 y3

onde (z1;y1), (z2;y2) e (z3;y3) sdo as coordenadas fisicas dos nés do tridngulo. Essa expressao
pode ser adaptada para determinar as dreas dos trés triangulos internos definidos por um ponto
arbitrario P de coordenadas (x;y) e pelos nés do elemento, como ilustrado na Figura 8.19. Entao
as areas sao:

1 1 = y 1 1 1 wn 1 1z ys
Aj=—=det | 1 @9 1y |, Ao==det| 1 2z y |, Az3==det| 1 x3 ;3 (8.156)
2 2 2
1 z3 ys 1 z3 ys Iz y
Ya 3
]
y ____________
Yo p--m-m--- .2
| e
. — T

Figura 8.20: Triangulo arbitrario, com nés locais 123, coordenadas globais e ponto P interno arbi-
trario de coordenadas (x,y).

Entéao, se o elemento for linear, as dreas podem ser expressas em termos das coordenadas nodais via
(8.155) e (8.156). Nesse caso, dadas as coordenadas fisicas do ponto, pode-se calcular as coordenadas
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intrinsecas:

2Ar = [(w2y3 — x3Y2) + Y23 + YT32]
24s = [(z3y1 — 1y3) + 2ys1 + yxis], (8.157)
2At = [(z1y2 — m2y1) + Y12 + Y221]

onde 103 = Y2 — 3, etc. Nota-se que se P encontra-se sobre o né 1, tem-se A1 = A — r =1,
(logo s =t = 0). Da mesma forma, se P se encontra sobre os nés 2 ou 3, tem-se s = 1 ou t = 1,
respectivamente.

[
0; 0; 1)

1.
3'3

0;1;0) °
@ 0)

Figura 8.21: Numeragao nodal intrinseca e coordenadas nodais de drea nos elementos (a) quadraticos
e (b) cubicos, em dominio padrao.

8.8.3 Elementos triangulares de alta ordem

Na prética, evitam-se utilizar elementos lineares devido a sua baixa precisao (e também devido a
diversos problemas e patologias que pode apresentar em diversas situagoes), e utilizam-se elementos
com ordem mais alta. Os cédigos comerciais de elementos finitos limitam-se, tipicamente, a oferecer
duas opgoes: elementos lineares e quadraticos. Verificaremos a seguir a construcao de elementos
quadraticos. Esses elementos possuem 6 nés, como nas Figuras 8.16 e 8.21, e sua numeragao local
deve ser aquela indicada, isto é, os nés 1, 2 e 3 sao anti-hordrio, e os nés 4, 5 e 6 sao nos lados 12,
23 e 31, respectivamente. Assim, as fungoes de aproximacgao quadraticas associadas a cada né
sao as seguintes (com r =1 —s —1t):

Yy =r(2r-1), Py = s(2s — 1), Y3 = t(2t —1),
Yy = 4rs Y5 = 4st Yo = 4rt. (8.158)

A Figura 8.22 ilustra a forma de algumas das fungoes quadraticas no elemento. Esse conjunto de
fungoes, assim como todos os demais mostrados, satisfazem as condigoes

N’VL@
Yi(rj, s5,t5) =0i5 e Zwi(r, s, t) =1, V(rs,t) € Q.. (8.159)
i=1

Elementos de fungoes ciibicas podem ser construidos em elementos triangulares de 10 nés, nu-
merados como na Figura 8.16b. Nessa figura podem ser vistas ainda as coordenadas nodais de drea
para os elementos qudraticos e cibicos. As fungoes de aproximacao ciibicas associadas a cada
né sao as seguintes:
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Figura 8.22: Fungoes de aproximacao ¢; e 14 no elemento triangular quadrético.

2y, =r(3r —1)(3r — 2), 2y = 5(3s — 1)(3s — 2), 293 = t(3t — 1)(3t — 2),

2y = 9rs(3r —1) 25 = 9rs(3s — 1) 2hg = 9st(3s — 1), (8.160)
2 = 9st(3t — 1), g = Ort(3t — 1), g = Ort(3r — 1), '
21)qo = S4rst.

Em cada um dos elementos triangulares mostrados, o conjunto de mondémios presentes nos
deslocamentos é resumido no Tridngulo de Pascal de mondmios mostrado na Tabela 8.1. O grau
p do elemento e dos mondmios é a soma méxima dos graus de cada coordenada nos mondmio
presentes.

Tabela 8.1: Mondémios presentes nos campos de deslocamentos de elementos triangulares.

Grau Numero Monoémios
p=1i+j de nds
0 — 1
1 — 3 T S
2 — 6 72 TS 52
3 — 10 r3 r2s rs? s3
4 — 15 rd r3s r?s? rs st

O mapeamento ¢ o jacobiano dos elementos de alta ordem sao detalhados na segao 8.7.2.

8.8.4 Elementos Lagrangeanos quadrildteros

Elementos quadrilateros sao formados para interpolagoes lineares e de ordens mais elevadas. O
elemento mais simples ¢ o bilinear, de 4 nés, com lados retos, como visto na Figura 8.23. Também
sao ilustradas as geometrias dos elementos biquadratico, de 9 nds, e bi-ctibico, de 16 nés, que po-
dem ter lados curvos, variando de forma quadratica e cibica. O dominio padrao bidimensional é um
quadrado de lados 2x2, como na Figura 8.23d, definido como D? = {(r, s)€ R?, talque —1 < r,s < 1}.
A numeragao dos nés é como indicada na figura, anti-horaria, sendo o né 1 na coordenadas intrinsecas
(r,s) = (—1,—1). A numeragao dos nds para todas as fungoes (bilineares, biquadréticas, bictibicas,
etc.), ¢ a mesma das fungdes para os quatro nés dos vértices, que sdo numerados de 1 a 4.
As fungoes bilineares sao as seguintes:

bi=31-N0-9), Y= 04r)0-s),
| N (8.161)
Y3 = Z(1+7")(1+3)7 Yy = 1(1 —7)(1+s).

As fungoes biquadraticas sao as seguintes:
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Figura 8.24: Tlustragao da formagao de v (r, s) através de produto tensorial.

Tabela 8.2: Mondémios presentes no campo de deslocamentos de elementos quadrangulares comuns.

Tipo de elemento Monémios

bilineares 1,r,s, s,

biquadraticos Lagrangiano 1,r,s, 12,8%rs, 1r2s,rs?,  ris?
biquadraticos serendipity Lr,s, 712,82 rs,  12s,rs?).

e De forma geral, para qualquer grau, o método padrao de elementos finitos requer que as
fungGes de aproximacao satisfagam a condicao

N’ne
wi(rjasj) = 5ij e Zwi(r, 5) =1, para—-1<r7rs<1. (8'164)
i=1

e O mapeamento e o cilculo do jacobiano é feito como detalhado para os elementos tri-
angulares na secao 8.7.2, particularmente o quadro da eq. (8.135), apenas substituindo as
coordenadas intrinsecas de triangulo (s;t) por pelas coordenadas (r;s).

Os elementos finitos quadrildteros podem conter diferentes conjuntos de monémios. A Tabela 8.2
mostra os mondmios presentes no campo de deslocamento de algumas das formulacbes de elementos
quadrangulares.

Esses conjuntos podem ser visualizados no tridngulo de Pascal de monémios na Figura 8.25. Nota-se
que como a base de fungoes é gerada por produto tensorial das bases unidimensionais, o conjunto
inclui sempre monomios de grau superior aos a p. Por exemplo o elemento bilinear (p = 1) contém
trés monomios lineares e um quadrético, rs. Entretanto, em cada direcao a quadratura de integragao
associada é para grau p = 1. Os mondmios presentes em cada grau de polindmio Lagrangeano sao
vistos acima de cada linha em V no tridngulo de Pascal. Nos polinémios serendipity o V é truncado
na base conforme as linhas tracejadas na figura.

8.8.5 Elementos tridimensionais

O dominio padrio dos elementos hexaédricos ¢ o cubo de lados 2 x 2 x 2 definido por D3 ={(r, s,1) :
r,s,t € R, —1 < r,s,t < 1}. Geralmente a numeracao intrinseca dos nds é anti-hordria em torno
do eixo ¢, da mesma forma que para o elemento quadrilateral. A Figura 8.26 mostra o elemento de
fungoes tri-lineares (linear em cada diregao), que requer 8 nés, e o elemento triquadrético (quadratico
em cada dire¢ao), que requer 27 nos.

As fungbes de aproximacao trilineares do elemento hexaédrico sao (Figura 8.27a):
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Figura 8.25: Monomios no tridngulo de Pascal correspondentes as fungoes Lagrangeanas e serendip-
ity.

w PN
SN L AN

yI - 201, 19
4 3 I 23
Z X — 8 7 1C
2

| . 12] 15 26
() | °
8f——1- ! 22
! 2|16 1025 _9414_
r / 1 2
2 W22 1757 .
// 7 21 18
5 6/ 5 13 6 >
2 |
2
(@) (b) |

Figura 8.26: (a) Elemento de fungoes trilineares (linear em cada dire¢ao), com 8 nés, e (b) elemento
triquadrético lagrangeano, com 27 nés.

pr=g-n(=s)(1=1), Y= (1= )1 +1),
Yo= g1 +N=9)(1-0), o= g+n)(1-s)(1+0)
; ; (8.165)
bs= gD+, vy =L+ +5)(1+0)
Y= GU-n(+5)(1-1), Y= (1 -7 +5)(1 +1).

Note que essas fungoes sao geradas usando o mesmo procedimento usado para gerar as fungoes bidi-
mensionais Lagrangeanas - através do produto das fungoes lineares unidimensionais, como ilustrado
em (8.163). Por exemplo, considere a fungao 5 ¢ o produto de Li(r)Li(s)L2(t). O mesmo pro-
cedimento pode ser usado para gerar o conjunto de fungoes para o elemento hexaédrico tri-
quadraticos, (Figura 8.26b), associadas aos 27 nds, a partir de produtos das fun¢des unidimen-
sionais quadréticas das eqs. (8.147), o que gera o conjunto:
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Y1 =Li(r)Li(s)La(t) 19 = Ls(r)La(s)L1(t) 19 = La(r)Ls(s)La(t)
Yo = L3(r)L1(s)L1(t) 1y = La(r)La(s)Li(t) o = La(r)La(s)La(?)
Y3 = L3(r)Ls(s)L1(t) 1o = La(r)La(s)La(t) 91 = La(r)Li(s)La(?) (8.166)
Yy =Li(r)L3(s)L1(t)  th13 = La(r)L1(s)L3(t) 99 = L3(r)La(s)La(t)
V5 = L1(r)L1(s)Ls(t) g = L3(r)La(s)Ls(t) 93 = La(r)Ls(s)La(t)
Ve = L3(r)L1(s)L3(t) 15 = La(r)La(s)La(t) oy = L1(r)La(s)La(t)
7= L3(r)L3(s)L3(t) 16 = L1(r)La(s)Ls(t) 95 = La(r)La(s)Ls(t)
Vg = L1(r)L3(s)L3(t) b1y = L1(r)L1(s)La(t)  tbeg = La(r)La(s)L1(t)
Yo = Lo(r)L1(s)L1(t) 15 = La(r)Li(s)La(t) g7 = La(r)La(s)La(t)
Deve-se lembrar que sempre o conjunto de fungoes deve satisfazer a condigoes.
Ne
Yi(rj sit) =06; e > by(rst)=1, para-1<rst<1. (8.167)
=1

O mapeamento e o cilculo do jacobiano sédo feitos como detalhado para os
elementos triangulares na secao 8.7.2, particularmente o quadro da

eq. (8.135), apenas substituindo as coordenadas intrinsecas de triangulo

(s,t) por pelas coordenadas (r,s,t). A ordem da matriz jacobiana passam a ser 3 x 3.

5
|
|
6 AT
| I >
11K _S|
//_r
/
2 3
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8 5 16 8
y A Y7
114
I 12119
-4 18 /1 — =34
o y
/9 1 1
2 10 3 > X
(b) (©

Figura 8.27: Elementos Lagrangeanos (a) trilinear (8 nés), (b) e (¢) triquadréatico no dominio padrao

(r,s,t) e no dominio fisico.

8.8.6 Mapeamento em elementos quadrilateros e hexaédricos arbitrarios

A formulagao descrita nessa segdo é para um elemento hexaédricos arbitrério, nao necessariamente
de faces planas, porém sua simplificagdo a elementos planos quadrildteros ¢ bastante simples. Os
conceitos de mapeamento e cdlculo da matriz jacobiana segue os mesmos passos do caso de elementos
planos, que foi detalhado na segao 8.7.2. Entretanto essa se¢ao repete o material de forma resumida,
fazendo os ajustes necessédrios na quantidade de coordenadas e de varidveis do problema.

O mapeamento envolve Ny, nés e N, fungoes de aproximagao da seguinte forma

Nn&

T = Z%’(T, S, t)xi’
i=1

Nne

y=> vi(r,s,t)y;
=1

N’n.e

e z= Zwi(r,s,t)zi (8.168)
=1
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Figura 8.31: Elementos serendipty: (a) 2-D biquadrético (8 nés) e 2-D bicibico (12 nés); (b)
triquadrético (20 nés) no dominio padrao (r, s,1).

Ya(rs) = (1= 7)1 =) ~tss,  glrys) = 3(1-r)(1 — 9),
Yol s) = 1+ 7)1 =) ~tsg, Wglrys) = 5(1= )1 +7),
Yalr5) = JUH T+ )~ e, nlrys) = 5(1L—r2)(1+5),

Yalrs) = (1= 7)(1+5) = tbrs,  Walrys) = 5(1— 591 —7),

(8.187)

onde ¢, = (1, + 1) /2-

O processo de gerar essas funcoes é descrito a seguir e, uma vez comprendido, pode ser utilizado
para gerar conjuntos de fungoes para elementos planos e hexaédricos de graus maiores. Como exem-
plo, considere-se a geragao das funcoes biquadréticas. O procedimento consiste em, primeiramente,
partir das quatro funcées bilineares, que sao associadas aos nds 1 a 4, de vértices. Esses termos
aparecem como o primeiro termo & direita da igualdade nas fungoes 1, a 1, em (8.187). Entretanto,
o conjunto de fungoes deve satisfazer as condigoes (8.167): particularmente, cada fungao deve se
anular em todos os demais nés do elemento. No processo de construgao de 1;, por exemplo, se
se parte das fungoes bilineares tem-se, em primeira aproximagao, ¥; = (1 — r)(1 — s)/4. Nota-se
que essa fungao é nula nas bordas que nao contém o né 1, isto é, nos nés 2, 3, 4, 6 e 7. Porém, essa
funcdo nao é nula nés das bordas que contém o né 1, isto é, nos nés 5 e 8, a fungao vale 1/2. O
que se faz é corrigir a fun¢ao, adicionando outra que seja quadréitica, e seja nula em todos os nds,
exceto no né 5, onde ela deve valer exatamente —1/2. Essa fungao é 15/2. A Figura 8.32 mostra as
fungdes 1, V5 € 1g. Com isso, a forma 1, = (1 —r)(1 — s)/4, corrigida com (95 + 1g)/2, satisfaz a
nulidade em todos os nés do elemento, exceto no né 1, e é unitaria ali. Esse processo de geracao é
seguido para as funcoes ¥4 a 14, tomando as fungoes bilineares correspondentes e fazendo a corregao
com as fungOes quardticas associadas aos nds internos as bordas que contém o né da funcao sendo
corrigida (nds 5 e 6 para corrigir 15, n6s 6 e 7 para corrigir ¢3, e nés 7 e 8 para corrigir 1,).

O processo de gerar as fungOes internas as bordas, nos nés 5 a 8, é ilustrado na Figura 8.33
para ©5. Num dominio 1-D, —1 < r < 1, uma fun¢do quadratica que se anule nas extremidades
e seja unitdria no centro, é simplesmente (1 — r2) mostrado na figura 8.33a. Na Figura 8.33b se
tem a extensao dessa funcao para o dominio padrao, de forma uniforme na direcao s. Essa fungao
nao é nula na borda s = 1. Considera-se, em seguida, a fungao linear 1-D no dominio —1 < s < 1,
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Figura 8.32: Fungoes serendipity 2-D: (a) 9, (b) 95 € (c) ¥g.

(1 — s), mostrada na Figura 8.33c, e sua extensao uniforme na dire¢do r na Figura 8.33d. Para a
etapa final, observa-se que o produto das duas fungoes, (1 —72) e (1 — s), nas direcdes 7 e s, gera a
fungao ¥5, mostrada na Figura 8.32, que possui todas as propriedades necessdrias. O processo de
geragao das demais fungoes, nos nés 6 a 8, é andlogo.

r=-1 r=0 r=1 95 1
1 5 2
@ (b)
S
4 Y/ 3
[ S S S
y/ A AR ARAeY/
A7 7 7 7
IVAEAV/A
V3
1 5 2
(©) (d)

Figura 8.33: Ilustracao do processo de geragao da fungao serendipty 5.

Observagao 1: Funcoes serendipity geram os elementos chamados isoparameétricos. Essa
nomenclatura é associada ao seguinte fato. Se consideramos um elemento biquadritico, por exem-
plo, o nimero de pardmetros nodais necessdrios para descrever um certo campo de deslocamentos,
u(zx,y), por exemplo, ¢ igual ao nimero de nés. Usando as fungdes serendipity, sdo 8 valores nodais
e com fungoes lagrangeanas sao 9. Entretanto, para descrever a geometria, apenas os 8 nés na borda
do elemento sao necessdrios, para descrever a curvatura da borda da peca, por exemplo, quer se use
o elemento de 8 nds ou o de 9 nés. Assim, o elemento com funcoes serendipity descreve os campos
incégnitos com a mesma quantidade de pardmetros que usa para descrever a geometria. Quando
se utilizam as fungoes Lagrangeanas, sao utilizados 9 parametros para descrever o deslocamento
numa direcao, e apenas 8 parametros para descrever a geometria. A aproximagao de x faz uso das
9 funcgoes, porém a funcao associada ao né central nao contribui para a identificagdo da geometria,
que necessita apenas a identificacao da borda do elemento.

Adicionalmente, existem as nomenclaturas subparamétrico e superparamétrico, para des-
ignar formulagbes em que o nimero de parametros na definigao da geometria é inferior /superior ao
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nimero de pardmetros para os deslocamentos. Por exemplo, um elemento triangular pode ter sua
geometria definida com apenas 3 nés, com lados retos, e ter seus deslocamentos modelados por 4
ou mais funcées. E o caso subparamétrico.

Observagao 2: O nome “serendipity” utilizado para essa familia de fungoes se deve a sensagao
de admiragao pelos desenvolvedores do método quando se depararam com as caracteristicas dessos
elementos. O termo é uma palavra pré-existente no ingles, artificialmente criada no século 18, de
uso raro, que significa algo com “sorte inesparada, maravilhoso, espantoso”. Durante todos os anos
a partir de 1970 até muito recentemente, essa familia de fungoes tornou-se de uso quase universal
em todas as aplicacbes, em detrimento das funcGes Lagrangeanas e outras. Parte dessa atragéo
surgiu pela economia de drea de memoria e de tempo de processamento, uma vez que, dentro de
certas limitagoes, pode-se ter um elemento biquadritico com 8 nés em vez de 9, ou bictibico de
12 nés em vez de 16, um sélido triquadrédtico de 20 ndés em vez de 27, etc. Deve-se lembrar que
até os anos 1970, computadores considerados de grande porte, (denominados entao “main-frames”),
possuiam memoria e velocidade de processamento inferiores ao das calculadoras de bolso utilizadas
atualmente. Assim, mesmo hoje, virtualmente todos os programas comerciais utilizam os elementos
serendipty, embora incorporem também os Lagrangeanos, ambos até funcoes quadréticas.

Observacgao 3: Entretanto, essa familia de elementos possui uma série de limitagoes, de “patolo-
gias” | as quais foram objeto de estudo massivo para gerar entendimento e procedimentos de “cura”.
No Capitulo 11 fazemos algumas indicagoes de diversas dessas patologias dos elementos serendipty.
Deve-se notar que a maioria dessas patologias sao, ou eliminadas, ou grandemente aten-
uadas, com o uso de elementos lagrangeanos, preferencialmente de graus mais elevados
(acima de grau3).

Expansao de fungoes serendipity para Lagrangeanas

As fungoes serendipity biquadréticas (8.187) podem ser suplementadas para gerar um conjunto de
fungoes associadas a um elemento de 9 nés, com o nono né central ao elemento, como na Figura
8.23. Uma fungao de aproximacao associada ao né 9 deve ser unitdria ali, nula em toda a borda do
elemento, e quadritica em r e s. Essa funcao é ¥g(r,s) = (1 —72)(1 — s2). Além disso, ¢ necessdrio
aplicar uma nova corregao a cada uma das 8 fungdes de borda em (8.187). Essa correcao deve se
anular na borda, e, no centro, ter o valor igual ao valor da fungdo que ela visa corrigir. Assim, para
as Fungoes 1 a 4, deve-se somar —1)q/4. Para as fungoes 5 a 9, deve-se somar —1)q/2.

Deve-se observar que, se as fungoes serendipity forem expandidas da forma acima para incluir nés
internos, o resultado ¢ um conjunto de funcoes que, de fato, sao idénticas as funcoes Lagrangeanas
vistas nas segoes 8.8.4 e 8.8.5.

8.9 Técnicas de recuperagao de tensoes e fluxos e estimativa de
erro

Um fendémeno conhecido no MEF ¢ que as aproximagoes obtidas para a varidvel primdria (deslo-
camentos, temperatura, potencial elétrico...) apresenta precisao e taxas de convergéncia melhores
que as varidveis secunddrias (aquelas obtidas por difernciagdo das principais, como deformagoes,
tensoes, fluxos de calor, etc). Entretanto, observac¢os ainda nos anos 1970 [9][118] indicaram que
em elementos serendipity de baixa ordem, nas vizinhancas dos pontos de subintegragao de Gauss-
Legendre, as tensoes apresentam preisao similar aquela dos deslocamentos. Isso gerou a pesquisa
de busca de localiza¢Ges dos chamados ponteos de superconvergéncia em outras formulagoes. Esses
pontos nao sao facilmente identificaveis a priori em formulacoes com enriquecimentos locais de alta
ordem nao nodais. Entretanto, nos elementos de baixa ordem mais comuns, algumas técnicas tem
sido desenvolvidas para identificar uma fung¢ao apra cada componente do tensor tensdo (ou qual-
quer outra componente de varidvel secunddria), que designaremos aqui simplesemente por o”(x),
a partir do cdlculo da componente em um conjunto pré selecionado de pontos de amostragem em
cada elemento.
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Figura 8.34: Pontos de amostragem de elementos triangulares, quadrangulares e tetraédricos, lin-
eares e quadréticos.

A Figura 8.34 mostra ilustra as posi¢oes dos pontos de amostragem de elementos triangulares,
quadrangulares e tetraédricos, lineares e quadraticos. Os circulos cheios sao os nés e os vazados os
pontos amostrais. Nos elementos quadrangulares e hexaédricos os pontos amostrais sao os pontos
de subintegracao de Gauss-Legendre. Nos tridngulos e no tetraédros lineares o ponto é no centréide,
e nos tridngulos e tetraédros quadréticos os pontos sao nos meios dos lados.

A meta das técnicas de recuperagao ¢ usar os valores de tensao o,y nos pontos amostrais e
obter valores o;, nos nés p da malha. Isso permite em seguida definir uma fungao para a tensao
reconstruida o”(x) sobre toda a malha, usando as préprias fungoes de forma qﬁp(x) ja usadas no
MEF:

Nnos

o"(x) = Y ¢,(x)0y,  parax €Q. (8.188)
p

Normalmente essa funcao recuperada o”(x) apresenta uma precisdo surpreendentemente boa nas
situacoes préticas. Iss faz com que seja a bse de uma técnica bastante usada para a estimativa a
posteriori do erro na solu¢ao do MEF, quando é usada em lugar da solucao exata. Se a técnica
de recuperagao or usada para obter uma representagao do tipo (8.188) para cada componente de
tensao (ou do vetor fluxo, etc), se tem o tensor recuperado o’ (x) em cada ponto de um elemento
arbitrario e:

Nnos

o' (x) = Z ¢p(x)oy,,  para x €Q. (8.189)
P

onde ¢, ¢ a fungao de forma elementar. Entao o erro pode ser estimado no elemento por uma norma
de energia complementar

Ne = Ha'mef(x) - UT(X)HE(QE) )

= \// (Omef — ") C (o per — o) d. (8.190)
Qe
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Neg
Ae 08 e (X2). (8.194)

e

.1

kasz

onde A, e Ay sdo a drea do elemento e e a drea total da nuvem. No caso de elementos tridimensionais,
as dreas devem ser entendidas como volumes. Uma vez calculado o valor médio para todos os nés
do modelo, uma funca@o recuperada o, (x) pode ser definida sobre 2 usando (8.188).

8.9.2 Técnica de recuperagao de tensao de Zienkiewicz-Zhu

Para uma grandeza escalar, o, por exemplo, busca-se uma representacao

S(x)=px)'S emxe ., (8.195)

onde p(x) é um vetor de monémios e S um vetor de coeficientes a serem determinados de forma
a minizar a diferenca em relagdo aos valores de o, calculados diretamente do modelo de MEF nos
pontos amostrais da nuvem k. S é obtido pela minimizacdao do erro quadratico definido de forma
discreta por

E(S) :% 3 {ax(xj) ~p(x;)’S : (8.196)
JEAFK

Se o nimero de termos na base p(x) for menor ou igual ao nimero de pontos amostrais na nuvem,
o minimo é dado pela solucao S do problema algébrico

AS =F ,onde
A = Y px)px)" e F=) p(x;)ou(x)) (8.197)

JEAFK JEAK
Tendo S, a eq. (8.195) é usada para calcular o valor recuperado de o, no né k:
T

o" =p(x,)’S. (8.198)

O processo (8.195)- (8.198) ¢é repetido para todos os nés da malha, gerando valores nodais recu-
perados em todos os nés. Entao, (8.188) permite a representacao da tensao recuperada em todo o
dominio.

As bases polinomiais usadas podem ser, por exemplo:

p(x)T = {1, z, y} para elementos 2D lineares,
{1, x, y, T2, xv, y2} para elementos 2D quadraticos, (8.199)
{1, =, y, z} para elementos 3D lineares,

8.10 Exercicios
8.1 Explique qual a diferenca entre o conjunto Kin e Kiny,.
8.2 Exemplifique funcdes C° (Q2), C* (Q) e C% ().
8.3 Porque o produto interno de um tensor simétrico S por um anti-simétrico A é nulo (S : A = 0)?
8.4 Qual a parte simétrica do gradiente de deslocamento Vu, e qual seu significado fisico?
8.5 Porque o PTV, apesar de envolver um “trabalho”, nao é uma relacao termodin&mica?

8.6 Porque, na deducao do PTV, a fung¢ao peso é requerida ser nula em I',,?
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