Capitulo 18

Elementos finitos em dinamica

A quase totalidade dos sistemas fisicos na engenharia podem ser considerados apenas de forma
aproximativa como sendo de um grau de liberdade como descrito nas se¢oes acima, composto um
bloco rigido de massa m (sem rigidez ou dissipacao), ligado a uma base por uma mola (sem massa
ou amortecimento) e um amortecedor (sem massa ou rigidez). Estamos interessados principalmente
em determinar o comportamento dindmico dos sistemas continuos, isto é, corpos e estruturas
sélidas, tridimensionais, com sua forma prépria, sua massa e sua capacidade de amortecimento
interno. Entretanto, o modelo discreto de um grau de liberdade visto no Capitulo 17 é 1til, tanto
pelo entendimento fisico que proporcionam, quanto pelo fato de sua formulagao ser usada como
parte de vdrios métodos de anédlise de corpos tridimensionais, como serd visto no presente capitulo.

Considere o corpo com forma arbitraria ilustrado na Figura 18.1a submetido a um conjunto de
forgas varidveis ao longo do tempo. Caso sua forma, apoios e carregamento sejam simples, regulares,
é possivel uma andlise analitica que resulta na solugao exata de sua resposta. Alguns problemas
em que o corpo tenha forma de barra, vigas, placas circulares ou retangulares, dependendo do
carregamento, podem ser tratadas desta forma. Uma série de livros cldssicos tratam destas solugoes,
como por exemplo Langhaar [64], Meirovitch [68], Clough [22] dentre outros. Frequentemente porém,
os componentes e sistemas usados em engenharia mecénica sao de formato e carregamento complexos
e nao podem ser tratados por férmulas analiticas. Da mesma forma que em problemas estaticos, a
maneira padrao de se tratar destes problemas consiste em abrir mao do desejo de obter uma solugao
exata e buscar uma solucao aproximada do problema.

Para tratar do problema continuo como o do corpo tridimensional da Figura 18.1a, num
primeiro momento pode-se considerar um modelo discretizado como aquele ilustrado na Figura
18.1b, onde o corpo é simulado por uma colecao de massas discretas unidas entre si por molas e
amortecedores, fazendo uma hipétese tempordria bastante forte de que tenham uma disposi¢ao em
série. A forma de realizar este processo de discretizacao de forma consistente nao é ¢bvia, e existem
diversos métodos de fazé-lo, dentre os quais o préprio método que estamos tratando, o de elementos
finitos. No momento consideramos que, de alguma forma, esta discretizacao ja tenha sido realizada
e temos disponivel um modelo como o da Figura 18.1b, com N massas discretas. Cada uma dessas
massas pode ser considerada um corpo rigido, de forma que podemos aplicar a ela a Sequnda Lei
de Newton. A Figura 18.1c representa um diagrama de corpo livre de uma massa arbitraria m;.
Sobre ela atuam uma forga externa F;(t) e as forgas internas devidas aos deslocamentos relativos as
outras massas. Estas forcas internas sao as forgas elasticas f., relacionadas a rigidez das molas k;
e ki11, e as forcas de amortecimento f, relacionadas as constante C; e C;y1 dos amortecedores.
Pela segunda lei de Newton, a resultante de todas estas forcas deve ser igual & forgca de inércia
m;Z;. Entdao a equagao do movimento para uma massa m; interna qualquer ¢ a seguinte:

Fi + Ciyq (i1 — ) + ki1 (wipr — ) — Ci (U — i—1) — ki (ui — ui—1) = myi, (18.1)

onde os deslocamentos, velocidades e aceleragoes sao funcao do tempo. Podemos rearranjar os
termos colocando a parte conhecida, a forga externa Fj(t), do lado direito:
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Figura 18.1: a) Corpo sélido tri-dimensional arbitrdrio; b) modelo discretizado; c) diagrama de
corpo livre da massa m;.

m;il; —Ci1Uip1 + (Ci + Cigr) 4y — Citti—1 —kipruipr + (ki + kig1) us — kjui— = Fi(t).  (18.2)

inércia amortecimento deformacao

Podemos expandir estas equagoes incluindo as massas vinculadas aos apoios e coloca-las numa forma
matricial para o conjunto de massas:

mq (5 [ (C1+C2) —Cy 1 Uy

ma iin —Cy (Ca+C3) —Cs Us

ms U3 + —C3 (C3+ Cy) U3

i mpy UN L i un
(K1 + Ka) —Ko u1 Fi(t)
—K5 (Ko + K3) —K3 U9 Fy(t)

n ~ Ky (K3 + Ky) us N\ = Fi(t) (18.3)

UN FN(t)

Este sistema pode entao ser escrito de forma compacta como

| M ii(t) + Ca(t) + Ku(t) = F(1) | (18.4)

que ¢é o conjunto de equagao do movimento do sistema discreto da Figura 18.1b. Sao equagoes
diferenciais ordindrias, com coeficientes constantes. E um sistema discreto no espaco e continuo no
tempo. As matrizes sdo as chamadas matriz massa ou de inércia M, matriz de amortecimento
C e a matriz de rigidez K, todas reais e simétricas. Embora neste exemplo M seja diagonal, de
forma geral isto nao é assim.

Nas proximas secoes trataremos dos métodos para a determinacao da solucdo do problema
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semidiscreto (18.4). Antes disso daremos uma amostra do processo geral de como aquelas matrizes
sao determinadas para um corpo sélido, isto é, um sistema continuo, pelo método de elementos
finitos.

Basicamente o processo de determinacgao por elementos finitos da equacao matricial de movi-
mento num caso dindmico é o mesmo procedimento usado nos capitulos anteriores na determinacao
da equagao matricial de equilibrio. Em ambos os casos usaremos o Principio dos Trabalhos Vir-
tuais, onde no caso dindmico fazemos uma alteragao em seu enunciado pelo uso do Principio de
D ’Alambert, descrito a seguir. Um outro procedimento a ser apresentado, além do PTV, é a
obtencao das equagoes de matriciais de movimento pelo uso das equagoes de movimento de
Lagrange. Estas equagoes sdo uma forma derivada do mesmo PTV aplicado & dindmica, porém
apresentam uma versatilidade muito grande em vérias classes de problemas nao lineares.

18.1 Principio de D’Alembert

Julgando-se apenas pelo seu enunciado, este principio é de uma simplicidade enorme. Sua utilidade
é também enorme na engenharia. Considere a equagao do movimento de uma particula de massa
m, dada pela segunda lei de Newton:

n
Z F; + mb = ma, (18.5)
i=1
isto é, a resultante de todas as n forgas externas aplicadas, Fj, e da forca do corpo mb, deve ser igual
a forca da inércia, dada pela massa vezes a aceleracao a desenvolvida pela massa. Aqui, b é uma
for¢a de corpo por unidade de massa. Quando as forgas sao tais que a aceleragao é nula, as forgas
estao em equilibrio e esta equagao é chamada equagao de equilibrio. Obviamente, o tratamento de
problemas de equilibrio é mais simples que o de problemas dindmicos. D’Alembert, de certa forma,
realizou uma operagao bastante simples. Ele transferiu a forga de inércia do lado direito de (18.5)
para o lado esquerdo obtendo

n
> Fi+m(b—a)=0. (18.6)
i=1
Agora a forma da equagao é exatamente a mesma de uma equagao de equilibrio estédtico e, dentro
de certos limites, parte do que foi desenvolvido para os problemas estdticos pode ser adaptado aos
problemas dindmicos. O Principio de D’Alembert entao afirma que as forgas de inércia podem ser
incorporadas as forcas de corpo e o problema pode ser tratado como uma equacao estética.!

Figura 18.2: Elemento diferencial de volume de barra.

'Note que o problema é estatico apenas de forma ficticia, uma vez que agora as forcas de corpo incorporam a
aceleragao, que é desconhecida, diferentemente de b que é a-priori conhecida.
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onde z§ e x§ sao as coordenadas globais dos nés 1 e 2 do elemento. A matriz de rigidez e o vetor
forga do elemento sao os mesmos jé integrados nas equagoes (5.7)-(5.8), de forma que agora tem-se
o conjunto completo:

. AE[ 1 -1 . PAL. T2 1 . 0
e e E T e

Observe que pAL. é a massa total do elemento. Como no caso estdtico, estas sdo apenas as
matrizes de um elemento, e devem ser sobrepostas nas matrizes globais para gerar as equagoes
semidiscretas de movimento que representam o sistema sendo modelado:

Mii(t) + Ku(t) = F(t). (18.23)

Observe que este é um sistema de N equagoes diferenciais, ordindrias, de coeficientes constantes,
em termos do tempo, nao homogéneo (F'(t) # 0), com N fung¢oes incégnitas uy(t), -+, un(t). Difer-
entemente do caso estdtico, esta nao é uma equacao algébrica, portanto nao pode ser simplesmente
resolvida por semi-inversio de matriz. E um sistema de equagdes diferenciais ordingrias lineares e
deve ser integrado para dar a resposta do sistema, apés a aplicagao das condigoes de contorno e
condicoes iniciais.

18.3 Equacoes do movimento de Lagrange

As equagoes do movimento (18.23), que foram obtidas pelo PTV, podem ser também obtidas com o
uso das equacgoes de Lagrange. Considere que podemos expressar a energia de deformagao U e a
energia cinética 7' de um corpo eldstico ou sistema, em termos de valores nodais de deslocamento
u;i(t) e ;(t), isto é, se temos as fungoes

U=W (uy(t), ua(t),...,un(t)),
T:T(ul(t), uQ(t),...,uN(t), a1 (), Hg(t),...,ﬂ]v(t)).

Partindo do principio dos trabalhos virtuais, é possivel deduzir as chamadas equacoes de Lagrange.
Nao apresentaremos aqui sua dedugao, que pode ser achada em textos cldssicos de dinamica [64].
Estas equagoes sao as equacoes do movimento do sistema, em termos dos valores nodais wu;(t) e
4;(t). Frequentemente ¢ mais fécil obter as equagoes do movimento pelas equagoes de Lagrange que
tentando aplicar diretamente a segunda lei de Newton. As equagoes de Lagrange sao

(18.24)

d (0T or oW
— — =F; 18.25
dt (811,2) ou; * ou; ( )
Para uma barra, por exemplo, a energia de deformacao interna é dada por:
AE [T [ ou(z,t)\?
W= / <“(x)> dz. (18.26)
2 0 836

A energia cinética pode ser obtida da seguinte forma. Lembre que a energia cinética de uma
massa pontual m é, por definicio, E. = mv?/2. Agora considere o elemento diferencial de barra
de comprimento dx das Figuras 18.2 e 18.3. Este elemento tem massa diferencial dm = pAdx e
velocidade axial 1(x,t). Logo sua energia cinética é u(x,t)2dm/2, isto é, pAu(x,t)?dx/2. A energia
cinética da barra completa é entao

_pA ("
=5 i

Tendo W e T, cabe agora fazer a discretizagao de elementos finitos. Dividimos a barra em
elementos, o que significa simplesmente particionar o intervalo de integragao nas equagoes acima em
uma soma de integrais realizadas em cada elemento. Em cada elemento interpolamos o deslocamento
e velocidade usando (18.12). Entao as energias em cada elemento se tornam:

T (a(x,t))? de. (18.27)
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AFE 2 A . . 2
we =55 [ (o 0+ ualan i) o, =P8 [ (a0 + (o, 005,)" da.
€ €
(18.28)
Se usarmos as equagoes de interpolac¢ao da lineares (7.69) no elemento as energias acima ficam

T T
L[ () } { u1(t) } 1 { U (t) } { U (t) }
We=— K* e TC==1< . \Y AR . 18.29
> { us () us(t) 2\ dalt) (1) (18.29)
Se compararmos estas expressoes a (18.22) vemos que as energias acima sao proporcionais a rigidez

e massa do elemento, respectivamente. Definindo o vetor de deslocamentos nodais, do elemento
como u®(t) = {u1(t); ua(t)}’, a equacdo acima pode ser posta na forma

1
Wwe = 5ueT(t) Ke ue(t), T¢ = EﬁeT(t) Me ﬁe(t) (1830)

Essas sao as expressoes discretizadas para as energias interna e cinemética e podemos passar ao uso
das equagoes de Lagrange. Para um dado elemento a equagao de Lagrange em (18.25) reduz-se a
duas equacoes, para ¢ = 1 e i = 2, correspondentes aos dois graus de liberdade do elemento. As
equacoes ficam:

d (0T° owe d (0T¢ owe
— = F¢ — = F¥. 18.31
dt (8111)_'_ 8U1 L ¢ dt <87:L2>+ 8’LL2 2 ( 8.3 )

Observe que cada uma das equagoes (18.30) ¢ uma forma quadratica, que se expandem em

We% [Kfyui + Kfyurus + K§juiuz + Kgyuj)
Te% [M{y a3 + Mitts + M§tnts + MSytatis] .
Fazendo as derivagoes indicadas em (18.31) e recolocando o resultado em forma matricial obtemos
[ Mp,  Mi, } { Ul(t) }+ [ Ki, Ki, } { uy(t) }:{ FE(t) }7 (18.32)
My Mg, iia (1) K3 K us(t) F3(t)

que é exatamente a equagao do movimento (18.19) obtida anteriormente usando o PTV e o Principio
de D’Alembert.

18.3.1 Exemplo 18.1 - Matrizes para modelos de 2 e 3 elementos

Determine a equagao do movimento discreta para uma barra de comprimento L, drea de segao
transversal A, densidade p e mdédulo de elasticidade E. Obtenha as matrizes para dois e trés
elementos finitos iguais.

Solugao:

A Figura 18.4 ilustra os nés e graus de liberdade do modelo de trés elementos. Para dois
elementos a equacao do movimento é obtida sobrepondo as matrizes em (18.22):

2 1 07 ( it -0 w(t) ()
’%L 14 1| < ) +% PR B B Gl B
01 2 iis(t) 0 -1 1 us(t) F3(t)

e, mesma forma, para trés elementos,
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Figura 18.4: Modelo de barra com trés elementos do Exemplo 2.
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(18.33)

18.4 Matriz massa em elementos sdlidos elasticos

O procedimento detalhado na se¢ao 18.2.1 para a determinacao da matriz massa e das equagoes de
movimento do modelo de barra, é estendido aqui para elementos sélidos. De fato, serd visto que o
procedimento ¢ padrao para a matriz massa de quase todo tipo de elemento finito.

O principio dos trabalhos virtuais (8.12), adaptada aos materiais eldstico lineares, em
problemas estdticos, tem sua expressao dada por (8.15): Determinar u € Kin tal que

/s(ﬁ)-Cs(u) dQ—/ﬁ-bdQ—/ a-fdy=0 VieVar (18.34)
Q Q r;

Aqui os tensores de segunda ordem como e jé foram convertidos em vetores como em (8.104). Os
conjuntos de fungdes cinematicamente admissiveis, Kin e Var sao definidos em (8.2) e (8.3).

Aplica-se o principio de D’Alembert, substituindo a forgas de corpo b por b—pii, onde pii é a
forga de inércia por unidade de volume, associado a um elemento diferencial de massa dm = pdV. As
aproximacoes do campo de deslocamentos e de deformacoes num elemento vem de (8.103) e (8.106).
A mesma interpolagdo dos deslocamentos é usada para as aceleragoes e para os deslocamentos
virtuais:

(18.35)

N = N(z,y,2) é a matriz de fungdes de forma, ii = ii(z,y, 2,t) = {ii,¥,1W}' sdo as aceleragdes no
ponto do corpo. U = U(t), U= U(t) e U= U(t) sdo o vetor de deslocamentos, de velocidades e
de aceleragoes nodais do elemento. Diferentemente do caso estdtico, os deslocamentos nodais sao
dependentes do tempo.

A expressao do PTV com as forcas de inércia fica
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18.5 Matriz massa em elementos de viga

O procedimento detalhado na segao 18.4 para a determinagdo da matriz massa e das equagoes de
movimento do elemento sélido é estendido aqui para elementos finitos de viga de Euler-Bernoulli. De
fato, € mostrado que o procedimento é padrao para a matriz massa de quase todo tipo de elemento
finito.

O principio dos trabalhos virtuais para flexao de vigas delgadas (modelo de Euler-Bernoulli),
adaptado aos materiais eldstico-lineares, em problemas estaticos, ja incorporando as forcas de
aceleracao através do Principio de D’Alembert, tem sua expressao dada por:

Dado q(z), determinar u(x) € Kin que satisfaz a condi¢io

L L L
/ EI""dx = / 0 (z)q(z,t) dx —/ pAD (z) ¥ (x,t) dx Vo (z) € Var. (18.41)
0 0 0

onde ¢ (z,t) é a carga distribuida transversal por unidade de comprimento, p ¢ a densidade do
material por unidade de volume, A é a drea da secdo transversal, que é considerada uniforme,
V" = d?v/dx?, e i = d*v/dt? é a aceleragio transversal da secdo. Os espacos de fungdes sao:

Var = {i(x) : v,9' continuas; o(z)=0 e o'(z)=0} emVeeTl,,
e v

Kin = {v(z,t) : v,v’ continuas; v(z,t) =70 (z,t) =0} emVz € T,. (18.42)

I", é o conjunto de segoes de contorno x em que existem deslocamentos e rotagoes prescritas.

Seguindo o procedimento de elementos finitos visto na se¢ao 18.4, os campos de deslocamento,
aceleracao, de deformacoes e de deslocamentos virtuais © num elemento sdo aproximados por funcoes
de interpolacao:

v(z,t) = , U= A, U= ", e(x,t) = , g(z) = BU. .
NU 0 =2 NU NU BU BU 18.43

N = N(z) ¢ a matriz de funcdes de forma e U = U(t) ¢ U = U(¢t) sdo o vetor de deslocamentos e
de aceleracoes nodais do elemento. As fungoes de aproximacao elementares usadas para o modelo
dindmico sdo as mesmas da anédlise estética do modelo de Euler-Bernoulli, eq. (6.28), pagina 114.
Entao, as aproximacoes num elemento sao representadas por:

’U(.I,t) = NU*® - 'U(J,’,t) = {¢17 ¢27 ¢37 ¢4 }
ij(xat) = Nﬂe - i}(l‘,t) = {¢1a ¢2a ¢37 ¢4 }

g(z,t) =BU® —  ¢g(x,t) = {gb'l', oy, P4, }

)
; (18.44)
)

A expressao do PTV é aproximada por:
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@; = 0. Isso significa que, de fato, a linha ¢ do sistema (18.49) é multiplicada por zero, como pode
ser visto, por exemplo em (18.45) no caso do modelo de vigas, mas que, de fato, ¢ uma caracteristica
do MEF em geral. Tal como no problema estdtico, essa linha poderia nao ter sido sobreposta no
sistema, ou pode ser sobreposta e, em seguida, na etapa de aplicacao de condigoes de contorno, ser
anulada.

Primeiramente considerar que, se u;(t) = 0 em todo t > 0, seque-se que u;(t) = ;(t) = 0.
Entendido esses aspectos, as etapas do procedimento de aplicagao da condicao u; = 0 para um grau
de liberdade i, sao as seguintes:

Etapa 1 - Multiplicar a linha ¢ de todas as matrizes (K, C, M e F) por zero, isto ¢, fazer
K;; =0 para j = 1,2,--- ,N. Isso satisfaz ao principio dos trabalhos virtuais.

Etapa 2 - Multiplicar a coluna ¢ de todas as matrizes (K, C, M e F) por zero, isto ¢, fazer
Kj; =0para j=1,2,--- ,N. Isso impoe as condicoes u; = 1; = ti; = 0 em V¢ > 0.

Etapa 3 - Fazer K;; = 1, C;; = 0 e M;; = 10, onde ¢ ¢ um inteiro a ser arbitrado conforme
o problema. Com isso, o sistema toma sua forma final

MU(t) + CU(t) + KU(t) = F(t). (18.51)

Em forma aberta, para ¢ = 1, esse sistema pode ser ilustrado por

10¢ 0 0 0 U1 0 O 0 0 U1
0  mo2 mao3 moy (0 0 coo 23 co4 Ug
. + . +
0 m32 m33 my U3 0 c32 c33 c3a us
0 maz mu3z My (I 0 cao0 ca3 caa Uy
(18.52)
1 0 0 0 Uy 0
0 koo kog kog up \ _ ) Fo
0 ks k33 kaa u3 F3
0 kaz kaz Fkas Uy Fy

Os valores 1 e 10¢ incluidos na rigidez e na massa sao valores arbitrarios, utilizados apenas para
evitar que essas matrizes fiquem singulares. O importante é que o grau de liberdade 7 foi tornado
desacoplado dos demais. Num processo de solugdo temporal, como nos métodos diretos (Capitulo
21), os resultados produzidos para esse grau de liberdade, em deslocamento, velocidade e aceleragao,
serao irrelevantes: apds a computacao eles devem ser corrigidos para u; = u; = i; = 0 em V¢ > 0.
Entretanto, para a solugdo do problema de autovalor, para vibragoes livres (préximo capitulo
e Capitulo 23), esses valores 1 e 10 geram algumas vantagens. Para isso observemos o sistema

associado, [K—AM]u = 0, agora com a condigao de contorno imposta, [K—)\I\A/I} u=_0. Para o

exemplo das matrizes da eq. (18.52), tem-se

1 0 0 0 10¢ 0 0 0 ul 0
0 koo kogz ko 0  m22 ma3z mo Uz 0

- = 18.53
0 k32 kzz ksa 0 m32 m33 m3 u3 0 ( )
0 Fkao kiz ks 0 maz mMmu3z Mus Uy 0

A solugao desse sistema produzird quatro autovalores A, sendo que um deles terd valor A=107¢.
Entdo, se o valor escolhido para c for algo como ¢ = —20, esse autovalor serd A=10%" e serd,
provavelmente, o maior dos N autovalores do sistema. Como serd visto, em problemas dindmicos,
0s \’s sao as frequéncias naturais do sistema. Por diversos motivos, as frequéncias mais importantes
para caracterizar o comportamento da estrutura sao as menores. Assim, existem diversos métodos



