Capitulo 13

Transferéncia de calor pelo MEF

Nesse capitulo o método de elementos finitos é aplicado a problemas de transmissao de calor em
regides bi e tridimensionais, envolvendo condugao e convecgao em problemas estaciondrios. Sao
deduzidas as expressoes para a Lei de Fourier e a primeira lei da termodindmica de forma a se
obter a equacao diferencial do problema com as devidas condi¢ées de contorno. Em seguida sao
apresentadas as formas integrais, através do uso do método dos residuos ponderados. A discretizagao
do problema é feita e as etapas do método de elementos finitos para problemas de transmissao de
calor em corpos bidimensionais é vista em detalhes.

O problema de transferéncia de calor por condug¢ao, como serd descrito a seguir, é definido por
uma Unica equacao diferencial, em termos de uma tnica funcao incégnita, o campo de temperatura
no corpo. Uma vez que a geometria do corpo pode ser tomada como sendo unidimensional, bi-
ou tridimensional, o problema é algo mais complexo que os casos de tracao em barras ou flexao
de vigas. Ao mesmo tempo, é bastante mais simples que o de elasticidade, por envolver uma
unica incégnita, a temperatura no ponto, em vez de duas ou trés (os deslocamentos u, v e w)
como ocorre em elasticidade. Assim, a aplicaggao do MEF a problemas de transferéncia de calor
é frequentemente usada como uma introducao a compreensao de detalhes do método, de forma a
melhor preparar o estudante as situagoes que envolvem mais incégnitas, como problemas de placas,
cascas e de elasticidade. Como consequéncia, o material ¢ apresentado aqui pressupondo que este
seja o primeiro contato do leitor com o MEF em situagoes bidimensionais. O leitor que ja tiver
passado pelo Capitulo 8, vera aqui uma certa repeticao de conteido, mostrado de forma diferente, o
que o ajudard a compreender o método de forma mais abrangente. De forma reversa, esse capitulo
pode ser usado como uma primeira leitura para gerar uma visao geral do MEF, sem a prévia
leitura dos capitulos de vigas e de elasticidade. Nesse caso o leitor terd uma visao resumida porém
panoramica dos diversos aspectos do método.
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Figura 13.1: Balango de fluxo de calor unidimensional num elemento diferencial de volume.
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13.1 Definicao do problema

Num problema uniaxial, a primeira lei da termodindmica pode ser deduzida segundo um proced-
imento ilustrativo como segue, para a conservagao de energia num elemento diferencial de material
como aquela ilustrado na Figura 13.1. Considera-se um elemento diferencial de volume, de dimen-
soes dxdydz. Para simplificar a apresentagao, inicialmente considera-se apenas o balango de energia
numa direcao, x, numa situacdo em que nao hd aplicacao de trabalho de forcas externas:

Calor introduzido - Calor conduzido
, Calor gerado Variacao da
através da face +1 . = o +| para fora pela
Internamente energla interna .
esquerda face direita.

Em termos simbdlicos tem-se:

ouU
ot

0q,

+ (qw + dx) dydz. (13.1)

Q:Cdydz + Qger = o

onde ¢, ¢ o fluxo de calor por unidade de rea, (Watts/m?) na direcio x, U é a energia interna
contida no material e dydz é a drea diferencial normal ao fluxo. A variagdo da energia interna U é
proporcional & taxa de variacao de temperatura segundo a lei:

oUu dT

— = pc—dxdyd 13.2

5 = Py dadydz, (13.2)
onde 7 (z) é o campo de temperatura, pé a densidade do material, em kg/m3, e ¢ é o calor
especifico do material, em Joules/kg°C. O calor gerado internamente, gqer, geralmente é calculado

como

Jger = b(x)dxdydz.

A funcdo b(z) é a taxa de calor gerado por unidade de volume de material, em W/m? e, em
situagoes simples, ¢ considerada como dado no problema. Entao, de (13.1)-(13.2), a primeira lei da
termodindmica, num problema uniaxial fica:

dT  0q.

Para uma situacao triaxial de transferéncia de calor, sem aplicacao de trabalho, [67], a mesma
deducao pode ser feita incluindo os fluxos nas direcoes y e z, de forma que a primeira lei toma a
forma:

oT 0 0 0q.
pc——l—ﬁ—l-&—i- a

oT
_ = 13.4
o T Ty T o b ou pc——+V-q=0> (13.4)

ot

onde q ¢é o vetor fluxo de calor por unidade de drea, sendo 7, q e b, e possivelmente as propriedades
pe ¢, dependem de (z,vy, z,t).

13.1.1 Relacao constitutiva - Lei de Fourier

Observagoes experimentais mostram que o calor se transfere naturalmente no interior de um
corpo de uma regiao de mais alta temperatura para uma regiao de mais baixa temperatura, i. e., se
um gradiente de temperatura existe, a condugao ocorre. Em processos lineares de condugao, o
fendmeno é quantificado pela chamada lei de Fourier, que tem o seguinte enunciado numa situagao

g
oz’

uniaxial:

4ol@) = —k(x) (13.5)
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vérios outros fendmenos nas ciéncias fisicas. Em grande parte do desenvolvimento que se segue,
consideramos apenas o caso particular de transmissao de calor descrito pela eq.(13.18), e igno-
raremos a parcela de convec¢ao no contorno. Estas restrigcoes visam a conseguir uma simplicidade
de exposicao e a maior facilidade de compreensao da aplicacdo do método de elementos finitos.

13.2 Formas forte e fraca do problema de Poisson

A Forma Forte de um problema de valor no contorno é o conjunto formado por uma equacao ou
sistema de equagoes diferenciais aplicadas sobre cada ponto do dominio, e um conjunto de condig¢oes
de contorno. Considera-se um problema definido em um corpo que ocupa uma regiao §2 no espaco
euclidiano R, R? ou R?, delimitado pelo contorno I'. A forma forte do problema estaciondrio
de condugao de calor ¢é o seguinte enunciado:

Dados: b Q — R,

g  I'y—R,

h 'y, — R,

he : T'.— R,

Encontrar 7 : Q— R tal que

V2T (x) = —b(x), VxeQ, (13.19)
T(x) = g(x), Vxelr, (13.20)
—q-n = h(x), Vxely, comq=—kVT, (13.21)
an = hx)(T-T«), Vxel,. (13.22)

Isto pode ser lido da seguinte forma. Dadas as fung¢oes b, g e h, definidas no dominio € e
no contorno I', deseja-se encontrar a fun¢ao 7 (a solugdo do problema, que é a temperatura em
cada ponto do corpo), tal que esta fungao 7 satisfaga a equagao diferencial do problema, no caso
EV2T (x) = —b(x), em todos os pontos do dominio, e que também satisfaca as condigoes em cada
ponto do contorno do corpo. As funcgoes g e h sdo a temperatura e o fluxo de calor fornecido na
superficie do corpo, respectivamente sendo o fluxo normal ao contorno. g e h devem ser conhecidas
para permitir a solu¢ao do problema. I'7 e I'; sao as partes do contorno onde a temperatura e o
fluxo de calor normal ao contorno sao conhecidos, respectivamente. I'. é a regiao do contorno onde
ocorre convecgao com o meio circundante ao corpo. h.(x) é o coeficiente de pelicula do fluido
préximo a superficie do corpo. (7 — 7 ) ¢ a diferenca entre a temperatura na superficie do corpo
e a temperatura do fluido localizado a uma distancia suficientemente grande da superficie do corpo.
Nota-se que na parte I'. do contorno nao se conhece, a-priori, nem a temperatura nem o fluxo de
calor.

Para que se possa resolver o problema, deve-se conhecer alguma informagao em cada ponto do
contorno, seja temperatura ou fluxo, isto é, 'r UT', UT'. =TI'. Além disso, I'r NI’y NI, = 0.t

A forma forte mostrada acima ¢ uma expressao em forma diferencial. Em oposicao a isto existe
a chamada forma fraca, também chamada forma variacional do problema, que é uma expressao
integral que serd mostrada a seguir para o problema de Poisson. Antes de se chegar a forma fraca
é necessdrio definir dois tipos de funcdes e alguns tipos de conjuntos de fungoes que tem as
caracteristicas de espagos vetoriais de fungoes.

O primeiro conjunto de fungoes é composto por fungoes candidatas a solugao, chamadas
funcoes teste. As fungoes deste conjunto possuem algumas caracteristicas que permitem mostrar

'Na literatura, a condi¢do de contorno do tipo (13.20) é conhecida como condigido de contorno de Dirichlet,
enquanto que quando certas derivadas sao incluidas, como em (13.21), tem-se uma condigdo de contorno de
Neumann.

A condigao de contorno do tipo envolvendo convecgao, como em (13.21), ¢ uma condigao de contorno mista,
por apresentarem tanto temperatura como fluxo desconhecidos no contorno.
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que a fungao solucao do problema pertence a este conjunto. Uma dada funcao é funcao teste se
satisfaz as seguintes condicoes:

e A fungao teste satisfaz as condigdes de contorno de Dirichlet do problema, i. e., no problema
potencial, as condigoes (13.20), de temperatura prescrita.

e Para que certas expressoes obtidas a seguir durante a dedugao tenham significado, é requerido
que as primeiras derivadas da funcao teste sejam integrdveis ao quadrado, isto é:

2 2
/gz(gi> d2 < oo e /Q(Z) dQ2 < 0, etc. (13.23)

De forma compacta, somando os termos, estas expressoes podem ser postas na forma:

/ VT - VT dQ < . (13.24)
Q

Fungoes que satisfazem (13.24) sdo chamadas fungoes Hé, e o conjunto de todas as fungoes que
satisfazem (13.24) é uma base para o espago linear de fungoes de Hilbert, denotado por Hglz

O conjunto de fungoes teste, denotado por Kin, consiste de todas as fungoes cujas primeiras
derivadas sao integraveis ao quadrado em () e satisfazem a condic¢@o de contorno de Dirichlet (13.20).
De forma simbdlica isto é escrito como:

Kin={T |T € H}, T(x) =g(x) ¥xel7}. (13.25)

O segundo conjunto de fungoes é composto por func¢oes chamadas fungoes peso ou vari-
agoes. Este conjunto é base para um espaco linear chamado espago das fungoes peso, denotado
por:

Var ={u|ue H), i(x)=0 Vxe I'r}. (13.26)

13.2.1 Forma integral - Método de residuos ponderados

O objetivo nesse ponto consiste em obter uma expressao integral que seja equivalente & forma forte
do problema. Nessa se¢ao o problema de Poisson é utilizado como ilustracdao, mas o mecanismo
mostrado pode ser usado para obter a forma fraca para uma grande variedade de problemas a partir
das suas equacgoes diferenciais.

Tomemos primeiramente a equacao diferencial do problema de transferéncia de calor, neste caso a
eq.(13.19). Para facilitar a exposi¢ao, usaremos momentaneamente um problema bidimensional
com k constante para um material isotrépico. A igualdade ndo é alterada se multiplicarmos
ambos os lados por uma funcao peso arbitraria u € Var. Também pode-se integrar ambos os lados
em todo o corpo, obtendo:

/ ku VAT dQ = —/ ub dSQ. (13.27)
Q Q

A seguir realizam-se integracoes por partes de forma a “transferir” algumas ordens de difer-
enciacdo de 7 para 4. Como V2 é de segunda ordem, isto &, tem segundas derivadas em z e v,
“transfere-se” apenas uma ordem, realizando apenas uma integracdo. Cada uma das parcela do
termo & esquerda de (13.27) é integrado por partes usando (1.65):
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Dados: b:Q— R, g¢g:I't —R, h:T;— R,
obter 7 € Kin tal que:

/kva.v:rcm/ ahc(x)TdF:/ ahdr+/ ahc(x)ToodF+/abdQ V1€ Var.
Q r, . Q

c

(13.33)

Como visto, a solugao do problema diferencial, a formulagao forte, pode ser obtida, dentro de
certas restrigoes, resolvendo o problema integral, a formulacao fraca. De forma geral nao é possivel
ou econdmico obter solugoes exatas de nenhuma das duas formas. Em vez disso, buscam-se na
engenharia solugoes aproximadas. Enquanto a forma forte é bastante adequada a métodos como o
método de diferencas finitas, a forma fraca é a base para o método de elementos finitos, como serd
visto na proxima secao.

Nota-se na integral a esquerda da igualdade em (13.33), uma simetria entre as derivadas da
funcao peso u e da temperatura que nao aparecia na expressao integral original, eq.(13.27). Essa
simetria foi resultante do processo de integracao por partes feita nas eqs.(13.28), e é diretamente
responsdvel pela simetria da matriz de rigidez de elementos finitos que serd obtido no processo de
discretizagao de (13.32) na préxima segao. De fato, um dos principais motivos da realizacao da
integragao por partes ¢ exatamente conseguir essa simetria. Do contrario, a forma (13.27) poderia
ser utilizada, gerando um método distinto do MEF.

13.3 Solucao aproximada via formulacao de Galerkin

Considere-se que a funcao temperatura 7 (x) possa ser decomposta da seguinte forma:

T ——

Figura 13.2: Visualizacao da decomposicao da fungao da temperatura no dominio em regiao préxima
ao contorno de Dirichlet.

700 =) +uylx), xe 0, (13.34)
eKin cVar eKin

em que a funcdo v(x) que seja nula em I'7, isto é, v(x) =0 V x € I'7, e uma funcdo v,(x) que
satisfaz a condigao no contorno vy(x) = g(x) Vx € I'7. Isso significa que 7 e vy € Kinev € Var.
Essa decomposicao é ilustrada na Figura 13.2 numa regiao préxima ao contorno de Dirichlet. A
decomposicao acima ¢ arbitrdria, pois v, pode ser arbitrado. Isso ocorre porque seus valores no
contorno, g, sao pré-definidos porém seus valores internos ao dominio podem ser arbitrdrios. Entao
pode-se considerar v4(x) como uma fungao conhecida, a ser escolhida entre uma infinidade de funcoes
que valem g em I'7. Desta forma, a funcao incégnita do problema agora é apenas v(x), que satisfaz
v = 0 na parte I'r do contorno. Pode-se reescrever a forma fraca (13.33) substituindo (13.34) e
separando no lado esquerdo os termos que contém a func¢ao incégnita v:
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qualquer. Na Figura 13.3b esta dimensao é 3, enquanto que o espaco Euclidiano ¢ de dimensao 1,
a dimensao do dominio. Cada segmento de curva é um polindémio de grau 1, como poderia ser de
outro grau, ou mesmo nao ser um polinémio, mas uma fung¢ao trigonométrica ou de outro tipo.

Aproximacgoes

Feitas estas defini¢bes passaremos ao procedimento de definir uma aproximagao para a formulagao
fraca, eq.(13.35). Essa equacgao ¢ exata, entretanto buscamos obter uma representagao aproximada
dela através do uso de fungoes de dimensao finita em vez de infinitas. Isto significa buscar solugoes
dentro de espacos de dimenséo finitas, denotados por Kin(Q,) e Var™(Q,), que aproximarao os
espacos Kin(Q2) e Var(2). Uma vez que, em geral, a solu¢do exata é uma fungao de dimensao
infinita, e buscamos entre as fun¢oes de dimensao finita a que fornece o menor erro, o método
fornecerd apenas aproximagoes da solucao exata. Também, em geral, nao se usa o dominio real
), que pode ser demasiado intrincado, mas é usada uma aproximacao {2 dele, de mais simples
representagao. Essa aproximagao do dominio ¢ ilustrada na Figura 13.4, em que na figura (b) se tem
uma representagao do dominio através de regioes, elementos quadrilaterais, de lados retos. Entao,
regides curvas do contorno original nao podem ser descritas exatamente. (Claramente, mudando o
tipo de representagao, é possivel descrever sem erro qualquer tipo de contorno.) Para simplificar a
notacao, frequentemente usaremos no resto do texto simplesmente §2 para o dominio discretizado
em lugar de Q.

2 P o4

-q.n=h 21 6 25

16 20

@ 15

_ - Q 11

1.0=k @ | — Elemento

6 7110
r, T=g @ @ @ @ ?No global

1 2 3 4 5

Figura 13.4: Dominios fisico {2 e aproximado Q.

Para cada fungdo na forma fraca (13.35) considera-se uma aproximagao de dimensao finita
correspondente. Desta forma obtém-se a formulagao de Galerkin para o problema:

Dados b, g € h como em (13.24),
Obter: Th = o + vgb € Kin", com v" € Var”, tal que:

/ EVal - ol doh :/ ot b odrt _/ a he (Uh_Too) drh +th ah b dOP (13.36)
o Iy r

— Jon k VU - Vol dQh VAt e Varh,

A maneira mais conveniente de especificar estas funcgoes é pela discretizacdo do dominio em
regides, denominadas elementos finitos, representadas por ¢, onde “e” é o nimero do elemento,
sendo e = 1,2, ..., N,. Por exemplo, um dominio bidimensional pode ser discretizado em elementos
triangulares ou quadrangulares, como na Figura 13.4. Ali se tem N, = 16 elementos quadrangulares
de lados retos, cada um definidos por quatro nés. Estao indicados também os nés globais com sua
numeracao prépria. Definem-se os seguintes conjuntos de nés:

1. O conjunto dos nimeros globais dos nés: n = {1, 2, -+, Nyups}, onde Ny, € 0 niimero total
de nés do modelo. No exemplo da figura, Ny, = 25. Associado a cada né, existe apenas
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6. O conjunto de fungoes base pode ter uma propriedade de formar o que se denomina uma
Particao da Unidade. Um conjunto de funcoes forma uma Particao da Unidade num certo
dominio, se satisfaz a uma série de propriedades, sendo que a principal delas é que, em qualquer
ponto do dominio, a soma dos valores de todas as funcoes é igual a unidade, isto é,

Nno.s

Z (Pno(x7y) =1 (13'40)

no=1

Caso a funcao seja linear em cada elemento, ela é chamada funcao tenda, ou fungao linear
por partes, (piecewise continuous) e pode ser visualizada na Figura 13.5 nos casos unidimen-
sional e bidimensional. Sao também definidas em dominios tridimensionais, porém, obviamente,
sua representagao gréfica é impossivel. Figura 13.5a representa a fungao ¢3(x), isto é, a fungao de
interpolacao associada ao né 3. Claramente, ela vale 1 no né 3 e zero nos demais nés. Entre os nds
2 e 4, ela tem variacao linear por partes, isto é, é linear entre os nds 2 e 3, e entre os nés 3 e 4.
A Figura 13.5b mostra a fungao de interpolagao linear num dominio bidimensional, associada ao né
13. Novamente, ela vale 1 no né 13 e zero nos demais nés.

Observagao - Note-se que, embora a ilustracao nesse ponto do texto tenha sido com funcoes
lineares definidas em elementos de 4 nds, o método de elementos finitos usa, mais frequentemente,
fungoes quadraticas definidas em elementos quadrangulares de 8 ou 9 nés,, triangulares de 3 e 6 nés,
e fungoes lineares e quadraticas em elementos tridimensionais de tipos hexaédricos e tetraédricos
adequados, além de fungoes de graus mais elevados.

Va
21 2 23 24 25
P13(x, ¥)

? ; i ®17 8 ®19

16 20
{‘P3(x)

/j‘\ 1 @12 14@ 15

1 2 3 4 s X @
6 = < 5 10

OMONONO,

(a) (b) >
1 2 3 4 5

Figura 13.5: Tlustracao de fungoes globais tipo tenda em dominios uni- e bidimensionais.

Observe que existe uma fungao associada a cada né. Por exemplo, a Figura 13.6 mostra como uma
funcao global arbitraria pode ser “montada” como uma combinacao de funcoes de interpolacao.
Na Figura 13.6b uma func¢ao unidimensional f(z) foi obtida combinando as fungdes de interpolagao
@;, fazendo: f(x) =0¢; + 1,595+ 2,093+ 0¢,. A situacao bidimensional é anédloga, usando-se as
fungoes esbogadas na figura 13.5b.

Além das equagoes (13.37) e (13.38), define-se a aproximacao para a funcao da condi¢ao de
temperatura prescrita no contorno, v;‘ (z,y), definida em (13.34), também usando as mesmas fungoes
de aproximagao:

U;’(.ﬁlﬁ,y): Z (pno(xvy)gno (1341)

no € Ny

Isto significa que vg(:z:,y) foi escolhida de forma que ele é nao nula somente nos elementos em
contato com a parte I'7 do contorno, aquela onde a temperatura 7 é conhecida. g,, sado os valores
de temperatura conhecidas nos nés do contorno, isto é, gno = g(Zno, Yno) para o né no.

Tem-se agora todas as fungbes da forma fraca discreta, eq.(13.36), expandidas em termo das
funcoes de interpolagao escolhidas. Mas observemos a expressao da forma de Galerkin (13.36). Ela
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¢ valida para qualquer funcao peso 4", desde que ela pertenca a Var”. Entao, como a funcio peso
pode ser qualquer, em (13.37) pode-se fazer, por exemplo, ca = ¢3 = ¢4 = 0 e apenas ¢; = 1,
o que nos produz como funcio peso u(z) = ¢;(z). Para a funcio da temperatura v", usamos a
expansao (13.38), tal que (13.36) fica agora toda escrita em termos das fungoes de interpolagao ¢;
e das temperaturas nodais incégnitas d;. Para o caso em que ah = 1, isto ¢, apenas ¢; = 1 e os

demais ¢;'s = 0,

s [we Vet d= [ pni-3 5 [ g b arpd
jenJR Ty~~~ j€neJTe

(13.42)

—i—/ 1 thoodF+/<p1bdQ— > /ngol - Vi, gj dS2
e > theved jen .
u u u vg

Esta é uma equagao algébrica, que foi obtida fazendo a fungao peso ser u(z) = p;(z). As integrais
podem ser todas calculadas e o lado direito ¢ também um escalar conhecido. O problema ainda nao
pode ser resolvido por que nao hd ainda um nidmero suficiente de equagoes para determinar todas
as temperaturas incégnitas d;, isto ¢, tem-se uma equacao e N; incégnitas. Mas pode-se em seguida
tomar a funcio peso como 4" (x,y) = ¢4(x,y) e substituindo-a na forma fraca (13.36) obtém-se
uma outra equagao algébrica similar & (13.42), mas com os indices 1 trocados por 2. Pode-se repetir
o processo sucessivamente, fazendo u"(x) igual a cada uma das fungdes ¢;(z), desde ¢, até o N,
obtendo entao N; equagoes algébricas, onde as incégnitas sao os N; valores nodais d;, j = 1,--- , N;.
Cada equacao i pode ser escrita em notacao indicial como (no caso em que at = ©;, isto é, apenas
¢; =1 e os demais s = 0):

j en; Q k€ Ne. c

~———
Kij ME, (13.43)
/¢ihdr+/ ©i heToo dF—i—/goibdQ— > [//{V%--Vgojdﬁ} g;
Iy L. 9) ien, Q
F,

Em geral esta equacao é escrita com mais clareza usando notagao matricial:

KYd =F (13.44)

onde

? P P Dy

1 1
L ® 2 @ 3 O 4°
(a) (b)

Figura 13.6: (a) Fungoes ¢;; (b) Construgao de uma funcdo f(z) como uma “montagem” a partir
de uma combinagao linear entre as funcoes de interpolagao lineares: f(z) =) . ¢;(x)d;.
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se usar algoritmos especialmente desenvolvidos que tomam uma numeragao arbitraria e geram uma
renumeracao automadtica que reduza ou minimize b.

Em geral uma malha de elementos finitos é “grande”, isto é, pode envolver desde algumas
centenas de nés até alguns milhoes. Qualquer programa de EF entao utiliza algum tipo de esquema
especial de armazenamento que implique em nao armazenar todos os N; x N; elementos de K em
sua forma quadrada. Uma vez que a matriz é simétrica, pode-se armazenar apenas um “triangulo”,
inferior ou superior, a partir da diagonal principal. Se a matriz é bandeada, torna-se necessério
armazenar apenas os elementos sob a banda. Existem ainda muitos outros esquemas que envolvem
apenas o armazenamento dos termos dos elementos ou de blocos de elementos nao nulos, levando
a uma maior economia de drea de armazenamento e no processamento. Mais aspectos sobre o
armazenamento e o processamento de matrizes no MEF sao sumarizados no Capitulo 12.

1 x| x X

2 X | x X | x| x

3 X | x X | x|x

4 X X | x| x

5 X | x X | X

6 X | X X | x

7 6|6 x| 6|6

8 6+7 | 7 6 | 6+7 | 7

9 7| x Tl T | x

0 X | x X

1 X X | X

2 6|6 X X

3 6+7 | 7 X | x| x

4 T+ | x X | X

5 X | X X | x

6 X | x X | x

7 X X | x| x

8 X | X X X

9 X X | X |x

0 X | X X | x

1 X | x

2 X | x

3 X | x

4 X | x

5 X
(13.46)

13.3.2 Condigoes de contorno de temperatura prescrita

A imposicao das condigoes de contorno de temperatura prescrita, nos nés 17, frequentemente ¢ feita
numa etapa posterior & de geragao das matrizes do problema algébrico, diferentemente da forma
descrita, partindo da decomposigao (13.34) e usando o funcional discretizado na forma (13.45). Em
vez disso, a construcao é feita em duas etapas. Na primeira etapa, (13.43) é usado para gerar a matriz
e vetor for¢a como se nao houvessem temperaturas prescritas. A eq. (13.43) fica simplificada como
se 1 fosse um conjunto nulo na equagao do vetor Fj;, o que significa que o nimero de temperaturas
nodais incégnitas passa a ser igual ao nimero de nés da malha, isto é, tem-se, nesse ponto, N
incégnitas. Apenas numa segunda etapa, quando a matrizes global ja tenham sido montada é que
as temperaturas prescritas sao impostas através de manipulacGes no sistema algébrico. Os detalhes
sao vistos a seguir.

Considere-se a decomposigao 7 (x) = v(x) 4+ v4(x), em que o campo de temperaturas 7 (x) tinha
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KC = K + M°,
K= [KZ]] s onde Ki]’ = /ng@Z : chj dQ,
ME¢ = |:MZC]:| , Onde M’fj = . 2 hcgpj dF, (1356)
T:{,Z-lv 7-27 757"'7 TN}Ta 4
F={F}, onde F; :/ goihdF—F/ ; hels dI' + /goibdQ.
Iy e Q

Observagao - O processo de imposigao de condi¢oes de contorno apds a sobreposicao ¢ bem
detalhado nos exemplos do Capitulo 5 e principalmente na segdo 6.4, pdgina 121.

13.4 Matriz de rigidez e vetor forgca do elemento

Consideremos a definigdo de um termo genérico de matriz de rigidez em (13.56):

K = /Q kN ;- Vi dQ + 7§ @; hep; dT.

O particionamento do dominio em elementos finitos significa que {2 é representado pela uniao dos
dominios de todos os elementos, isto &, = J, Q. A forma mais simples de realizar a integragao é
a de particionar a integral em cada um dos elementos §2.:

Nel
K{ :Z K¢ onde K¢ = / kV ;- Vi, dQe + f ©; hew; d. (13.57)
~~ o =~ ! . Tenr,
global elemento

I'*NT. é a regiao do contorno do elemento sob conveccao. Isto significa que a matriz global de
rigidez é a soma das matrizes dos elementos:

Mel

K% => K" (13.58)
e=1

Até esse ponto, a matriz do elemento tem ordem N, como a matriz global, é é nula exceto nos
termos relacionados aos nés i, j, k..., N, contidos naquele elemento e. (N, é o nimero de nés do
elemento e.) Por exemplo, a matriz do elemento 6 da malha da Figura 13.5b pode ser visualizada
fazendo nula a matriz da Eq.(13.46), com excegao dos termos dos nés 7, 8, 12 e 13 assinalados
ali pelo nimero do elemento 6. Para evitar ocupar uma &drea de memdéria tao grande para cada
elemento, é feito o cdlculo de K¢ na menor drea possivel, que neste exemplo exige apenas uma
matriz elementar de 4 x 4 termos. Notamos a seguir que a matriz do elemento 7 na Figura 13.5b
envolve os nés 8, 9, 13 e 14. Como temos que somar as contribui¢oes de cada elemento conforme
(13.57), somamos os termos de K7 presentes na matriz 4 x 4, indicados pelos niimeros 7 na matriz
da Eq.(13.46), com os termos de K® cujos nés sdo comuns, isto é, os nés 8 e 13. Este processo é
chamado de processo de sobreposicao das matrizes dos elementos na matriz global.?

A determinagao do vetor forga nodal é feita de forma semelhante, particionando as integrais em
(13.56) sobre os elementos e realizando a sobreposigao:

Nel
F, =S F{, onde Fg:/ o, hdF+/ 0; heToo dF+/ ;b dS. (13.59)
e=1 'enly renle .

3Esse processo é bem detalhado no ambito de elementos finitos de barras, no Exemplo 5.3.
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r“nTy ¢ a regiao do contorno do elemento e que esteja sob condicoes de contorno de fluxo normal
imposto.

13.4.1 Funcoes de aproximacgao global e local do elemento

Uma vez que o processo de integracao é realizado elemento por elemento, o uso direto de fungoes
de interpolagao globais torna-se incomodo. Mas observa-se que na prépria definicdo dessas fungoes
elas sao definidas localmente, em cada elemento, como mostrado nas Figuras 13.5a e b, onde estao
ilustrados os casos uni e bidimensionais para as funcoes globais 5 e ¢;3 respectivamente. Observe
que podemos identificar e tratar com fungoes de aproximacao locais, em cada elemento.

(0] 17 18 19

Py
/\
' R 12 14

(@) > 3 o) ©
4 3

\U173
IL 41 -

3 303 4

Figura 13.7: Funcoes de interpolacao globais e locais, em problemas uni- e bidimensionais.

A funcao global uniaxial 5 na Figura 13.5a é decomposta nas duas fungoes 1/)% e 1/1% mostradas
na Figura 13.7a. A Figura 13.7b mostra as duas fungoes lineares possiveis de serem definidas no
elemento 3, as fungoes locais 1/1% e 1/)2, a primeira associada ao né 2 e a segunda ao né 3. De forma
geral se usa a notagao 15, isto ¢, o sobrescrito indica o nimero do elemento e o subescrito indica
o nimero do nd.

Para o caso 2-D, a Figura 13.7c mostra a funcao global ¢;3, decomposta em quatro fungoes,
1!113, wlg, 1/113, uma em cada um dos quatro elementos circundantes ao né 13. A fungao local
Yls correspondente ao elemento 7 aparece também na Figura 13.7c. Observando ambos os tipos de
elemento, vemos que o elemento unidimensional niimero 3, de dois nds, tem associado duas fungoes
locais, mostradas na Figura 13.7a e 13.7b. O elemento quadrilateral tem entao quatro fungoes, uma
associada a cada né do elemento, e uma delas é mostrada na Figura 13.7c.

Para facilitar as manipulagdes ao nivel do elemento, é costumeiro definir-se uma numeragao
local nos nés do elemento, tnica, definida sobre um elemento genérico, como os niimeros de 1,
2, 3 e 4 indicados sobre o elemento quadrilateral na Figura 13.7c. Frequentemente, em vez de usar
nimeros, os nés locais sao identificados por letras, I, J, K e L, por exemplo. Define-se também N,
o nimero de nés do elemento, neste caso 4. Nota-se que a numeracao 1, 2, 3, 4 do elemento
7 mostrada na Figura 13.7c é local, enquanto na malha os nés globais do mesmo elemento sao 8§,
9, 14 e 13, respectivamente. Cada elemento tem sua numeragao global e local de seus nés (sendo a
local sempre 1, 2, 3, 4).

Pode-se agora adaptar as defini¢bes da matriz de rigidez e do vetor for¢a nodal para um elemento
genérico, andloga as defini¢oes das equagoes (13.54)-(13.56) para fungdes globais. Neste caso,
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enquanto que em elasticidade 3-D, por exemplo, tem-se as componentes de deslocamento u, v e w,
portanto Nyp, = 3).

As informacoes da malha é fornecida ao programa pelos dados introduzidos pelo usudrio (ou
gerados por outro processador). FEsses dados sdo as coordenadas nodais e a conectividade dos
elementos. Num problema tridimensional, as coordenadas sao fornecidas em forma de tabela no
formato

N6 = y =z
1 X X X
X X X

Nno X X X

onde N,, ¢ o nimero de nés do modelo, a coluna “N6” indica os ndmeros globais dos nés, e as
colunas x, ¥y, z contém as coordenadas globais do né.
Os dados de conectividade dos elementos sao armazenados na forma

Elemento Nos locais
1 2 3 -+ Npe
1 X X X X
2 4 7 X
Ny X X X X

onde N, é o nimero total de elementos do modelo. Cada linha produz a lista com os nimeros
globais de cada né local do elemento associado aquela linha.

A matriz de um elemento de Ny = 2 n6s e Ny, = 3 graus de liberdade por né, é organizada
da seguinte forma:

nolj =1 nolj = 2
nogj = Igj nogj = Jgj
igi=1 igj=2 igi=3 igj=1 igj=2 igi =3
igi=1 1 KT, Kis 14 Kis 16
noli =1 mnogi = Igi | igi =2 K$, Ks, K, Ks, K K
iglh = K3 K5 K33 K34 K35 K36
igi =1 Kj K, Kis Ky Kis Kig
noli = 2 nogi = Jgi | igi = K&, K¢, K¢, K¢, K¢y K&
igi =3 K, K, Kgs Kg, Kgs K

Os n6s definem submatrizes de dimensoes Ngino X Ngino, que sao associadas a um par de nés locais
e a um par de nés globais. Por exemplo, se os dados de conectividade do elemento 2 diz que seus nés
locais 1 e 2 correspondem aos nés globais 4 e 7, por exemplo, a matriz terd 2 x 2 submatrizes, que
corresponderao aos nés locais (1,1), (1,2), (2,1) e (2,2), respectivamente. Simultaneamente, essas
submatrizes correspondem aos nés globais (4,4), (4,7), (7,4) e (7,7) respectivamente.

O processo de sobrepor a matriz elementar na matriz global pode ser detalhado no seguinte
fragmento de programa. KEsse programa prevé que tanto a matriz do elemento quanto a matriz
global sao armazenadas completas, em sua forma quadrada. Nota-se que isso é feito aqui apenas a
bem da clareza da notagdo, uma vez que em elementos finitos as matrizes raramente sao calculadas
e armazenadas dessa forma.

Apés inicializar a drea para a matriz global, K = 0, o fragmento de programa para sobreposicao
da matriz KEL do elemento nimero NULE é o seguinte:

DO NOLi = 1,Nne I Corre as linhas de blocos de nés locais do elemento
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nogi = conec(nule,NOLi) ! numero global do n6 NOLi
inli = (NOLi-1)=*nglno ! linha anterior & inicial do n6 NOLi na matriz do elemento
ingi = (nogi-1)*nglno ! linha anterior a inicial do né nogi na matriz global
DO NOLj = 1,Nne ! Corre as colunas de blocos de nés locais do elemento
nogj = conec(NULE,NOLj) ! numero global do n6 NOLj
inlj = (NOLj-1)*nglno ! linha anterior a inicial do né NOLj na matriz do elemento
ingj = (nogj-1)*nglno ! linha anterior & inicial do né nogj na matriz global
DO Igi = 1,nglno ! corre os graus de liberdade do n6 NOLi do elemento
DO Igj = 1,nglno ! corre os graus de liberdade do n6 NOLj do elemento

K(ingi + Igi,ingj + Igj
= K(ingi + Igi,ingj + Igj) + KEL(inli + Igi,inlj + Igj)
EndDO
EndDO
EndDO
EndDO

13.5 Elemento triangular linear

Normalmente os elementos triangulares mais confidveis possuem seis ou mais nds, e permitem a
definicao de funcoes de interpolacao quadrdticas, ou mais ricas, cujos elementos podem ser visual-
izados nas Figuras 8.20 e 8.16. O mesmo se aplica aos elementos tridimensionais, em que os mais
utilizados sao tetraedros de 10 nés e hexaedros de 20 nés ou mais, que também apresentam melhor
capacidade de interpolacao. Os elementos lineares apresentam diversas limitagoes e baixa precisao,
principalmente no calculo das varidveis secunddrias (aquelas que dependem das derivadas do campo
principal, como os fluxos de temperatura, deformagoes e tensoes). Isso significa que, enquanto os
deslocamentos ou a temperatura podem ser obtidos com um nivel aceitdvel de erro para uma certa
malha, as tensoes e os fluxos apresentam erros bastante superiores. Geralmente as formulacoes bési-
cas, usando elementos lineares retangulares, se constituem na “versao elementos finitos” do método
de diferencas finitas basico. Entretanto, para a compreensao do método, os elementos lineares sao os
mais adequados devido a simplicidade de sua formulagao. Em problemas simples como o de trans-
feréncia de calor bidimensional, até mesmo a integracao das matrizes elementares torna-se possivel
de ser feitas analiticamente, eliminando a necessidade da integracao numérica. Por isso fazemos a
seguir a descricao do elemento triangular linear sem o uso de coordenadas intrinsecas de tridngulo.
Para elementos de mais alta ordem, o leitor é encaminhado & secao 8.8 e o Capitulo 9.

Consideremos que o elemento seja definido pelas temperaturas em trés nds, denominados nés
intrinsecos ou locais, numerados localmente no elemento. Essa numeracao geralmente é feita de
forma anti-horédria como na Figura 13.8. Esta foi uma das primeiras formulagoes de elementos a
serem desenvolvidas. Procuramos uma expansao linear para a distribuicao de temperatura Th(:c, Y)
dentro do elemento, isto é:

Th(z,y) = ao + a1z + agy. (13.69)

Para conseguir expressar as constantes a; em termos dos valores nodais de temperatura do elemento,
aplica-se (13.69) a cada um dos nés:

T = Th(xl,yl) =ag + a1 €1 + a3 Y1,
75 = Th(xg,yz) =ap+ai T2 + az Y2,
T = T'"(z3,y3) =ao+a1 x3 + ax y3 (13.70)
~— ~~ ~~
temp.no né coord. do no coord. do no

que pode ser representada em forma matricial por:
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Ya
(x?,: y3)

(xz, J/Q)

(xla)ﬁ) i

»
L
X X

Figura 13.8: Geometria do elemento triangular linear, os niimeros intrinsecos dos nés e suas coor-
denadas.

Tf 1 = w»n ag
T =G A onde T =<¢ 75 », G=|1 22 1wy e A=< a p. (13.71)
Ty 1 z3 y3 as

Se a drea do triangulo for nao nula (que ocorre apenas se os trés nés forem colineares), G pode ser
invertida, de forma que os coeficientes sao dados por

A GlTe,

= CT% ondeC=G™ L (13.72)

Uma vez que G ¢ uma matriz bastante simples, sua inversa pode ser obtida de forma analitica,
da mesma maneira que as constantes. Entao a interpolacao (13.69) pode ser colocada em termos
dos valores nodais de temperatura no elemento:

Th(x,y) = {1, z, y} CT®, ou
= [Yi(z,y); Vyo(z,y); ¥3(x,y)] T  ou ainda
V1@, )T + o2, y) T3 + Yg(w, y) T3 = N(z,y)T°.

onde definimos as fungoes de aproximagcao lineares no elemento, 1, (z,y), tais que:

Pi(z,y) = Ciu+ Cunz+ Cary,
Yoz, y) = Ch2+ Coz + Csay,
Y3(z,y) = Ciz+ Cox + Cs3y, (13.73)

onde as constantes sao obtidas de

1 T2Ys — XT3Y2 T3Y1 — T1Y3s T1Y2 — T2Y1
= — — — . 13.74
1ot G Y2 — Y3 Ys — Y1 Y1 — Y2 ( )
€r3 — X2 xr1 — T3 T2 — 1

O denominador dessa equacgao é o determinante de G, dado por:

1 1 wn
detG = det| 1 x2 y2 |,
1 z3 y3

= 2. Area do elemento = 2A. (13.75)
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De (13.74), as matrizes C nos dois tipos de elemento da Figura 13.9 sdo, respectivamente, as
seguintes:

1 0O O 1 0 0
1 1 0 1 1 0
C=| h h e C=|hn =k (13.80)
1 1 1 1
Yo 0

Substituindo C em (13.77) e as coordenadas nodais em (13.79) obtemos, para ambas as configuragoes
da Figura 13.9, a matriz de rigidez e para o vetor forca em uma forma bastante simplificada, que
termina sendo as mesmas para ambas as configuracoes:

i L
1 - =
2 2 1
bh2
K —k| -+ L e Fo-2) L (13.81)
2 2 6
1 1 !
=0 b
| 73 3
’ a .
21 22 23 24 25
_—
' &)
16 17 18 19 20
C
1 12 13 14 7
N ANEDNE NEE N
6 @ 10
1,5 @7 8 9
®
—
1 2 3 4 5 X

Figura 13.10: Malha regular num dominio de dimensodes a X b.

13.5.1 Exemplo 13.1- Malha triangular em dominio 2-D

Considere a malha regular mostrada na Figura 13.10, formada por blocos de 2 x 2 elementos tri-
angulares dispostos num dominio de dimensoes 4 m x 4 m. A malha tem, portanto, 4 x 4 blocos,
com N, = 32 elementos, formados por N,,s = 5 X 5 nés. O lado de cada elemento é h = 1 m.
Consideremos o problema de transmissao de calor definido por

VT = -1 em {2,
T =0 em I'. (13.82)

isto ¢, a fonte de calor ¢ b = 1 W/m?. O material é isotrépico homogéneo com constante de
condutividade térmica k =1 W/m°C. A temperatura é prescrita nula em todo o contorno da placa.

Solugao:

Observemos que os graus de liberdade correspondentes aos nés do contorno, onde a temperatura
é conhecida, 7 = 0, ndo precisam ser sobrepostos na matriz global.

A conectividade dos elementos ¢ mostrada numa matriz de dados que indica, para cada
elemento, o nimero global do né que corresponde a cada um dos trés nés intrinsecos do elemento.
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No presente exemplo, a conectividade dos 12 primeiros elementos é:

Elemento N6I1 N6J N6 K

1 1 2 6
2 7 6 2
3 2 3 7
4 8 7 3
5 3 4 8
6 9 8 4
7 4 5 9
8 10 9 5
9 6 7 11
10 12 11 7
11 7 8 12
12 13 12 8

Nota-se que foi utilizada uma conectividade nos elementos de forma que o né local 1 é sempre o
do vértice do angulo reto do elemento, para coincidir com a deducao na eq.(13.81). Pelo mesmo
motivo, a numeracao local foi feita sempre anti-horéria.

Pode-se demonstrar o processo de sobreposigao observando a sobreposicao da matriz do
elemento 11. No presente exemplo, devido & sua simplicidade, as matrizes de todos os elementos
sao iguais, dadas por (13.81), que no caso se torna:

Nés 7] 8] 12|

1 7
7— [ 1 ][-0,5]-0,5 bA®
11 ) ) 11
K=k, o505 0 ¥ =73 1 :?2
12— —0,5] 0 | 0,5

onde A® = h%/2 é a drea e h é o lado do elemento e. Da matriz de conectividade, sabe-se que os nés
globais do elemento 11 sao {7,8, 12}. Isso significa que cada coluna e linha de sua matriz elementar
K!! corresponde a um dos nés globais, 7, 8 e 12, respectivamente. Por exemplo, o termo (1,1) da
matriz elementar, de valor k, deve ser sobreposto na matriz global na posigao (7,7). “Sobrepor”
significa que esse valor deve ser somado a qualquer outro valor que jé possa estar presente na matriz
global devido a outros elementos anteriormente sobrepostos. Se esse for o primeiro elemento a ser
sobreposto, a matriz de rigidez global ainda é uma matriz nula. Entao, se o elemento 11 for o
primeiro a ser sobreposto, a matriz global tem a forma:

nés — 7 8§ 9 12 13 14 17 18 19
7 1 [-0,5 —0,5
8 [ —=0,5] 0,5 0

12 —0,5 0 0,5

Apés a sobreposicao dos termos associados aos nds internos de todos os elementos, a matriz global
fica:
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o fa@ ) k[1 -1 o0 0’60875 [ 0,6875 | W (13,87
T Ve /™ a1 0 -1 0 =7 0,6875 [ m?’ '

Essa é uma estimativa do fluxo, que pode ser considerada uma aproximagao (grosseira, nesse prob-
lema), do fluxo no centroide do elemento, como ilustrado na Figura 13.11.

qy A
6 o’
Q qu
2

Figura 13.11: Fluxo de calor aproximado no centréide do elemento 2.

13.5.2 Exemplo 13.2 - Curvas de convergéncia

Considere o problema do Exemplo 13.1, de uma placa quadrada de lados @ = ¢ = 4 m, como na
Figura 13.10. A solugao analitica do problema V?u = —b em €2, com u = 0 no contorno, para um

dominio retangular 0 <z <ae0 <y <c, &*

kmrx

0 R sen <>

b 2b a ] kmy ] krm(c—vy)
T(x,y) = 5 (a —x) , Z o [senh < . ) + senh ( . ,

k=1 senh | —

a
a \3
Ry = (ﬁ) [1— cos (km)]. (13.88)

Para o caso da placa quadrada de lados a = ¢ = 4 m, modelada pela malha de M = 4 blocos de
elementos lineares, como na Figura 13.10, (4 x 4 blocos de elementos), a distribui¢do de temperatura
7T e de fluxo, ¢, = —k07T /Ox, foi obtida pelo MEF, para elementos lineares de 3 nds, resolvendo o
sistema linear formado pelas eqs.(13.83) e (13.84). A Figura 13.12 mostra a variacao da temperatura
e do fluxo ao longo da linha y = 1,5 m, junto aos valores analiticos. Observa-se nos resultados as
seguintes caracteristicas tipicas do MEF:

1. a varidvel principal, (a temperatura, no presente caso), é continua através das interfaces dos
elementos, porém as varidveis secunddrias, (no presente caso, o fluxo), sao descontinuas.

2. A segunda caracteristica comum que pode ser vista nesse grafico, € que, como regra, a precisao
das aproximagoes das varidveis secunddrias é bastante pior que da principal.

A Figura 13.13 mostra os mapas de fluxo ¢, para a placa do Exemplo 13.2, para malha de
4 x 4 blocos. Na figura (a), resultados sao obtidos diretamente dos elementos, usando a matriz
B, como detalhado no Exemplo 13.1. Como o elemento usado é triangular linear, seu gradiente é
constante, de forma que o fluxo estimado é constante em cada elemento, e, portanto, descontinuo

1 Essa solucdo pode ser obtida de teoria padrao de solucio de equacdes diferenciais parciais pelo método de separacio
de varidveis. Consultar textos como [60].
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Figura 13.12: Variacdo da temperatura (em C°) e do fluxo (em W/m?) ao longo da linha y = 1,5
m, para o problema do Exemplo 13.1.

nas interfaces. Um procedimento bastante usual em MEF é o de obter uma aproximacao suavizada
da varidvel secunddria (o fluxo, no presente caso), através de uma média nodal entre os valores de
fluxo dos elementos que contém cada né. Para o problema do exemplo, os resultados obtidos por
média nodal sio mostrados na Figura 13.13b.%

(a) (b)

Figura 13.13: Mapas de fluxo ¢, para a placa do Exemplo 13.2, para malha de 4 x 4 blocos. A
esquerda, resultados obtidos diretamente dos elementos, e & direita, resultados obtidos fazendo
média nodal.

A Figura 13.14 apresenta as curvas de convergéncia para o problema, usando elementos trian-
gulares lineares (3 nés) e quadréticos (6 nés, com nés no meio dos lados). Os valores numéricos
aparecem na Tabela 13.1. Tem-se os valores absolutos do erro relativo da temperatura no centro
da placa, em (z;y) = (2;2) e do fluxo no centro do lado da placa, em (x;y) = (0;2), obtido por
média nodal. Na abcissa, tem-se IN;, o nimero de graus de liberdade de cada malha. N; é calculado
tomando o nimero total de nés da malha, menos os nés de temperatura prescrita, isto €, IV; indica a

>0 processo de fazer média nodal é apenas o mais simples para estimar uma distribuicao suave de fluxos (ou de
tensoes nos problemas mecénicos). Existe na literatura diversos métodos mais sofisticados, como os de Zienkiewicz e
Zhu 771 [116] e o ZZ2 [117] (esse conhecido por “patch recovery method”), baseados em minimos quadrados, e outros.
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ordem da matriz de rigidez, e portanto, indica o esfor¢o computacional realizado na solu¢ao. Todas
as malhas foram do tipo daquela mostrada na Figura 13.10, variando o nimero M de blocos de
elementos. O erro relativo é calculado usando a solugao analitica, que no caso sao os seguintes
valores: 7° = 1,1787417 C° e ¢2 = 1,350629 W/m?2. Os erros relativos sio calculados por

MEF
qy — 4

13.89
a5 ( )

ET: e Eq:

TOo _ TMEF
=

Os resultados mostrados na Figura 13.14 e na Tabela 13.1 sao tipicos do MEF:

1. Para um dado nimero de graus de liberdade no modelo, os resultados obtidos com elementos
de maior ordem (quadrédticos, no presente caso), sao mais precisos que os resultados com
elementos de menor ordem (lineares, no caso presente).

2. Mais importante, a taxa de convergéncia é maior quanto maior for a ordem do elemento.
A taxa de convergéncia ¢é definida como a inclinacao da curva de convergéncia num diagrama
log-log como o da Figura 13.14. Como caracteristica geral do MEF, aumentando-se o nimero
de graus de liberdade de um modelo, consegue-se muito maior incremento de precisao dos
elementos de alta ordem que nos de baixa. Isso significa que os elementos de alta ordem sao
mais eficientes que os de baixa, uma vez que podem gerar resultados com a mesma precisao com
matrizes de rigidez menores. Isso significa economia de drea de memdéria para armazenamento,
e principalmente, economia de tempo de processamento.

1x10° 5 1\\
-1 T L.
1x10 3
) 3 xﬂ '\.I?*o
2 2 ] q., linear
‘% 1x10 3: X |
S 110 s
= 3
1x10°*
S ] g, quadratico
1X10_ T rrrrm T |||||||| T |||||||| T T 1T

1 10 100 1000 10000
Numero de graus de liberdade N;
Figura 13.14: Curvas de convergéncia para elementos lineares e quadréticos. Valor absoluto do erro

relativo da temperatura no centro da placa, em (z;y) = (2;2) e do fluxo no centro do lado da placa,
em (z;y) = (0;2).

13.6 Elemento quadrilateral bilinear

Consideremos que o elemento seja definido pelas temperaturas em 4 nés, denominados nés intrinsecos
ou locais, numerados localmente no elemento geralmente de forma anti-hordria como na Figura
13.15a.

Na definicao das fungoes de interpolagao feitas a seguir serao usadas nao as coordenadas fisicas
z e y,% mas um conjunto auxiliar de coordenadas chamadas coordenadas intrinsecas, ou também

SNote que o desenvolvimento mostrado nessa seciio ¢ bidimensional apenas por comodidade de notacdo, e pode
facilmente ser (e de fato ¢) estendido a problemas tridimensionais.
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Tabela 13.1: Curvas de convergéncia para elementos lineares e quadraticos. Valor absoluto do erro
relativo da temperatura no centro da placa, em (x;y)=(2;2) e do fluxo no centro do lado da placa,
em (x;y)=(02).

MEF - elementos 3 nés MEF - elementos 6 noés
Malha Ndof T Qx Erro Er  Erro E, N; Erro E,
M (c°] [W/mﬂ x1073 %1073 x10-3
2 9 62,14
4 9 1,1250  0,81250 45,592 398,4 49 5,945
6 25 1,1543  0,99573 20,74 262,8 121 1,132
8 49  1,1650 1,0876 11,66 194.,7 225 0,3176
12 121 1,1729 1,1780 4,956 127.8 529 0,09551
16 225  1,1756 1,2222 2,665 95,09 961 0,02147
24 529  1,1776 1,2658 0,9686 62,81
32 961 11,1783 1,2873 0,3747 46,89
40 1521  1,1787 1,3001  0,03538 37,41

(x4 > y4) 4

(x5
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1 2
(a) o (b)y L-D) (1,-1)

Figura 13.15: (a) Dominio fisico do elemento bilinear; (b) dominio padrao para mapeamento em
coordenadas intrinsecas.

coordenadas naturais. As coordenadas x = (x,y) de um ponto A podem ser mapeadas em um
dominio auxiliar (também chamado padrao) definido por um quadrado de lados 2 x 2 como na
Figura 13.15b. No dominio auxiliar o ponto A é mapeado nas coordenadas intrinsecas &€ = (r, s). O
mapeamento é feito da seguinte forma:

4

2(ris) = D a(ris) ma = 1 (r; s) @1 + (75 8) ma + P3(ry 8) w1 + (75 8) 24,
a=1
4

y(r;s) = > 0u(r;s)ya = ©1(r;8) yr + a(r; ) vz + ¥3(r58) yr + Pa(r; s) ya. (13.90)

a=1

onde 1, (r; s) s@o as quatro fungoes de aproximagao do elemento, definidas no dominio padrao. De
forma compacta estas relagoes podem ser postas na forma:

Nne

x(r) =Y 1hy(r; 8) Xa. (13.91)
a=1
onde

e x = (z,y), e 2,4 € Y, sa0 as coordenadas dos nés do elemento, onde o contador a pode tomar
valores de 1 a N,,..
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forma bilineares do elemento:

1 1
Yi(rys) = (1= r)(1—s), Y3(r;s) = - (1+r)(1+s),
(13.96)
valrss) = 101+ (1 - 5) Palris) = 11— N1+ 5)
Essas expressoes podem ser postas em forma compacta como
1
Yo (r;s) = 1(1 +7r.7)(1+5,58), paraa=1,2,3¢e4. (13.97)

Observagoes:

1. Deve-se notar que a matriz e o vetor forga do elemento, sao definidos em (13.68) como inte-
grais de fungbes definidas sobre o dominio fisico do elemento, de coordenadas x = (z,y), e
o gradiente de temperatura é definido nessas coordenadas. Se definimos as fungoes de inter-
polagao em coordenadas intrinsecas & = (§,7), deve-se considerar a mudanca de varidveis na
determinagao das derivadas do gradiente e no dominio de integracao.

2. Quando as fungoes de interpolacao elementares sao descritas em coordenadas intrinsecas, o
processo de integracao torna-se mais facil. A integracao é sempre realizada usando regras de
quadraturas de integragao numeéricas, que sao facilmente automatizdveis no ambito de
programas de elementos finitos. Esse processo é descrito na secao 9, pagina 237.

3. Funcgoes de interpolacao para elementos quadrangulares de maior numero de nés e maior grau,
sao listadas na segao 8.8, pagina 214, tanto quanto para elementos triangulares de diversos
tipos.

13.7 Exercicios

13.1 Considere o problema similar ao do Exemplo 13.1, de achar uma solu¢ao aproximada para o
problema de transferéncia de calor numa regido plana de dimensoes 4 x 4. A fonte interna é
uniforme, dada por b = 43 W/m3. A placa ¢ de ago com constante de condutividade térmica
do material ¢ kK = 43 W/m°C. Considere que as bordas da placa sao mantidas sob controle de
temperatura de tal forma que 7 = 0 em toda a borda. Resolva os seguintes itens.

(a) Use as fungoes de interpolagao bilineares num elemento de quatro nés. Calcule analiti-
camente a matriz de rigidez e o vetor forga do elemento quadrado. (Dica: use o auxilio
do Mathematica, Maple ou Matlab.)

(b) Defina uma malha com 3 x 3 elementos, isto ¢, M = 3. Sobreponha manualmente a matriz
e o vetor global. Verifique se ha uma estrutura na matriz. Qual é o valor da largura de
banda?

(¢) Resolva o problema algébrico KT = F da malha M = 3.

—~
(o}
~—

Use o Ansys para rodar as malhas M =2, 4, 8 e 16.

(e) Faga uma plotagem da temperatura 7 e do fluxo ¢, ao longo de uma linha y = 2, junto
com os valores exatos obtidos da eq.(13.88). E possivel observar alguma tendéncia na
resposta conforme a malha é refinada?

(f) Compare a solu¢ao com os elementos quadrildteros com os elementos triangulares através
de curvas de convergéncia. O que se observa? (Solugao: como regra do MEF, elementos
quadrildteros sao mais precisos que os triangulares, para um mesmo nimero de graus de
liberdade do modelo. Por que isso?)

13.2 Considere dois elementos triangulares de trés nés como na Figura 13.9, porém com lados L,
e L, ao longo das direcoes globais = e y.





