Capitulo 8

Teoria de vigas

A solucdo do sistema formado pelas equacoes de equilibrio, relacées deformagao-deslocamento e
equacoes constitutivas para um dado sélido, é, via de regra, complicada, mesmo para o sistema linea-
rizado do Capitulo 5. Os avancos computacionais e a presenca de métodos numéricos robustos, como
o dos elementos finitos, tém sido cruciais nesse sentido, mas ainda assim continua invidvel tratar
qualquer sélido como um continuo tridimensional nas coordenadas independentes X7, X5 e X3.

Dependendo da forma geométrica do sélido, simplificagbes adicionais permitem que ele seja anali-
sado como um continuo unidimensional ou bidimensional, passando a ser chamado de viga (unidimen-
sional), placa (bidimensional plano; veja Capitulo 11) ou casca (bidimensional curvo; veja Capitulo
13). O cerne da mecanica das estruturas consiste desses modelos simplificados, ndo s6 por uma
questao de simplicidade mas também de eficiéncia computacional. Dentre todos, as teorias de vigas
representam os modelos mais simples. Sdo teorias que unidimensionalizam o sistema de equacoes em
relacdo as coordenadas X;, reescrevendo o sistema em funcao de varidveis que dependem exclusiva-
mente de uma unica coordenada (X7, digamos), e que servem para descrever sélidos de comprimento
bem maior do que as demais dimensoes. Resolver problemas numa teoria de vigas é o que ha de mais
comum na mecéanica das estruturas.

Duas teorias de vigas sao apresentadas neste capitulo. Uma delas, a mais simples de todas,
é a teoria cldssica de vigas ou, simplesmente, teoria de vigas de Fuler-Bernoulli.' A outra, menos
restritiva, é a teoria de vigas de Timoshenko® (veja um relato histérico sobre essa teoria em Elishakoff
(2020)). As teorias sao apresentadas em trés grupos. No primeiro, elas aparecem linearizadas para
vigas com movimento num mesmo plano. O segundo grupo estende o que é apresentado no primeiro
grupo para vigas com movimento no espago, inclusive sob tor¢ao nao uniforme. Finalmente, no
terceiro grupo, modificamos as teorias apresentadas no primeiro grupo de modo a incluir vigas sob

grandes deslocamentos e rotagbes, mas ainda restritas a pequenas deformagoes.

'"Daniel Bernoulli, matemaético suico nascido em Groningen em 1700, falecido em Basiléia em 1782.
2Stephen Prokofyevich Timoshenko, engenheiro ucraniano nascido em Shpotovka em 1878, falecido em Wuppertal

(Alemanha) em 1972.
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Figura 8.1 Viga na configuracao inicial e na configuracao atual, apds deformar-se sob pequenas

rotagoes e sob a hipétese de Euler-Bernoulli ou de Timoshenko.

8.1 Vigas no plano

Considere um sélido alongado na diregao do eixo x = X1, esbocado na Figura 8.1 em sua configuragao
inicial. A intersecdo do sélido com um plano ortogonal ao eixo x define uma secdo transversal.
Portanto, as segoes transversais sao paralelas ao plano descrito por y = Xo e z = X3. Esse sélido,
que passaremos a chamar de wviga, é suposto aqui mover-se apenas no plano xy ao se deformar.

Denominaremos e;, e, e e, os vetores unitdrios do sistema zyz.

Relacgoes deformagao-deslocamento

Sejam g, Uy, u, as componentes do campo de deslocamento no sistema xyz e €, €, €, ’yzy/2, Vaz/2,

Yyz /2 as componentes independentes do tensor deformacgao. Para o tensor pequena deformagao dado

em (2.25), para o qual os gradientes |uy o], [uzyl, ..., << 1, temos que
Oty Ouy Ou, Ouy  Ouy Ouy Ouy Ou, Ou,
@ 9r ¥ o =9, Tuw oy Ox Yoz =9, Tor vET o + oy (8.1)

Particularizemos (8.1) para vigas sob a hipétese de Euler-Bernoulli ou de Timoshenko.

Euler-Bernoulli Considerando que a viga da Figura 8.1 move-se apenas no plano zy ao se de-
formar, u; e u, independem de z e u, = 0. A hipétese de Euler-Bernoulli admite que uma secao

transversal plana e normal ao eixo da viga antes da deformacao permanece, apés a deformagao:
(a) plana;
(b) normal ao eixo deformado;

(c) indeformada (se¢ao infinitamente rigida).



8.1 Vigas no plano 173

|
Fy1,v Fyz,v2
dy
A I T T Y
Fu. i - X \'/x LRI x'xfx'x < »sz,uz X
m s

| L |

Figura 8.2 Diagrama de corpo livre de uma viga sob movimento no plano zy, mostrando todas as

forcas e momentos aplicados além dos deslocamentos e rotagdes nas extremidades.

Equacoes de equilibrio e condigoes de contorno

Usaremos a seguir o principio dos deslocamentos virtuais na dedugao das equagoes de equilibrio e
na identificacao das possiveis condigoes de contorno porque, assim procedendo, teremos certeza que
as equagoes de equilibrio e as condic¢oes de contorno obtidas serdo consistentes com o campo (8.4)
ou (8.7) admitido para o deslocamento. Lembramos que o principio equivale matematicamente as

equagoes de equilibrio e as condigoes de contorno mecanicas (veja Segao 7.4).

Timoshenko A Figura 8.2 mostra uma viga restrita a movimentos no plano zy. Como um sdélido,
a viga estd sujeita a forgas externas de volume e de superficie representadas na figura por um car-
regamento estaticamente equivalente aplicado no seu eixo: a forga axial g;, a forca transversal g, e o
momento m distribuidos ao longo do comprimento L da viga, além das forcas Fy;, Fy; e do momen-
tos My; nas extremidades. Deixaremos para a préoxima secao os detalhes sobre a identificacdo desse
carregamento a partir das forgas originais de volume e de superficie. A figura mostra também os
deslocamentos u;, v; e as rotagoes 6; nas extremidades. Conforme (7.63), o trabalho virtual realizado

pelo carregamento é
L
oW, = / (qx5u + qy5v + m5¢9) dx + Fp10u1 + Fpodus +Fy15U1 +Fy25U2 + M,1601 + M ,2605. (8.11)
0
O trabalho virtual realizado pelas forcas internas escreve-se
oW, = — ///(amdez +oydey + 0206 + TuydVyy + Tez0V,, + Ty207,,)dx dy dz. (8.12)

Mostremos em detalhes a unidimensionalizacao de (8.12). Como o campo de deformagao numa viga

de Timoshenko é dado por (8.8), entdo o campo de deformagao virtual (compativel) sera
dez = dem + Y IR Yy = 07 dey = e, = 0, = 07,, =0 (8.13)
e, portanto,

L
oW; = — /// (0u0€x + Tayd,,) dedydz = —/ / (07 (0€m + yOK) + Toydy]dAdz.  (8.14)
0 A
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Figura 8.3 (a) Segao transversal com as trés componentes o, Tzy € Tzz do vetor tensao e com os
trés esforgos N, () e M n&o nulos que atuam sobre ela; (b) sentido positivo dos esforgos N, @ e M

nas duas faces de uma secao transversal.

A integragdo na segao transversal de drea A resulta em
L
oW, = / (N d€m + Mk + Q v) dz (8.15)
0

sob a definicao
N:/deA Q:/TxydA M:/JzydA. (8.16)
A A A

A forca normal N, a forca cortante () e o momento fletor M sdo chamados de tensées generali-
zadas por realizarem trabalho com as deformacédes generalizadas €,,, v € k£ da mesma forma que as
tensoes o, e T4y realizam trabalho com as deformagoes €, e 7,,. Dizemos que N, Q e M formam
com €,,, Y € K, respectivamente, pares conjugados no trabalho. As tensoes generalizadas identificadas
por 6W; é uma consequéncia direta do campo de deslocamento admitido pela teoria e correspondem
a valores médios da distribuigdo do vetor tensdo na segao transversal da viga (veja Figura 8.3). Elas
sdo em numero igual ao das deformagoes generalizadas. Alids, o fato de ser o nimero de tensoes
igual ao de deformacgoes é uma propriedade de todas as teorias na mecénica das estruturas. Ela é
percebida naturalmente quando se emprega o conceito de trabalho virtual por sempre envolver tensao

e deformacao aos pares. Assim, o principio dos deslocamentos virtuais escreve-se

L L
6We+5m:—/ (N(Sem—i-M(S/i—i-Q(S’y)dx—i-/ (gz0u + gyov +md6) dx
0 0

+ Fp10uy + Fpodus + Fy15U1 + Fy25U2 + M,1661 + M 5605 = 0. (8.17)
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5 = = -

N=v=M=0 u=v=M=0 u=v=60=0 N=0=M=0

Figura 8.4 A extremidade da viga é simplesmente apoiada nos dois primeiros casos, engastada no

terceiro caso e livre no ultimo.

Em 0 < x < L as quantidades du, dv e 90 sao arbitrdrias e independentes. Em = = 0, L um
deslocamento virtual (dug, dv1, etc.) é nulo se o correspondente deslocamento real for conhecido; caso
contrario, € arbitrdrio e independente dos demais deslocamentos. Portanto, do lema fundamental do
cédlculo variacional

N'+q: =0 Q +q,=0 M —-Q-m=0, (8.23)

que sao as equagoes de equilibrio, na forma local, que devem ser satisfeitas em cada ponto do dominio
0 < z < L. Identificamos a primeira equagao como sendo de equilibrio de translacao na diregao de
x, por aparecer no integrando multiplicada pelo deslocamento du; por razdes andlogas, identificamos
a segunda equacao como sendo de equilfbrio de translacdo na direcao de y e a terceira equacao
como sendo de equilibrio de rotacdo em torno do eixo z (veja Problemas 8.1 ¢ 8.2). A primeira
equacao é desacoplada das demais. O acoplamento pode até ainda ocorrer dependendo das equagoes
constitutivas.

Se duy for arbitrario entdo N = —F,1 em x = 0; se nao for, é porque du; = 0 (u; é igual a um
certo valor 4 conhecido: u; = ;). Estendendo esse procedimento aos demais termos do contorno,

identificamos todas as possiveis condigoes de contorno geométricas e mecéanicas:

Uy = Uy ou N=—-F,
V1 = U1 ou Q=- yl
01 =0, ou M =M, emx =0
Uy = Uy ou N = F,9
Vg = Uy ou Q= Fy2
0y = 0, ou M =—M, emz = L. (8.24)
N—— N———
cond. cont. geométricas cond. cont. mecénicas

A Figura 8.4 mostra a extremidade de uma viga sob alguns tipos comuns de apoio. Sev = M =0
é o que caracteriza uma extremidade simplesmente apoiada, entao os dois primeiros apoios indicados
na figura sao “simples”; se v = 6§ = 0 é o que caracteriza uma extremidade engastada, entao o terceiro
apoio é um “engaste”; dizemos que a extremidade é [ivre no tltimo caso.

Além de identificar as tensoes generalizadas N, @), M e conduzir as equagoes de equilibrio (8.23),

tudo de maneira consistente com o campo de deslocamento admitido pela teoria, o uso do principio
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dos deslocamentos virtuais tem também a vantagem de identificar corretamente todas as possiveis
condigoes de contorno. Nesse principio, as condicoes de contorno essenciais sao as condicoes de
contorno geomeétricas e correspondem a especificagdo das varidveis primadrias (u, v, 0); as condigoes
de contorno naturais, que jé se acham inseridas em 0W, + dW; = 0, sdo as condigdes de contorno
mecénicas e correspondem a especificagdo das varidveis secunddrias (N, @, M). Um, e somente um,
elemento de cada par (u, N), (v, Q) e (6, M) deve ser especificado em cada extremidade (veja o tltimo

dos Comentérios 6.1).

Euler-Bernoulli Vamos denominar por E, = 0, E, = 0 e Eyp = 0 a primeira, segunda e terceira

equagoes de equilibrio (8.23), para reescrever a expressao (8.22) simbolicamente na forma
L
/ (Eyou + E,dv — Egdf) dx + termos de contorno = 0. (8.25)
0

Por simplicidade, a contribui¢ao oriunda das extremidades da viga é indicada por “termos de con-
torno”.
Com a hipétese de Euler-Bernoulli, a rotacao 6 deixa de ser varidvel independente para tornar-se

funcdo da componente v do deslocamento:

y=v-0=0 = 0=u = /0= (8.26)
Portanto,
L
/ (Eudu + Ey0v — Egév') dz + termos de contorno = 0. (8.27)
0
Sob essa hipotese, aparece derivada de dv no dominio cuja remocao por integragao por partes,
L L L L
/ Egov'dx = / (Epbv) dx — / Epdvdz = Egév\OL - / Epydv dz, (8.28)
0 0 0 0
resulta em
L
/ [Eydu+ (Ey + Ep) 6v] dz + termos de contorno — Egév\OL = 0. (8.29)
0

As equagdes de equilibrio que devem ser satisfeitas em cada ponto do dominio 0 < z < L, segundo

o lema fundamental do célculo variacional, sao agora dadas por E, =0 e E, + Ej = 0. Ou seja,
N'+4,=0 M" +q, —m' =0. (8.30)

Identificamos a primeira equagao como sendo de equilibrio de translagdo na diregdo de = e a segunda
equacao como sendo de equilibrio de translagao na direcao de gy, por aparecerem no integrando
multiplicadas por du e dv, respectivamente.

A imposigao da dependéncia entre 6 e v (6 = v') nao elimina a rotagdo do campo de deslocamento,
up(z,y) = u(@) —yb(x) = us(z,y) =ulz)—yv, (8.31)

mas a equacao Fy = 0 do equilibrio de rotagao da teoria de Timoshenko nao é mais explicitada,

passando a incorporar-se a segunda equacao F, = 0. A forga cortante é cancelada na operacao
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B v(0)
— i
' kv(0)
u(0) = 6(0) =0
0(0) = kv(0)

Figura 8.5 Engaste parcialmente liberado de mover-se verticalmente sob a restricao de uma mola

linear de rigidez k.

A primeira equacao em (8.40), que descreve o comportamento da viga sob deformacao puramente
axial, é desacoplada das demais equagoes que descrevem o comportamento & flexdao. Perceba que a

mudanca de teoria sé interfere na descrigdo do comportamento da viga a flexao.

Comentdarios 8.2:

e Quando no contorno o elemento especificado do par (u, N), (v,Q) ou (0, M) é o deslocamento,
entao o conhecemos; quando é o esforco, nao necessariamente o conhecemos. Para exemplificar,
observe na Figura 8.5 as condigoes de contorno em & = 0 de um engaste parcialmente liberado de
mover-se verticalmente sob a restrigdo de uma mola linear de rigidez k. Conhecemos u(0) =0e
6(0) = 0. Como nao conhecemos v(0), devemos especificar Q(0) sabendo-se que ¢é proporcional
ao deslocamento v(0) desconhecido. Se um deslocamento v(0) positivo for dado ao apoio, o
equilibrio de translagao vertical na vizinhanca mostra que Q(0) = kv(0). Se nao houvesse a

mola (k = 0), conheceriamos literalmente a forga cortante Q(0) = 0.

e A Tabela 8.1 traz um resumo das equagoes obtidas para a viga no plano. Note que uma teoria
de vigas reduz o problema tridimensional a um conjunto de varidveis que sé dependem da
coordenada axial z. A Figura 8.6 sintetiza as inter-relagbes entre as quantidades incégnitas e

as quantidades especificadas numa viga de Euler-Bernoulli ou de Timoshenko.

Pés-processamento

Resolvidas as equacoes, levando-se em conta as condiges de contorno, as informagoes da viga como

um sélido tridimensional podem ser recuperadas como explicado a seguir.

Euler-Bernoulli O deslocamento e a deformacao num ponto qualquer da viga sao dados por (8.4)
e (8.5), respectivamente. As componentes relevantes da tensao sao o, e T,,. Usando as equagoes

constitutivas,
N M

Jx:Eex:E(em—i-y/ﬁ):E(——i-y—) =1tV (8.41)

Observe que os efeitos de IV e M sobre o, podem ser atenuados com o aumento de A e com o aumento
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Tabela 8.1 Equacoes das teorias apresentadas para a viga no plano.

Euler-Bernoulli

2 relagoes deformagao-deslocamento (8.6)
2 equacoes de equilibrio (8.30)
2 equagoes constitutivas (8.38)
total: 6

incoégnitas: u, v, €y, £, N, M (Q = M’ — m ndo é uma quantidade independente)

I
2 equagoes de equilibrio em termos dos deslocamentos (8.39)
incégnitas: u, v
Timoshenko
3 relacoes deformacao-deslocamento (8.9)
3 equagoes de equilibrio (8.23)
3 equagbes constitutivas (8.37)
total: 9
incégnitas: u, v, 0, €, K, v, N, Q, M

U
3 equacoes de equilibrio em termos dos deslocamentos (8.40)

incégnitas: u, v, 6

de I, respectivamente. Nao podemos avaliar a tensao de cisalhamento pelas equacoes constitutivas
numa viga de Euler-Bernoulli. Podemos, no entanto, recorrer ao equilibrio para determinar a forca

cortante,

Q=M —m, (8.42)

e, com base no teorema do valor médio T;yA = 4 TzydA = Q, adotar

Tay N . (8.43)

Uma forma de melhorar a precisdo de 7,,, ainda que usando o resultado de o, dado em (8.41),
¢ impor a condicao de equilibrio para a viga tratando-a como um sélido tridimensional. Para isso,
destaquemos dela um trecho de comprimento Az, ndo necessariamente pequeno, indicado na Figura
8.7. Mediante um plano de corte paralelo ao plano xz, a uma distdncia y; na qual desejamos
determinar 7,,, separemos a parte superior da viga indicada na figura & direita. Sabendo-se que
a distribui¢ao de 7,y no plano de corte produz a forga resultante 73, b Az, onde 77, representa um

valor de 7, em algum ponto na regiao retangular de largura b e comprimento Az (teorema do valor



182 Capitulo 8 Teoria de vigas
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Figura 8.6 Inter-relagdes entre as quantidades incégnitas (em cinza) e as quantidades especificadas

numa viga de Euler-Bernoulli ou de Timoshenko.
médio), a condi¢ao de equilibrio de translacao na diregao axial escreve-se
Al Al

/ (02 + Acy)dA — / opdA—T1,0Az=0 = AoydA —75,bAr =0
A

onde A; é a drea da secdo acima da ordenada g;. Dividindo a equacao por Az,

Ao,
Aq A$

dA —713,b=0,

no limite Az — 0 obtemos para uma se¢ao transversal

0oy
A ox

dA — T4yb = 0.

A tensao 7, ¢ suposta uniformemente distribuida na dire¢ao de z (74, independe de z).

Substituindo (8.41) em (8.46), a expressao resultante

d (N M
/Al%<z+y7>dz4—7'xyb—0

. _1/ d (N M\, L(AdN | TdM
W fy de \A VT "o\ Adr " Tdr

em vigas cilindricas (A e I constantes). A quantidade

I_:/ ydA
Ay

simplifica-se para

(8.44)

(8.45)

(8.46)

(8.47)

(8.48)

(8.49)
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Figura 8.7 Trecho da viga com o diagrama de corpo livre da porcao acima de y = y;.

¢ o momento de primeira ordem da drea A; em relagdo ao eixo z. Aplicando (8.23),

1] A I
Toy =3 | T a7 (Q+m)|. (8.50)
Na auséncia de g, e m, o que é usual, B
Tay b—IQ. (8.51)

Timoshenko O deslocamento e a deformagdo num ponto qualquer sdo dados por (8.7) e (8.8),
respectivamente. A tensdo o, é avaliada pela expressao (8.41) e a tens@o 74, por (8.51) ou, alterna-

tivamente, usando a equagao constitutiva (8.37):

Tay = KGvyy = KGy =

=10

(8.52)

A avaliacdo por meio de (8.51) é mais precisa.

O efeito do cisalhamento na dire¢éo longitudinal pode ser observado na viga formada por laminas
justapostas da Figura 8.8, carregada transversalmente. Se nao houver uma boa colagem entre as
laminas, ocorrerd deslizamento entre elas tornando a viga menos rigida. Nao é dificil imaginar por

que os estribos nas vigas de concreto armado sao importantes na resisténcia ao cisalhamento.

Exemplo 8.1 Considere uma viga de segdo transversal retangular, indicada na Figura 8.9, de
largura b e altura h.

Nesta secao,

~ h/2 b [ h2 h/2 bh3
I:/ gdA:/ gbdg:—<—— 2) I:/gj?dA:/ 7Pbdy = —.
A y 2\ 4 A —h/2 12

Por conveniéncia, a Figura 8.9 usa y em vez da ordenada y; adotada na Figura 8.7. A expressao

(8.51) reduz a
_3Q(_ 4
T T 94 w2 )

A tensao de cisalhamento se distribui parabolicamente, é nula em y = +h/2 e tem valor méxi-
mo 1,5Q /A em y = 0. Vigas de madeira, por exemplo, sdo suscetiveis a ruptura por cisalhamento,

apresentando trincas longitudinais em torno de y = 0 nas se¢Oes com forga cortante mais elevada. W
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Figura 8.8 Efeito do cisalhamento numa viga formada por laminas justapostas com e sem ligacao

entre elas.

Exemplo 8.2 Existem varias propostas para o fator K na literatura (Kaneko, 1975; Gruttmann

e Wagner, 2001; Hutchinson, 2001; Puchegger et al., 2003). Um procedimento usual consiste em

oW = — /// Tay0Y gy d dy dz

realizado por 7, em duas situacoes: quando a tensao ¢ dada pela expressao menos precisa

Q
A

avaliar o trabalho virtual

Ty = KGyyy =

e quando a tensao é dada pela expressao mais precisa

I

Toy = EQ?

igualando em seguida os dois resultados.

No primeiro caso, o trabalho é

0 =~ [ rarairis = [ ([ 229,01)aa =% [ L%,

No segundo caso, e especificamente para secoes transversais retangulares em que

_3Q(,_ 4
T T 94 2 )
o trabalho passa a ser

(5W:—///Txy5’yxydxdydz:—/ (/A%y‘sgym) dw
[ ) ] e

Se K for escolhido de maneira que os trabalhos avaliados pelas duas expressoes sejam iguais, entao

1 6 5
=0 K=2
K 5 6

Esse valor muda para K = 9/10 em segOes transversais circulares (veja problema 8.9). W

Exemplo 8.3 Use as teorias de Euler-Bernoulli e de Timoshenko para determinar a deflexdo na
extremidade da viga da Figura 8.10a, sabendo-se que A, E, G, I e K sdo constantes.

As condicbes de contorno sao

u=v=1v (ouf)=0 emz=0 N=M=0 @Q=-P emz=L.
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Figura 8.9 Exemplo 8.1: secao transversal retangular.

Visualize as condigoes de contorno mecanicas impondo o equilibrio na vizinhanga de = = L (veja
Figura 8.10b).
Na primeira das equagoes (8.39) ou (8.40) ¢, = 0:

EAY =0.

Integrando,

EA’U/ = 01 FEAu = Cll' + Cg.

Das condigoes de contorno
u=0 emx=0 N=FAW =0 emaz=1L,

determinamos as constantes de integracao

Portanto,

E um resultado comum as duas teorias.

Euler-Bernoulli Na segunda das equacoes (8.39) ¢, = m' = 0:
EIV" =0.

Integrando,

2
EI" = ¢, EIV" = Ciz + Cy EIQ/ZCl%-FCQl"f‘CS

.’1,'3 fE2
Flv= Clg + Cg? + Csx + Cy.

Aplicando as condigbes de contorno

v=1"=0 emz=0 Q=M =-EIW"=-P M=-EI=0 emzx=L,
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(a) (b)

Figura 8.10 Exemplo 8.3: (a) viga com uma extremidade engastada e a outra livre; (b) sentido

positivo dos esforcos na extremidade livre.

obtemos
Ci=P Cy=—-PL C3=0 Cy =0.
Portanto,
Pa? PL3

Conhecidos u(x) e v(z), podemos determinar qualquer outra quantidade. Por exemplo,

N = EAd =0 M =—EI'" =P (L - x) Q=M =-P.

Timoshenko A segunda e terceira das equagoes (8.40) reduzem-se a
KGA(v—-0) =0  EI{"+KGA(v —0) =0.
Integrando a primeira equagao,
KGA (V' —0) = Cy,

e substituindo o resultado na segunda,
22
EI0" = —-C; EI0 = —Ciz + Cy EI0 = —017 + Cox + Cs.

A substituicdo de 6 em

KGA (W —0) =y

conduz a

2

3
KaA <Cl% + 02% n ng) +Cy.

EI

KGAV = Ci+

2 KGA
<cl% + Cor + 03) KGAv = Crat—

A aplicagao das condigoes de contorno
v=0=0 emz=0 Q:KGA(Q/—Q):—P M=-FEI0 =0 emx=1L

resulta em

Ci=-P Cy=—PL C3=0 Cy=0.
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Figura 8.11 FExemplo 8.4: viga com uma extremidade engastada e a outra simplesmente apoiada.

Portanto,
Pz? P PL3 3EI
o) =gpr @3 - gaat v W= gy ( * KGAL2> ‘
Se a viga for de secao transversal retangular de largura b e altura h,
bh? )
A ="bh 1= T K= 5
Vamos denominar vgg = —PL3 /3EI a deflexao na extremidade da viga de Euler-Bernoulli e admitir

v=0,3, ouseja, G=E/2(1+v)=FE/2,6, para escrever

2
o) _ 4078 <ﬁ) .
VEB L

A contribuigao da deformagao de cisalhamento, que diminui com o aumento da esbeltez L/h, é

geralmente desprezivel para vigas isotrépicas com dimensoes dentro dos padroes (realistas) usuais,

como ilustrado a seguir.

L/h 1 2 5 10 20 00
o(L)/vgp | 1,780 | 1,195 | 1,031 | 1,008 | 1,002 | 1,000

A contribui¢ao é menor do que 1% para L/h > 10. No entanto, essa contribuigao pode ser significativa
para materiais com baixa relacdo G/E (Kapania e Raciti, 1989), como é o caso de certos materiais

compositos. Isso serd exemplificado no Capitulo 11. W

Exemplo 8.4 Suponha que a extremidade livre da viga do exemplo anterior seja agora simplesmente
apoiada e o carregamento modificado como indicado na Figura 8.11. Use a teoria de Euler-Bernoulli
para determinar a deflexdo no meio da viga e as reagoes de apoio.

As condicbes de contorno sao
u=v=v=0 emz=0 N=v=M=0 emax=0L.

Como antes,

u(x) =0.
Precisamos resolver a segunda das equagoes (8.39) com m/ = 0,

EI,U//// — qy,
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~ Ax —| IRyl :RyZ

(a)

(b)

Figura 8.12 Exemplo 8.4: (a) trecho pontual num diagrama de corpo livre; (b) reagoes de apoio
Rxl: Ryly le € Ry2-

Se expressarmos My, Ms, Q)1 e Q2 em termos de v e vy, obtemos em = = L/2

V1 = V2 V1 = Uy
My=M, = —Elf=-Flv, = f=1j
QL+P=Qs = M+P=DM = —FEI"+P=-FEIvy.
Assim,
_ 88P +57¢L _ 3L(8P+3qL) B B

¢ = 128 Gz = 128 C3=0 Ca =
o 40P+ 7L c _ L(40P +7qL) c _ L*(6P+qL)

5 128 6 128 7 48
Cn — L3 (8P +qL)

8 384

A deflexdo no meio da viga é
L L L3 13
—)=wvy(=)=—=——=— TP+ —qL|.
u(3) =g) = ~763E7 (7 g )

Considerando a convencao de sinal adotada para os esforcos na Figura 8.3b e as reagdes de apoio

indicadas na Figura 8.12b, obtemos

P L

Rur = —N1(0) = —EAw(0) = 0 Ryt = ~Qi(0) = EI/(0) = o0 2T
3L (8P + 3¢L A0P + 7qL

M.y = M;(0) = —EIW!(0) = % Ry = Qa(L) = —EIWY(L) = %.

E facil verificar o equilibrio global da estrutura sob as cargas externas aplicadas e as reacoes de apoio
avaliadas.

A teoria de Timoshenko empregaria neste exemplo as condi¢oes de contorno

u=v=0=0 emz=0 N=v=M=0 emx=1L,

além das condicoes

U] = Vg 01 = 02 My = My Qi+ P=0Q2

L
emx = —.
2
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y‘ P Y P
Rf_‘___» Z - N <€ / l
G | \fe
'R, ’ | |
! L—x |
(a) (b)

Figura 8.13 (a) Viga do Exemplo 8.3 com as reagbes de apoio indicadas; (b) diagrama de corpo

livre de um trecho da viga.

E possivel evitar o tratamento por trechos, recorrendo-se a fungdes especiais (Crandall et al.,

2012) para representar as cargas parcialmente distribuida e concentrada. MW

Comentdrios 8.3:

e A solugao geral das trés equagoes de equilibrio (8.23) em N, @ e M é sempre possivel. No en-
tanto, a determinagao desses esforgos (e reagoes de apoio) para uma viga especifica vai depender
se ha condicbes de contorno mecanicas em nimero suficiente para a avaliacado das constantes
de integracdo. Estruturas onde essas condigoes existem, ou seja, onde os esforcos (e reagoes
de apoio) podem ser determinados usando apenas as equagdes de equilibrio, sdo chamadas
de isostdticas. E claro que devemos recorrer as demais equacdes (deformagao-deslocamento e
constitutivas) e condigoes de contorno geométricas para uma completa solugao do problema.
No que diz respeito aos esforgos (e reagoes de apoio), as duas teorias de vigas apresentadas
conduzirao sempre aos mesmos resultados em estruturas isostdticas porque possuem equagoes

de equilibrio idénticas.

e Considere a viga do Exemplo 8.3, com as reagoes de apoio indicadas na Figura 8.13a. Podemos

determinar os esforcos N, () e M diretamente da integracao das equagoes de equilibrio:

N =0 = N =C(C} Q/:() = Q:CQ

M -Q=0 = M=Cyzx+Cs. (8.53)
Das condigoes de contorno,

N(L)=M(IL)=0 QL)=-P = =0 Cy=-P C3=DPL. (8.54)

N=0 Q=-P M=P(L-2z). (8.55)

As condicoes de contorno mecanicas sdo, nesse exemplo, em quantidade suficiente para a ava-

liacao das constantes de integracdao. Perceba que os esfor¢os poderiam ter sido identificados
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(a)

Figura 8.15 Viga com secao transversal I sob torgao: (a) uniforme (todas as se¢oes sofrem o mesmo

empenamento); (b) nao uniforme (segoes com empenamentos diferentes).

serao identificadas pelo principio dos deslocamentos virtuais como sendo as deformagoes generaliza-
das.

A Figura 8.15a mostra uma viga com segao transversal I sujeita & torgdo uniforme (todas as
segoOes transversais sofrem o mesmo empenamento), enquanto a Figura 8.15b mostra a mesma viga
sob torcao nao uniforme. Neste tdltimo caso, perceba que o empenamento varia desde a secao na
extremidade direita, onde o empenamento se dé livremente, até a secao na extremidade esquerda, na

qual o empenamento é complemente impedido de ocorrer.

Euler-Bernoulli Com a hipétese de Euler-Bernoulli, devemos substituir v, = v, = 0 (6, = v' e

0, = —w') em (8.61) para obter

€x = €m — YKz + 2Ry + WKy Yoy = —*Vt + Wiy Yy Yoz = YVt T W2V

€y =€ ="y, =0 (8.63)

onde as deformacoes generalizadas a serem identificadas pelo principio dos deslocamentos virtuais

reduzem-se a

/ " " Ky = \I}, fyt = 0; ’yw = \I/ (864)

™
3
I
S
=
<
Il
|
S
=
83
Il
S

Equacoes de equilibrio e condigoes de contorno

Usaremos o principio dos deslocamentos virtuais na dedugao das equacoes de equilibrio e na identi-

ficagdo das possiveis condigdes de contorno pelo mesmo motivo que nos fez usi-lo em vigas planas.

Timoshenko De (8.61), escrevemos

0€x = 0€m, — YOk, + 2 0Ky + W 0Ky, Vay = 07y — 207 + wyyd7,,

0Ygz =07, + Y07 + w207, ey = b€, = 67, =0 (8.65)

cuja substituicdo em (8.12) resulta em

oW; = — /// (O’z(SE;L« + széfyxy + Tmé’ym) dxdydz
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Figura 8.16 Secao transversal com as trés componentes 0, Tzy € T, do vetor tensao e com sete

dos oito esforgos que atuam sobre ela (@, nao estd representado).

L
= _/ / (00 (O€m — Y 6Kz 4 2 0ky + w Oky,) + Tay (5fyy — 267 + wydv,)
0 Ja

+ Tz (67, + y 0y + w,207,,) | dAdx

L
=— / (N bem + Mydky + M0k, + Qydy, + Q.07, + Moy, + My, + Qudy,,) dx. (8.66)
0

As tensoes generalizadas sao identificadas por

N:/szA Qy:/TIydA QZ:/TIZdA

A A A

My:/axsz MZ:—/UmydA Mw:/UzwdA
A A A

Mt:/ (Tazy — Tayz) dA Qw:/ (TayWsy +Taow,z ) dA. (8.67)
A A

Diferentemente da viga no plano, a forga cortante aparece com suas duas componentes Qy e
@, o momento fletor com suas duas componentes M, e M., além da presenga do momento torgor
My, do bimomento M,, (unidade de momento vezes comprimento) e do bicortante @, (unidade de
for¢a vezes comprimento). Tanto M; como M, e @, estao associados a tor¢ao e sao conjugados no
trabalho de v, k., € 7, respectivamente. No entanto, o bimomento deriva-se da tensao normal o
e nao das tensoes de cisalhamento 7., e 7,,, como é o caso do momento torcor e bicortante. A
Figura 8.16 mostra uma secao transversal com sete dos oito esforgos que atuam sobre ela (Q,, nao
estd representado).

Vamos supor que externamente a viga esteja sujeita a forga de volume | b, by b, | e a forga
| t, ty ts | que se distribui por toda a sua superficie. O trabalho virtual realizado por esse

carregamento é dado por
oW, = /// (bz0ug + byduy + b0u,) drdy dz + // (txbuy + tyouy +t,0u,) dr ds

+ // (tedug + t,0uy +t.0u;), o dydz + // (txdug + tyduy +t.0u.),_, dydz, (8.68)

onde s representa a coordenada curvilinea que percorre o contorno I' da secao transversal de drea A.

A substituicao de
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|
$ My, *Mﬂ
T Sy Fy
M1 Mxl Fxl / / / e _“’ni“ E‘CZ MxZ M
—r —pp — > —pp —ppp
#7 A . '

/ le | MZZ |

Figura 8.17 Diagrama de corpo livre de uma viga no espaco. A forca q(z) = ¢.()e, + gy(x)e, +
q-(z)e, o momento m(x) = my(z)e, + my(x)e, + m.(x)e, e o bimomento my,(x) estdao aplicados

de forma distribuida ao longo do comprimento da viga.

duy = 0u —y 00, + 260, +w ol duy = 0v — 290, ouy = dw + y 60, (8.69)

resulta em
L
oW, = / (gzéu + qy0v + g0w + my660, + myd0, + m,06, + m,o¥) dz
0

2
+ Z (Fridu; + Fyiov; + Fridw; + Myi604; + My;d0y; + M.;60; + M,;:0¥;) (8.70)
i—1

qz:/bdi+/txds Qy :/bydA+/tyds q, :/bsz+/tzds
A T A T A T

mx:/ (by — byz) dA+/(tzytyz) ds my :/bxszJr/txzds
A T A T

mZ:—/bzydA—/tzyds mw:/bxwdA—i—/txwds
A r A r

in:/tsz Fyi:/tydA inZ/tsz Mzi:/ (tzy —tyz) dA
A A A A

Myz‘ = / o2 dA Mzz‘ = —/ tzy dA Mm‘ = / trw dA. (871)
A A A

com

Da mesma forma como ocorre na identificagdo das tensoes generalizadas por dW;, a substituicao
das forcas de volume e de superficie por quantidades estaticamente equivalentes aplicadas no eixo
da viga é feita por W, com base no campo de deslocamento admitido na teoria. Essas quantidades
estao mostradas na Figura 8.17: a forca q(x) = ¢(x)e; + ¢y(z)ey + ¢-(z)e., 0 momento m(z) =
mg(x)e, +my(x)e,+m,(z)e, e o bimomento my,(x) distribuidos ao longo do comprimento L da viga,
além das forcas F; = F;e, + Fye, + F,;e,, momentos M; = M,;e, + My;e, + M;e, e bimomentos
M,,; aplicados nas suas extremidades (i = 1, 2).

Para encontrar as equacoes de equilibrio e identificar as possiveis condigoes de contorno, vamos

substituir
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Figura 8.18 Exemplo 8.5: viga com uma extremidade engastada e a outra sob um momento aplicado
M.
(8.59) durante a expansao em série polinomial em y e z. Sao teorias que envolvem esforgo
computacional significativo, mas tém a vantagem de incluir naturalmente todos os efeitos nao

cldssicos relacionados & segdo transversal, tornando desnecessdrios entes tais como fator de

correcao do cisalhamento transversal e funcao de empenamento.

Exemplo 8.5 A viga indicada na Figura 8.18 é externamente solicitada por um momento M apli-
cado na sua extremidade livre. Determine as expressoes da rotacao 0,, da amplitude do empenamento
¥ e do bimomento M,,.

Substituindo v, = 6, v, = ¥ e k, = ¥ nas equagdes constitutivas (8.96), obtemos
My =GJob, —G(Jo—J) ¥ Qu=G(Jo—J)(V—0,) M, = ETV'.
Como m, = m,, = 0, a quarta e sétima equagoes de equilibrio (8.76) escrevem-se
M| =0 M —Q,=0

ou

GJof —G(Jo— )W =0  ETV —G(Jo—J) (¥ —0,)=0

onde E, G, Jy, J e I" sdo supostamente constantes. Aqui, é indiferente tratar a viga como sendo de
Timoshenko ou de Euler-Bernoulli.

Integrando a primeira equagao,

Gl — G (Jo—J)¥ =y,
e substituindo o resultado na segunda,

\C GJ (Jo—J)
m_ N2y AL 2_ &S Wo—J)
VoA =0 A EJoT

A solugao geral dessa equagao é a soma da solucdo geral ¥;, da equagao homogénea (equagao sem a
dltima parcela em C7) com uma solugao particular ¥, da equacao propriamente dita (equagio nao
homogeénea). Ou seja,

U=U,+0,
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0, M,
ML/GJ (Jo —J)ML/Jy
Lprmmmmmmm e 1t
tor¢ao uniforme\ \
AL=2 : AL=0,4
051 AL =04 | I
| \AL N
o=t _oa >
o T
0,5 1 x/L 0,5 1 x/L

Figura 8.19 Exemplo 8.5: (a) distribui¢ao da rotacao 6,; (b) distribuigdo do bimomento M,,.

Enquanto a primeira parcela de 6, e a primeira parcela de ¥ vém claramente da tor¢ao uniforme,
as parcelas hiperbdlicas seguintes vém da restricdio ao empenamento. A distribuicdo da primeira
parcela de 6,, assim como a distribuicdo de toda a rotacdo, sdo mostradas na Figura 8.19a para
AL = 0,4 e AL = 2 adotando (Jy—J)/Jo = 0,2. E notério o enrijecimento da viga devido a
restricio ao empenamento, cuja importancia é mais significativa & medida que se reduz AL. Ao
analisar os fatores que afetam a magnitude de AL, concluimos que a restri¢do ao empenamento tende
a ser mais significativa em: (a) vigas mais curtas; (b) materiais com baixa relacdo G/E, como é o
caso de certos materiais compdsitos; (c) secoes transversais com baixa relagao J/I', como ¢ o caso de
secoes transversais abertas de paredes finas.

A distribui¢do do bimomento

(Jo—J) M senh \ (L — z)

M, = ETV¥ =
Jo Acosh AL

na Figura 8.19b indica que a restrigdo ao empenamento é mais significativa nas proximidades do
engaste. Ela também indica, como jd antecipado pela rotacao 6, que essa restri¢cao é mais significativa
para vigas com valores reduzidos de A\L.

Note que as tensoes de cisalhamento induzidas no engaste pela torcao uniforme nao sao nulas,

mas dadas por

M M
Tay = G4y (0) = 7ZG9‘/'E(O) = T2 Taz = G7,,(0) = yG@;(O) =Y
Y Jo Jo
E um resultado coerente que deixa de ser observado quando se introduz a hipétese de Wagner ¥ = o',

(veja Problema 8.19). W

8.3 Vigas sob pequenas deformacgoes mas grandes deslocamentos e

rotacoes

As teorias apresentadas na Secao 8.1 serao aqui reformuladas de maneira a liberar a magnitude dos
deslocamentos u, v do eixo da viga e da rotagao # da segao transversal de qualquer restricdo. Dai o

termo “grandes deslocamentos e rotagoes”. A hipétese de pequenas deformagoes serd ainda mantida.
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configuragdo inicial

Figura 8.20 Viga na configuragéo inicial e na configuragao atual, apds deformar-se sob a hipétese

de Timoshenko.

Relagoes deformagao-deslocamento

Mostraremos a seguir como incorporar a hipétese de pequenas deformacoes de maneira consistente

nas relagoes deformagao-deslocamento de uma viga sob grandes deslocamentos e rotagoes.

Timoshenko Como indicado na Figura 8.20, as coordenadas lagrangianas X = Xi, ¥ = Xo,
Z = X3 do ponto B e as coordenadas eulerianas * = z1, y = 9, 2 = x3 do ponto b relacionam-se
por meio de

r=X+u—Ysenf y=v+Ycosb z2=7 (8.105)

para movimentos da viga no plano XY (ou zy). Nao fizemos na Segao 8.1 nenhuma distin¢ao entre
as coordenadas lagrangianas e eulerianas porque 14 os gradientes do deslocamento eram pequenos
(veja Segao 5.1).

O teorema da decomposicao polar (veja Segao 2.9) nos assegura que o gradiente da transformagao

0X oY 0z 14+uw —Y# cosh —senf 0
dy Oy Oy
F=| 22 22 29 | = r_ve 8.106
X Y 97 v/ — Y6 senb cosf 0 ( )
0z 0z 0z 0 o
L 0X oY 07 |
pode ser decomposto na forma
F=RU (8.107)

de maneira inica, onde R é ortogonal e completamente responsavel pelo rotacao de corpo rigido, e
U é simétrica e completamente responsavel pela deformagao. Redefinimos aqui () =d()/dX.

Se Or é o angulo de rotagao de corpo rigido em torno do eixo Z, entao (veja Exemplo 2.6)
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Y,y
dx=(1+u")dX

configuracgdo inicial

dX

Figura 8.21 O segmento AC do eixo da viga na configuracdo inicial transforma-se em ac na

configuragao atual, apés deformar-se sob a hipétese de FEuler-Bernoulli.

Euler-Bernoulli Na teoria de Euler-Bernoulli a rotagao 6 da secdo transversal deixa de ser inde-
pendente dos deslocamentos u e v do eixo da viga. Essa dependéncia pode ser identificada impondo
v=0em (8.114):

/

tgh = (8.115)

1+
Geometricamente, podemos visualizar (8.115) na Figura 8.21 onde um segmento AC do eixo da viga
experimenta mudanca de comprimento e de orientacao apds deformar-se sob a hipdtese de Euler-

Bernoulli. Note que o eixo da viga tem a mesma rotagdo 6 da segao transversal e

sen@—L cos@—l;u, (8.116)
- VIF 26 - VIF 26 '

onde

Lo 2
eo:u/+§ (u” +"%). (8.117)
A derivacao de ambos os lados de (8.115) em relagao a X conduz a

o "y (1 N oI "y (1 N o
20:uv ( +12L)v I ( +u)v‘ (8.118)
cos (1+u) 1+ 2¢

Substituindo (8.116) e (8.118) em (8.114),

u'' — (1 + u/) V"
1+ 260

em =1+ 2¢—1 K= (8.119)

A consideragao de que |ey| < 1 para pequenas deformagoes e /1 + 269 ~ 1 + €y em torno de ¢g = 0
segundo a série de Taylor,

€m R €0 ke (1+u) " ="y (8.120)

cuja forma linearizada é dada em (8.6). Novozhilov (1953) e Garcia e Villaga (1999) identificam essas

mesmas relagoes (8.120) por um procedimento diferente.
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Equacgoes de equilibrio e condigoes de contorno

Na expressao (8.17) do principio dos deslocamentos virtuais devemos trocar t — X,y — Y e z — Z,

L L
5We+5m:—/ (Néem—irM(SFa—irQéfy)dX—i—/ (gx0u + gy 6v + m 56) dX
0 0

+ Fx10uy + Fxodus + Fy10v1 + Fyodvs + M 71001 + M 79605 = 0, (8.121)

enfatizando que as forgas ¢x e qy sao por unidade de comprimento da viga na configuragao inicial.

Na definicao dos esforcos

N:/O'XdA Q:/TxydA M:/O'XYdA, (8.122)
A A A

as componentes ox e Txy referem-se ao segundo tensor tensao de Piola-Kirchhoff e a drea A da

secao transversal refere-se & configuracao inicial.

Timoshenko A substituicao de

dem = cosfou’ + senov' — [(1+4u') send — v’ cos 6] 56 ok = =00’

6y = —senfou’ + cos 6v’ — [(1+u') cosd + v’ sen 6] 60 (8.123)
em (8.121), seguida de integragdo por partes para remover as derivagoes de du, dv e 6, resulta em

/L{[(NCOSGQseHG)/+qX] Su+ [(Nsen6 + Qcos6) + qy| v
’ —{M'— N [(1+) sent — v cos )]
- Q [(1+u') cos@—i—v'sen@] —m} (50} dX
+ (N cos — Qsenf + Fxi1)duy — (N cosf — Qsenf — Fxa) dusg
+ (Nsenf + Qcosf + Fyq) ovy — (N senf + Q cos @ — Fyq) dvy

— (M — Mz1) 6601 + (M + Mz) 602 = 0. (8.124)
Identificamos pelo lema fundamental do cédlculo variacional as equagoes de equilibrio
(Ncos —Qsend) +qx =0 (Nsenf + Qcosf) +qy =0
M — N [(1 + u/) sen f — 1/(:050] -Q [(1 + u’) cosf + v/sene] -m=0 (8.125)

que devem ser satisfeitas em cada ponto do dominio 0 < X < L. Identificamos também todas as

possiveis condicoes de contorno geométricas e mecanicas:

U] = Uy ou Ncost —Qsend = —Fxq

v =01 ou Nsenf + Qcost = —Fyq

91291 ou MZMZl em X =0
Uy = Us ou Ncosf — @Qsenf = Fxo
V9 = To ou Nsenf + Qcos = Fyg

0y = 05 ou M = —My, em X = L. (8.126)
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(

My = nEI/L

_~

0

)

AN

My =2xEI/L

(a) (b)

Figura 8.23 Exemplo 8.7: (a) viga com uma extremidade engastada e a outra livre, sob um momento
externo Mpy; (b) viga deformada numa semicircunferéncia (My = wFEI/L) e numa circunferéncia

(My = 2nEI/L).

Para eliminar @ de (8.138), multipliquemos a primeira dessas equagoes por cos ) e a segunda por

send,
N cos® 0 — Qsenfcosf = —P, cos b Nsen?6 + Qsenfcosf = —P, sen 6, (8.141)
adicionando em seguida as equacoes resultantes dessa operacao:
N = —P,cosf — P,senf. (8.142)

Da mesma forma, para eliminar N de (8.138), multipliquemos a primeira dessas equagoes por sen 6

e a segunda por cos 6,
Nsenfcos — Qsen? = —P, send Nsenfcosf + Qcos?§ = —P, cos ¥, (8.143)
subtraindo em seguida a primeira equagao resultante dessa operacao da segunda:
Q = P,senf — P, cos@. (8.144)

Em suma, usando apenas as equagoes de equilibrio e as condicoes de contorno mecénicas dadas

na extremidade livre identificamos
N = —P,cosf — P,senf Q = P,senf — P, cosf M' =Po' — P, (1+4).  (8.145)

Note que é facil verificar geometricamente as duas primeiras dessas equagoes. W

Exemplo 8.7 Suponha que a viga do Exemplo 8.6 esteja apenas sob o momento externo My (veja
Figura 8.23a).

Como P, = P, =0, as equagoes (8.145) reduzem-se a

N=0 Q=0 M = 0.
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P,L2EI =1

PL2EI=3

P,L*EI=10

Figura 8.24 Exemplo 8.8: (a) viga com uma extremidade engastada e a outra livre, sob uma forga

vertical externa P,; (b) viga deformada para alguns valores de P,L?/EI.

A viga deformada pode também ser tracada usando essa solucao em u e v, sabendo-se que as
coordenadas do eixo da viga deformada, segundo (8.105), sdo dadas por (z,y) = (X + u,v). Verifique,
por exemplo, que os pontos X = L/2 e X = L na configuracdo inicial passam a ter coordenadas
(x,y) = (0,L/7m) e (z,y) = (0,0), respectivamente, apés a deformagao com My = 27rEI/L (veja
Figura 8.23b). W

Exemplo 8.8 Suponha agora que a viga do Exemplo 8.6 esteja apenas sob a forga vertical P, (veja
Figura 8.24a).

Como P, =0, as equagoes (8.145) reduzem-se a
N =—P,senf @ =—P,cosb M =—-P, (1—|—u’).

Apesar de ser possivel a solu¢do analitica desse problema pela teoria de Timoshenko (Batista, 2016),

vamos aqui introduzir a simplificagdo €, = v = 0. Assim procedendo, o exemplo anterior mostra que
uw =cosf —1 v = sen#
e, consequentemente,
M' = —P, cosé.

Substituindo M = —EI¢’,
EI0" — P,cosf =0

para E1 constante. Vamos resolver, a seguir, essa equagao diferencial nao linear em que 6 é a unica
varidvel dependente.

Multipliquemos a equacao por ¢,

/! / EI 12 '
EI100" — P,0'cos0 =0 = 79 — Pysenf | =0,
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Tabela 8.2 Resultados para a viga da Figura 8.24.

P,I?/EI  —uw(L)/L  —v(L)/L By (rad)
0,2 0,00265 0,06636 0, 09964
0,4 0,01035 0, 13097 0,19715
0,6 0,02249 0,19235 0,29074
0,8 0,03817 0,24945 0, 37906
1,0 0,05643 0,30172 0,46135
2,0 0, 16064 0,49346 0,78175
3,0 0,25442 0,60326 0, 98602
4,0 0, 32894 0, 66996 1,12124
5,0 0, 38763 0,71379 1,21537
6,0 0,43459 0, 74457 1,28370
7,0 0,47293 0, 76737 1,33496
8,0 0,50483 0, 78498 1,37443
9,0 0,53183 0, 79906 1,40547
10,0 0, 55500 0,81061 1,43029

Para representar a viga deformada, precisamos conhecer os deslocamentos u e v em vérios pontos
ao longo de seu eixo. Supondo que [, tenha sido escolhido e p, 1 e o avaliados segundo o roteiro

acima, podemos identificar esses vdrios pontos e seus deslocamentos da seguinte forma:

(a) escolha um valor ¢ < v =1, < 7/2 e determine a coordenada 0 < X = X, < L correspondente,

empregando a equacao:

a [Xe B Ve di L B '
G ax= /w T & K= [Fen) - F@W);

(b) determine os deslocamentos u, e v, do ponto X = X, usando

2pL

Ue 1115 L we d
/(mz—— smww——/ . A
0 a Jy a .ty \/1—p2sen21/1

/”21@__/ de__/

W
Xe
Ou seja,
2 L _ 2L o
we= 2 (os—cosv) ~ Ko  ve= 22 [Blp) — B@p)) - X

(c) repita os dois passos anteriores, tantas vezes quantas forem necessérias, para determinar os

deslocamentos em véarios outros pontos.



Capitulo 9

Métodos dos residuos ponderados e de

Ritz

O comportamento das estruturas é descrito por equacgoes diferenciais e formulado, normalmente,
como um problema de valor de contorno e/ou inicial de dificil solu¢ao exata. Felizmente, existem
métodos para obtencao de solucoes aproximadas de problemas desse tipo. Destacamos neste capitulo
o método dos residuos ponderados e o método de Ritz.' O método dos elementos finitos ¢ uma gene-
ralizacao da aplicacao desses métodos, que serd introduzido no préximo capitulo como uma extensao

do método de Ritz.

9.1 Meétodo dos residuos ponderados

A barra indicada na Figura 9.1 tem rigidez F'A constante e estd sob uma carga senoidal distribuida,
além de uma forga aplicada na extremidade livre. O comportamento da barra é descrito pela equacao

diferencial (veja Segao 8.1)
" T
EAu +qosenf:() O0<z<L (9.1)
sujeita as condigoes de contorno
u(0) = 0 (geométrica) N(L) = P (mecénica), (9.2)

onde () =d()/dz. A solugdo exata é dada por

qoL? Tr Tx P qoL? T TP\ x
- LT L = Kk 1+ )2 .
w@) = 5Ea (Sen L I ) N7 =Ty e AR SRy I (9:3)

Vamos descrever o método dos residuos poderados, enquanto fazemos sua aplicacdo na solucao deste

problema. A escolha da carga senoidal tem o propdsito de evitar que a solucao exata seja obtida com

as aproximagoes polinomiais que adotaremos.

"Walter Ritz, fisico sufco nascido em Sitten em 1878, falecido em Gottingen em 1909.
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X
qo Sen —

Figura 9.1 Barra sob carga senoidal distribuida de amplitude gg e forca P aplicada na extremidade

livre.

Para aplicar o método dos residuos ponderados, a equacao diferencial deve antes ser escrita numa
forma integral equivalente, multiplicando (9.1) por uma fun¢ao peso W(z) e integrando o produto

no dominio:

L
/ (EAu” + go sen 7r_ac> Wdx = 0. (9.4)
0 L

Admitindo que W (z) seja uma funcao completamente arbitrdria, o lema fundamental do célculo
variacional nos assegura que as expressoes (9.1) e (9.4) equivalem-se. Perceba aqui a semelhanga
entre essa equivaléncia e a estabelecida entre G = 0 e R = 0 na Segao 7.2. A forma ponderada (9.4)
é a base do método dos residuos ponderados na solugao desse problema e a escolha de W (z) na busca
da solugao aproximada é o que distingue os diversos casos especiais do método.

A solugao aproximada u,(x) é procurada na forma

u(@) & up () = go(x) + Y cis;() (9.5)
i=1
que, em notacao matricial, escreve-se
U, = ¢g+ ¢’ c (9.6)
onde
d=1¢; ¢y - &, |" c=|e¢ ¢ - e T (9.7)

A menos que u, () seja a solugdo exata, o que seria uma mera casualidade, sua substitui¢ao direta

na equacao diferencial resultaria no residuo (erro)
R, (z) = EAu!l + gosen % (9.8)

O meétodo dos residuos ponderados procura determinar os coeficientes ¢; com a substituicido de

up () na forma ponderada (9.4),
L . L
/ (EAu;; + gosen T) Wpdz =0 = / Ry Wdz = 0, (9.9)
0 0

em que o peso é aproximado por

W(z) = Wa(z) = di¥(x). (9.10)
=1

Ou seja, o peso é aproximado por um elemento arbitrério de um espago vetorial de dimensao n (veja
Apéndice A), gerado pelas fungoes ¥;(x), de modo que (9.9) forneca n equagoes algébricas para a

determinagao dos coeficientes ¢; como segue.
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u

\
1
<
)

2t P u

e T

=
h

Figura 9.2 Exemplo 9.1: solucao exata u e solugoes aproximadas u; e ug obtidas pelo método de

Galerkin.

P
Po(z) = AT
ug(z) = %x +cx (2L — x) + cox (3L2 - 562) = ¢1(z) =z (2L — ) ¢ = Zl
2
\ ¢o(z) =z (3L? — 2?)

Sabendo-se que

T b1 ’
o
obtemos de (9.20)
4
5% 3| tm
k= BAL? ) T L
oL 2L Tl e (1 + —2)
2 )

A simetria de k decorre do fato de

/0 ’ o' de = \P¢’T|0L — /O : T de = — /0 : R - ( /0 ’ ¢’¢’de)

em (9.20) para ¥ = ¢. A solucao de

T

4
4 5L a4
ke—f = paALd| ° 2 @l _ ol
2
5L 24L ¢ ™ 2L<1+3>
2 5

o [ B3TEA 5< 12)

conduz & segunda aproximacao

P 4 21 1 12
ug () + D0 (——1>x(2L—$)+7r0i<1——)x(3L2—x2)

~EA" 3rEA \ 72 2

_q@Ll? [4 /21 x 10 /12 x2 P x
_7T2E'A|:3<7T ”)(2 L) 9<7r ”)(3 ) Tl | T

A solugao exata (9.3) e as solugoes aproximadas uj e ug estdo representadas graficamente na

Figura 9.2 para P/qyL = —0,1. Os erros (9.30) associados a uj e ug sao, respectivamente,
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u
qoL?/m*EA up = up
2t s
~ 1
7 1
7 1
s :
/ 1
/4 1
7 P/qOL: _0,1 :
1

x/L

Figura 9.3 Exemplo 9.2: solugao exata u e solugoes aproximadas u; = uy obtidas pelo método dos

minimos quadrados.

Sabendo-se que

ORy
861 1
U= = —2EA ,
ORy 3w
862
obtemos de (9.20)
2 3L 2q0EAL | 2
k = —2(EA?L . it
3L 6L? 7T 3L

A simetria de k decorre do fato de

L L L T
/ ‘P¢//Td:r — / EA¢//¢//Td:L' — </ EA¢//¢//Td$>
0 0

0
em (9.20) para ¥ = FA@¢". A solugdo de

2 3L || 2
ke=f = —2(EA)’L vl ZwPAL
3L 6L% | | e i 3L
co TEA 0

mostra que a contribuicdo de ¢,(z) € rejeitada ao ser mantido o mesmo valor de ¢; com ¢z = 0. Ou
seja, a inclusao desse termo extra nao ajuda a melhorar a solucao segundo o método dos minimos
quadrados.

A solugao exata (9.3) e as solugbes aproximadas u; = ug estdo representadas graficamente na

Figura 9.3 para P/qoL = —0,1. O erro (9.30) associado a u; = ug é

ep=e2="7,31%. N

Método da colocagao

No método da colocagao a equagao diferencial é forgada a ser satisfeita em pontos predefinidos (pontos
de colocagao):

Ro(z:) =0 i=1,2, ..., n (9.34)
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u
2 /.2
qoL~/n"EA -
s
3 L

//’—_—\\.l/l

- |

7 1

7 1

7 :

/7 1

7 |

A Plgol = — 0,1 |

7 :

1 x/L

Figura 9.4 Exemplo 9.3: solucao exata u e solucoes aproximadas u; e ug obtidas pelo método da

colocagao.

Apesar de ¢y ser nulo, uy ¢é diferente de u; porque ha mudanca nos pontos de colocacéo, alterando
c1. Note que a matriz [k] nao é simétrica.
A solugao exata (9.3) e as solugoes aproximadas uj e ug estdo representadas graficamente na

Figura 9.4 para P/qyL = —0,1. Os erros (9.30) associados a uj e ug sao, respectivamente,

e1 = 64,98% ea =38,96%. N

Meétodo de Petrov-Galerkin

O método de Petrov”-Galerkin é uma variante do método de (Bubnov-) Galerkin no qual alguns ou
todos ¥; diferem de ¢;. Por defini¢ao, continuaremos a denominar método dos minimos quadrados

quando ¥; = OR,,/Jc; e método da colocagao quando ¥; = 6(x — z;).

Exemplo 9.4 Refaca o Exemplo 9.1 pelo método de Petrov-Galerkin.

De (9.23),
P
p Po(z) = FA”
ui(z) = ﬂ:chclsc(ﬂL—:r) = ¢ =
¢1(z) =z (2L — )
Escolhendo
U=z = v = ‘111,
temos de (9.20) que
qoL?
k = EAL? f= :
T
A solucao de
ke=f = FEAL% :qO—L2 = = 1
! m YT TEA

"Georgii Ivanovich Petrov, engenheiro russo nascido em Pinega em 1912, falecido em Moscou em 1987.
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conduz & primeira aproximagao

_ P 4o _ qoL? T P z
m@) =gt rpa” Bl =9 = gy [ (2-7) %—L} A
De (9.26),
( P
Po(x) = A

_r 2 .2 )
ug(m)—ﬂx+clm(2L—x)+02x(3L —2%) = ¢y (x) =z (2L — 2) ¢ = !
2

¢o(x) = (3L — 2?)

Escolhendo
2 vy
\Ifl = \IJQ =X = v = ,
Wy
temos de (9.20) que
1 2L 9 1
k = EAL® g oL
2L 32 L
3 2 2
Note que a matriz k ndo é simétrica. A solugao de
1 2L 1
c 12
ke=f = EAL’ ) Pl .
S Y I RN
3 2 T
2
el g 3 (16 - )
- mEA) 2
C2 " = (2 - 12)

conduz & segunda aproximagao

P 2
ug(z) = A% + ng)A (16 — 7r2) x(2L —z) + 7T3Eqi1L (7T2 -12)z (3L2 - :c2)

_ qlL? [3 2 x 2, 4 z? Pl z
_7T2EA [;(167‘()(25>+;(ﬂ' *12) <3ﬁ +(]0—L z

A solugao exata (9.3) e as solugoes aproximadas u; e ug estdo representadas graficamente na

Figura 9.5 para P/qoL = —0, 1. Os erros (9.30) associados a u; e uy sdo, respectivamente,

€1 = 7, 34% €y = 2, 96%. |

9.2 Meétodo de Ritz

O método parece ter sido pioneiramente usado por Rayleigh® em torno de 1870 e generalizado por

Ritz em torno de 1909. H& quem o chame de “método de Rayleigh-Ritz”, assim como hd quem

8 John William Strutt, Lord Rayleigh, fisico inglés nascido em Langford Grove em 1842, falecido em Witham em

1919.
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u
qoL?/m*EA u_ M
2t i :
7 :
7 |
7 P/qoL= —0,1 !

1 x/L

Figura 9.5 Exemplo 9.4: solucao exata u e solugoes aproximadas u; e ug obtidas pelo método de

Petrov-Galerkin.

defenda que justo seria denominé-lo unicamente “método de Ritz” (Leissa, 2005). Vamos descrever
o método, enquanto fazemos sua aplicagdo na solugdo do problema da barra indicada na Figura 9.1.

Para aplicar o método de Ritz, a equacao diferencial deve antes ser escrita numa forma inte-
gral equivalente, com reduzida ordem de derivagao e contendo a condi¢ao de contorno mecénica.

Mostremos os trés passos a serem seguidos para a obtengao dessa forma integral.

e Passo 1: o primeiro passo consiste em multiplicar (9.1) por uma fungdo peso completamente

arbitrédria e integrar o produto no dominio, exatamente como em (9.4):

L
/ (EAu" + go sen W—x) Wdz = 0. (9.37)
0 L

e Passo 2: no segundo passo, fazemos um balango entre a ordem de derivagao de u e W usando

integracao por partes. Substituindo
L L . L I L
/ "W dz :/ (W'W)' da / u'W'dz = u'W!O / o' W'dz (9.38)
0 0 0 0

em (9.37), obtemos

T

L
/ (—EAu’W’ + dosen W) dz + BEAUW|E = 0. (9.39)
0

Observe nesta passagem que W é suposto diferencidvel pelo menos uma vez, o que nao era
necessario ao método dos residuos ponderados. Um ponto importante no segundo passo é a
identificacao das condicGes de contorno essenciais e naturais do problema, no que diz respeito a
forma integral procurada. Esse conceito foi introduzido no Capitulo 6 e usado em outras partes
do texto, mas sempre no Ambito variacional. Vale a pena repeti-lo devido & presenca do peso
W. O termo EAu'W|{ ¢ constituido de duas partes: W e seu coeficiente EAu'. A varigvel
dependente u, expressa na mesma forma como estd o peso W no termo de contorno (no caso, o
peso estd na forma da func¢ao em si, ndo de suas derivadas), é chamada varidvel priméria e sua
especificagao (no caso, especificagao de u) serd a condi¢do de contorno essencial; o coeficiente

de W ¢é a varidvel secunddria e sua especificagdo (especificagdo de EAu') serd a condigao de
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N
qoL/m?
L 6 &
qoL? | n* EA [J2 T
— N\
u (4
2 7 uj E = - 0,1
P/goL=—0,1 :
1 x/L \\<1ML
(a) — 2t (b)

Figura 9.6 Exemplo 9.5: (a) solucdo exata u e solugoes aproximadas u; e ug = ug obtidas pelo
método de Ritz; (b) solugao exata N e solugoes aproximadas N1 e Na = N3 obtidas pelo método de

Ritz.

O fato de ser a forca normal obtida por meio da derivada de um deslocamento que é aproximado

explica sua convergéncia mais lenta:

L L
/(NlN)2dx /(N2N)2dx
0 0

L L
/ N2dx / N2dz
0 0

As solugoes exata e aproximadas estao representadas graficamente na Figura 9.6b para P/qoL = —0, 1

= 71,78% = 8, 63%.

(veja Problemas 9.15 e 9.16 para um tratamento de N independente de u).

Para ilustrar melhor a causa da imprecisao da forca normal, consideremos a funcao g = e* e sua
aproximacao em série de Taylor g1 = 1+ z. As duas fungdes g e g1 s@o bem préximas uma da outra
no dominio 0 < z < 0,1, digamos. No entanto, as primeiras derivadas ¢’ = e e ¢; = 1 sdo bem
diferentes e as segundas derivadas ¢ = e® e gf = 0 mais ainda. A cada derivagdo um termo da série
de Taylor é truncado, reduzindo assim a precisao de uma derivada em relagao & derivada anterior.
De uma maneira geral, é familiar aos que lidam com a forma tradicional do método dos elementos
finitos que um campo de deformagao (e de tensao) é menos preciso do que o campo de deslocamento

aproximado do qual se deriva. W

Comentdrios 9.2:
e Nos exemplos apresentados recorremos a trés maneiras diferentes, mas matematicamente equi-
valentes, de expressar o mesmo problema: (a) a equagao diferencial (9.1) sujeita as condigoes
de contorno (9.2); (b) a forma ponderada (9.4) sujeita as condigbes de contorno (9.2); (c) a
forma fraca (9.41) sujeita a condigao de contorno u(0) = 0.
A maneira dada em (c) “enfraquece” a ordem de continuidade exigida por u, se comparada com

a maneira dada em (a) ou (b), pois (9.41) requer u apenas uma vez diferencidvel, enquanto
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L |
X
(a)
2 v
qoL*/ EA qoL
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Figura 9.7 Exemplo 9.6: (a) barra sob carga uniformemente distribuida go; (b) solugoes exatas w,

N e solugoes aproximadas uq, ug, N1, No obtidas pelo método de Ritz.

e b comum na literatura empregar o nome “método de Galerkin” a casos em que o nome deveria

ser “método de Ritz”.

Exemplo 9.6 Refaca o Exemplo 9.5, supondo P = 0 e que a carga distribuida seja constante e
igual a ¢ (veja Figura 9.7a).

O comportamento da barra é descrito pela equagao diferencial
EAY 4+ qy=0 O<z<L
sujeita as condigoes de contorno
u(0) = 0 (geométrica) N(L) =0 (mecéanica).

A solucao exata é

- 253

e a forga normal tem distribuicao
N(z)=FEAu =qy (L — ).
As equagdes (9.46) e (9.47) escrevem-se

ke

I
._.,

L L
k= / EA¢ ¢ dx f= / (09 — EA¢L¢) dx.
0 0
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0
y > P
%>C r ol
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PL/EA
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1 x/L
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Figura 9.8 Exemplo 9.7: (a) barra sob forcas @ e P aplicadas em x = L/2 e x = L, respectivamente;

(b) solucoes exatas u, N e solugbes aproximadas uy, u2, N1, N2 obtidas pelo método de Ritz.

inalterado porque todos os coeficientes adicionais serao identificados como nulos e os coeficientes ja

existentes permanecerao inalterados. W

Exemplo 9.7 Refaga o Exemplo 9.5, supondo que a carga distribuida seja substituida pela carga
concentrada () indicada na Figura 9.8a.

Neste exemplo a carga distribuida ¢(x), que aparece na equagao diferencial
EAU +q¢=0,
degenera-se na carga concentrada (). As condigoes de contorno sao
u(0) = 0 (geométrica) N(L) = P (mecénica)

e a solucao exata é dada por

1 L
_ < r<Z
o EA(P+Q)56 0_:0_2
u\xr) =
1 [QL L
- —<z<
EA 2+Pw> z_x_L
ou Q I
X
Zl1+ = <r<Z
u o L<+P> Osrsy
PL/EA" ) o I
A Z <<
2p T T g sestl

A forca normal tem distribuigao
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Figura 9.9 (a) Os sete primeiros elementos do conjunto {¢,;} de polindmios simples; (b) os quatro

primeiros elementos do conjunto {g;} de polindomios ortogonais.

A solucao exata u e as solugOes aproximadas uj e ug estao representadas graficamente na Figura

9.8b para @@/ P = 10. Os erros (9.30) associados a u; e ua sdo, respectivamente,
e1 = 31,07% e = 4,91%.

O erro cometido poderéd ser reduzido com a inclusao de mais fungoes ¢;. No entanto, jamais a solucao
exata serd fielmente reproduzida, pelo menos com um nimero finito de fungoes, visto que u(z) é dada
por duas fungoes distintas, uma valida em 0 < z < L/2 e outra em L/2 <z < L. A simples troca da
carga uniformemente distribuida gy, usada no Exemplo 9.6, pela carga concentrada () foi suficiente
para a nova solu¢ao do problema deixar de pertencer ao espago gerado por ¢; = x/L, ¢y = (z/ L)Q,
o5 = (x/ L)3, ety @, = (x/L)", com um nimero finito de fung¢des. O préximo capitulo mostra como
contornar essa dificuldade usando o método dos elementos finitos.

As distribuigoes da forca normal obtida na primeira e segunda aproximagoes sao dadas por

4P+ 5 3
N1($):EAU/1:P+% N2($):EAU/2:%Qf£IL’

e estao representadas graficamente Figura 9.8b. Os erros associados a N1 e Na sdo, respectivamente,

L
/ (Ny — N)? dz:
0

L
/ N2dzg
0

L
/ (N, — N)?dz
0

L
/ N2dx
0

A base de polinémios simples

= 64,02% —32,01%. MW

No método de Ritz, a solugdo exata (9.3) nao pertence ao espaco gerado pelo conjunto {¢;} de
polinémios simples adotado: ¢, = /L, ¢y = (x/L)?, ¢3 = (x/L)*, ..., ¢, = (x/L)". E de se esperar
que aproximagoOes mais precisas sejam obtidas com o aumento da dimensao n do espago (inclusao de
mais elementos ¢;). Surge, no entanto, uma dificuldade numérica com o uso desse conjunto ao se
incluir mais elementos, que pode ser entendida analisando a representacao grafica dos sete primeiros

elementos de {¢;} na Figura 9.9a.
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Figura 9.10 Espacos das solucoes aproximadas u; e exata u.

serd de melhor qualidade. A figura também enfatiza que a solucao exata serd identificada se o espago
de busca a contiver.

Na resolugao dos exemplos e dos problemas propostos neste capitulo, recomendamos o uso de
um manipulador algébrico do tipo MATHEMATICA (Wolfram, 2003). Uma limitagao séria dos
métodos apresentados estd na escolha de uma tunica funcdo para aproximar a solucdo em todo o
dominio, satisfazendo a priori todas as condigoes de contorno (método dos residuos ponderados) ou
parte delas (método de Ritz). Como consequéncia, deparamos com as seguintes dificuldades: (a) a
convergéncia para a solu¢ao exata usando uma base {¢,} com um nimero finito de elementos pode
ser impossivel; (b) a mudanca de uma simples condi¢do de contorno pode significar para o usuério
o recomego de todo o processo; (c¢) o problema pode ser suscetivel a mau condicionamento; (d)
um dominio irregular pode inviabilizar a solugdo pela impossibilidade de se identificar aproximagoes
que satisfacam as condicoes de contorno. Mostraremos no préximo capitulo como contornar essas

dificuldades pelo método dos elementos finitos.

Problemas

9.1 Mostre que a forma fraca (9.41) equivale a
equagao diferencial (9.1) e & condicdo de con-

torno mecénica N(L) = P.

9.2 Mostre que a forma fraca (9.41) atribui os
pesos du(z) & equagao diferencial (9.1) e du(L)

a condigao de contorno mecéanica N(L) = P.

9.3 Mostre que os métodos de Ritz e de
Galerkin conduzem ao mesmo sistema de
equacoes kc = f e, portanto, aos mesmos co-
eficientes ¢;, quando uma mesma fungao uy,(z)
usada no método de Galerkin é também usada

no método de Ritz com W,, = du,,.

9.4 Verifique que as matrizes k e f obtidas

pelo método de Galerkin no Exemplo 9.1 com o

polinémio ctibico (9.26) permanecem inaltera-
das se essa mesma aproximagao for empregada

com o método de Ritz.

9.5 Na solugao do Exemplo 9.7 pelo método de

Galerkin, determine:

(a) as fungbes ¢g(x) e ¢1(x), sabendo-se que
ui(z) = ¢o(x) + c1¢1(x) é a aproximagao

polinomial mais simples;
(b) o coeficiente c;.

9.6 Na busca de uma solugao aproximada pelo

método de Ritz usando

ug(x) = 01% + ¢y (%)2



Capitulo 10

Método dos elementos finitos

Na prética, sao vérias as dificuldades encontradas na aplicacdo dos métodos dos residuos ponderados

e de Ritz na forma exposta no capitulo anterior:

(1)

(2)

é uma tarefa dificil, se ndo impossivel, conseguir aproximacoes que satisfagam as condig¢oes de

contorno quando o dominio tem geometria irregular;

mudar as condigdes de contorno ou a geometria do dominio pode significar uma mudanga com-
pleta na aproximagao adotada, ndo havendo uma escolha sistemdtica da base {¢,;}. Qualquer
implementacao computacional desses métodos é normalmente limitada & solugao de um proble-

ma bem especifico;

adicionar termos & aproximagao implica integracoes mais trabalhosas e, muitas vezes, um pro-

blema mal condicionado;

h& casos em que a solucao exata do problema nao é dada por uma tnica fungao, vdlida em todo

o dominio. Percebemos claramente essa situacdo na solucao da equagao diferencial
au” + f(x) =0, (10.1)

onde () =d()/dz, quando o coeficiente a ou a funcao f(x) sio definidos de maneira diferente

em trechos distintos do dominio;

uma solu¢ao poderia ser melhorada modificando a aproximacao apenas nas regioes do dominio
onde se faz necessdria, como, por exemplo, onde ocorre variacdo brusca da solucdo. O uso de
novas aproximacoes que se estendem desnecessariamente por todo o dominio, como fazem os

métodos dos residuos ponderados e de Ritz, poderia assim ser evitado;

os coeficientes ¢; ndao tém significado fisico. Isso ndo se constitui, a rigor, numa dificuldade,
mas apenas em algo que pode ser indesejavel. Existem algumas formulacoes do método dos

elementos finitos que também recorrem a coeficientes ¢; sem significado fisico.

O método dos elementos finitos mantém os conceitos do método dos residuos ponderados ou de

Ritz, porém incorpora estratégias com relagao a escolha da base {¢;} de maneira a contornar as difi-
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Figura 10.1 A fungdo u(x) é aproximada por trechos lineares.

culdades acima. A principal dessas estratégias é dividir o dominio em trechos menores e usar aproxi-
magoes simples em cada trecho, normalmente polinémios algébricos de baixa ordem, contrapondo ao
uso tradicional de aproximagoes complexas para todo o dominio. Cada trecho é um elemento finito.
A Figura 10.1 ilustra a situagao, ao aproximar a solu¢ao (nao linear em z) de um problema por meio
de aproximagoes lineares da solucao dentro de cada elemento (dominio dividido em seis elementos).
A aproximagdo em todo o dominio melhora com o aumento do nimero de elementos. O método
dos elementos finitos impoe certas limitagoes a continuidade da aproximagao ou de algumas de suas
derivadas dentro de cada elemento e entre elementos adjacentes, de modo que uma aproximagao linear
dentro do elemento, dependendo do problema, pode ser rejeitada pelo método. Sao limitagdes do
préprio método dos resfiduos poderados ou de Ritz ao ser aplicado por trechos e que serao devidamente
esclarecidas.

Neste capitulo o método dos elementos finitos ¢ apresentado na sua forma tradicional: (a) como
uma extensao do método de Ritz, para se beneficiar da simplicidade da aproximacao, em termos de
continuidade, dentro de cada elemento e entre elementos adjacentes; (b) com aproximagoes idénticas
para todos os elemento (se num elemento a aproximagao é linear, ela serd também linear para os
demais elementos); (¢) com uma melhor aproximacao advinda da divisdo do dominio em um nmimero
maior de elementos; (d) com todos os coeficientes ¢; tendo significado fisico. Problemas lineares

simples unidimensionais da mecanica das estruturas serao empregados para ilustrar o método.

10.1 Aproximacao por trechos

Mostremos como modificar a forma fraca de um problema de modo a viabilizar, pelo método de Ritz,

o uso de aproximagoes por trechos (elementos) em vez de uma unica aproximagao em todo o dominio.

Exemplo 10.1 Use o método de Ritz para analisar a estrutura da Figura 9.8a, aproximando o
deslocamento nas duas metades da barra separadamente.

O comportamento da barra é descrito por

N +¢q.=0 equacdo de equilibrio N = FAe,, equagao constitutiva

em =1 relagdo deformagao-deslocamento (10.2)
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4 P
= — >
L | L
2 ! 2 !
X
rh trecho 1 rl % trecho 2 i?
| L | | L |
I 2 I I 2 I
Q
—_—
1 ¢ 2
T'x2 Tx1

“trecho pontual”

Figura 10.2 Exemplo 10.1: barra com suas duas metades (trecho 1 e trecho 2) e juncao entre elas

(trecho “pontual”) em diagrama de corpo livre.

L
- / EAJ6u'dx + Q(Su(g) + Pou(L)=0 (10.13)
0

sujeita & condigao de contorno

u(0) = 0. (10.14)

Analisando (10.11), percebemos que a solucao u(z) ¢ dada por uma tnica fun¢do nos trechos em
que F, A e ¢, sao, simultaneamente, também dados por uma tnica funcio. No caso deste exemplo,
E A é constante ao longo de toda a barra, mas o carregamento varia da seguinte forma: g, = 0 em
0 < z < L/2 (indicado por trecho 1 na Figura 10.2); depois degenera-se numa carga concentrada
Q@ em x = L/2 (indicado por “trecho pontual”); em seguida volta a ser ¢, = 0 em L/2 < x < L
(indicado por trecho 2). Ou seja, o carregamento é descontinuo (veja a quarta dificuldade mencionada
na pagina 251). Por ser FA constante e ¢, = 0 no trecho 1, podemos antecipar que a solu¢ao u(zx)
é um polinémio de primeiro grau. Pelo mesmo motivo, a solu¢do u(z) é também um polindémio de
primeiro grau no trecho 2. Sao dois polinémios distintos por causa da presenga do “trecho pontual”,
sob a agao de @), entre os trechos 1 e 2. Um diagrama de corpo livre para cada trecho da barra
(trecho com todas as forgas que nele atuam) ¢ mostrado na Figura 10.2, onde 7, e rl, sdo as reagoes
nas extremidades esquerda e direita do trecho 1 e 72, é a reagdo na extremidade esquerda do trecho
2.

Se a forma fraca (10.13) for usada para aplicar o método de Ritz convencional, o erro cometido pela
solugao aproximada poderia ser reduzido com a inclusao de mais elementos do conjunto {¢;} (aumento
do espago de busca da solugdo). No entanto, jamais a solugao exata seria fielmente reproduzida, pelo
menos com uma base de dimensao finita, visto que u(x) é dada por duas fungoes distintas: uma
denominada u;(x) vélida em 0 < z < L/2 e a outra denominada us(z) vdlida em L/2 < x < L (veja

Exemplo 9.7). Podemos modificar a forma fraca para levar em conta essa peculiaridade, ou seja, a
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i i
dx
=e =14
Ty ~ ~ ~ )
L |
¢ I
X

Figura 10.3 Elemento de barra “e” num diagrama de corpo livre.

Por ser numericamente estdvel e de facil aplicagao, o método logo se torna objeto de vasta
pesquisa, aparecendo num grande nimero de artigos e livros. Uma bibliografia de 1991 (Noor,
1991), por exemplo, ja listava aproximadamente 400 livros sobre o assunto. O avango tecnolégico
dos equipamentos computacionais foi fundamental para o desenvolvimento do método. E impossivel
hoje imaginar a prética da engenharia de estruturas sem o seu suporte. Em muitos casos, é ele a
unica ferramenta capaz de oferecer uma solugao confidvel. Nao é por acaso que se tornou disciplina

obrigatdria nos curriculos das melhores universidades do mundo.

10.3 Elemento de barra

E indiferente dizer que um elemento de barra deriva-se da teoria de vigas de Euler-Bernoulli ou de
Timoshenko, uma vez que u(x), €, (x) e N(x) s@o as unicas incégnitas sob andlise. Nao hd, assim,
envolvimento de flexdo nem de torcao. O elemento mais simples de barra serd aqui desenvolvido.

A Figura 10.3 mostra um elemento finito “€” num diagrama de corpo livre. O principio dos

deslocamentos virtuais é dado por

Le Le
- N e dz + / qz0udT + 750U + Togous = 0 (10.30)
0 0

ou, introduzindo a equacao constitutiva e a relagao deformagcao-deslocamento,
L. Le
- / EAW 6u'dx + / quOu dT + 75,0U5 + T5e0us = 0. (10.31)
0 0

Denotamos por L. o comprimento do elemento, Z sua coordenada local (0 < T < L. ), uf e u§ os
deslocamentos nas extremidades do elemento, 75, e 7%, as reacoes nas suas extremidades. O traco
sobre uf, 7¢;, etc., é para enfatizar que as quantidades referem-se ao eixo .

Partir de um diagrama de corpo livre tem a vantagem de o problema ser descrito, em nivel do
elemento, unicamente pela forma fraca (10.31) com todas as reacoes nodais 7¢; possiveis, sem ne-
nhuma condigao de contorno essencial com que se preocupar. No entanto, a aproximagao de u(Z) a
ser adotada deve permitir que esse elemento “livre” possa satisfazer qualquer condicdo de contorno
essencial em suas extremidades. E uma propriedade importante na conexao do elemento aos demais,
inclusive aos apoios, para recompor toda a estrutura. Esse procedimento dispensa explicitar a forma,

fraca modificada da estrutura, como fizemos no Exemplo 10.1, focando-se tdo somente num unico

elemento.
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uidi(x) + uz$3(x)

(a) (b)

Figura 10.4 Elemento de barra: (a) fungoes ¢ e ¢5 da base local; (b) aproximagao linear u§¢{(z)+

u$¢5(x) conferida pelo elemento.

Admitindo que du§ e du§ sejam arbitrarios e independentes,

—e _ —e L —e _ =€ L
BA(L2M) p e (g —pA (2N e g (10.38)
Le 2 Le 2
FEA 1 -1 u L 1 7
1 _ Qelie + zl ) (1039)
Le | -1 1 i 2 11 ™y
Esta equagao é uma forma discretizada da equacao diferencial
EAY" +q. =0 0<Z<Le (10.40)
e das condicoes de contorno
N(0) = —r5; se uf for desconhecido N(Le) =75, se us for desconhecido.  (10.41)
Numa forma compacta, a equagdo do elemento (10.39) escreve-se
kd=p+rt (10.42)

|

onde k é a matriz de rigidez do elemento, d é o vetor dos deslocamentos nodais (valores nodais da

varidgvel primaria), f = p + T ¢ o vetor das forcas nodais definidos por

_ ga| 1 41 , s ol |1 7
k= d={ ! f= e IS (10.43)
Le | -1 1 5 2 11 7l
P r

Observe que (10.42) representa o equilibrio em cada né do elemento. O vetor f é constituido pelo

vetor das for¢as nodais equivalentes p (equivalentes a carga g, aplicada no elemento) e pelo vetor
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gL, qxL,

2
= > >

Figura 10.5 Com relagao a carga ¢, uniformemente distribuida, as duas forcas nodais ¢, L. /2 sao

equivalentes tanto no trabalho que realizam como em termos estéticos.

das reagoes nodais T (valores nodais da varidvel secunddria). O vetor —kd contém as forgas internas
nodais de origem eldstica induzidas pelo deslocamento.
Além de ser estaticamente equivalente & carga ¢, uniformemente distribuida aplicada no elemento

(veja Figura 10.5), o vetor

L 1
p = Jaze (10.44)
2 11
é também equivalente no trabalho & carga q:
Le
plod = / ¢zou dz. (10.45)
0

Exemplo 10.2 Refaga o Exemplo 10.1 usando o elemento finito (10.39).

Vamos dividir a barra em dois elementos, como indicado na Figura 10.6. O deslocamento global
D; de um né da estrutura coincide com o deslocamento local 4§ do elemento que ali se conecta. A
reacio de apoio é indicada por R. E comum chamar de malha um dado arranjo de elementos com o

qual dividimos o dominio do problema.

Elemento 1: como nao existe carga externa aplicada ao elemento 1, entdo p = 0. A equagao (10.42)

escreve-se
L 1 =1 e i
kd=f = f—/é 1 — fl
-1 1 il Ly

Para melhor visualizar o posicionamento do elemento na estrutura e sua conexao ao elemento
vizinho, vamos reescrever a equacao do elemento em termos de todos os deslocamentos nodais D; da

estrutura, adicionando linhas e colunas nulas onde forem necessédrias. Sabendo-se que

ﬂ% =D ﬂ% = Do,
entao
1 -10 Dy =
£A iy
)2 -1 1 0 Dy ¢ =1 7L,
0 0 0 Dj 0

Elemento 2: de maneira andloga ao elemento 1, escrevemos para o elemento 2

EA 1 -1 u? 72
L2 | 1 1 3 2

22
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>
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D, D2 D 3
’——’ elemento 1 ’——’ elemento 2 ’—_*
@ @  J
no 1 no 2 no 3
L elemento 1 7l 72 elemento 2 2,
| L | | L |
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—_— —_—
""" - - D . °
R o1 2 pe2 T 2 no3
(b)

Figura 10.6 Exemplo 10.2: (a) geometria da barra e carregamento; (b) discretizacao da barra em

dois elementos, e elementos e nés em diagrama de corpo livre.

Sabendo-se que

ﬂ% = Do ﬂ% = Ds,
entao
0 0 0 D1 0
EA B
L2 0o 1 -1 Do = T
0 -1 1 Ds 72,

A soma das equacgoes dos dois elementos resulta em

1 -1 0 Dy )

EA 5 72

L2 -1 1+1 -1 Dy 0= T tTa1 (>
0o -1 1 Dj T2

onde grifamos com um e dois tracos, respectivamente, as contribuicées dos elementos 1 e 2 na matriz
de rigidez. A continuidade da varidvel priméria (deslocamento ) entre os dois elementos é imposta
ao considerar que 43 = @2 = Ds. Observe como a troca de ¢; por ¢ em (10.34) facilita essa operagio.

Podemos agora impor as condicoes de equilibrio dos nés,
1 -1 2 _
Tzl_R Tx2+rz1_Q TzQ_Pv

para obter
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) 40
| L |
(a)
D D, Ds
elemento 1 elemento 2
@ @  J
no 1 no 2 no3
elemento 1 elemento 2
-1 40 —1 -2 q0 )
T'x1 - - - - I'x2 xl - - - - 2
| L | | L |
I 2 I I ) I
----- - 1 1 ° 2 2 ¢
R w1 T 2 o2 2 063
(b)

Figura 10.7 Exemplo 10.3: (a) geometria da barra e carregamento; (b) discretizacdo da barra em

dois elementos, e elementos e nés em diagrama de corpo livre.

2 —N(0) —FE AW (0)

=2 - L B L

N(Z) EA(3) 1
Se a estrutura fosse dividida em um nmimero maior de elementos, ou seja, se houvesse um refi-

namento no modelo de elementos finitos, nenhuma mudanga ocorreria nos resultados jé obtidos (as

novas malhas deveriam manter ) como carga nodal). Isto se deve ao fato de a aproximacao linear

adotada para o campo de deslocamento em cada elemento reproduzir a solucao exata (10.28), uma

vez que ¢z = 0. W

Exemplo 10.3 Refaga o Exemplo 10.2, supondo que a estrutura esteja sob uma carga ¢, = qq
uniformemente distribuida (veja Figura 10.7).

A solugao exata do problema é dada por (veja Exemplo 9.6)

u(m):%(L—g) N(z)=EAd =qo (L — ).

A barra dividida em dois elementos, como no Exemplo 10.2, estd indicada na Figura 10.7.

Elemento 1: a equacao (10.39) escreve-se
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u N
qoL*/EA gL
0,5} —— 1
/S A
/ 1 1
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Figura 10.8 Exemplo 10.3: distribuigdo do deslocamento e da for¢a normal.

Base global

A Figura 10.9 traz a barra dividida em dois elementos, como usada nos Exemplos 10.2 e 10.3, com
o campo de deslocamento representado na base local {¢f, ¢5} de cada elemento.
Considerando a relacao que existe entre os deslocamentos locais u{ e globais D;, e entre as
coordenadas local Z e global z, escrevemos
D11 + D265 <z<

u(z) = (10.46)
D2¢% + Ds¢3 <z <L

()
2o |

o |

(1P}

Como uma fungao ¢§ (i = 1,2) s6 nao é nula dentro do elemento “e”, podemos adicionar as duas

expressoes acima para obter uma tinica expressao dada por

u(z) = (D1¢} + Dagh) + (Dag? + D3¢3) = Di¢} + Do (43 + 63) + D3¢
= D16y + Dachy + D33 = ¢' D (10.47)
onde

o3} Dy

o3 Ds

L) x € elemento 1 () x € elemento 1
0 x € elemento 2 2(x) x € elemento 2

0 x € elemento 1
P(w) = (10.49)
¢3(x) x € elemento 2.
Sem levar em conta as condi¢oes de contorno, a busca do deslocamento u(z) em toda a barra se

d4 num espago vetorial de dimensao 3 gerado pela base global {1, s, P35} (veja Figura 10.10). Se

localmente as fungoes ¢f e ¢5 interpolam os valores nodais u§ e u§ para fornecer o deslocamento em
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D, Dy Ds
’—_’ elemento 1 ’——’ elemento 2 ’—_’
@ @ @
no 1 no 2 no 3
X

A1} (X) + i13¢3(%)

it565(%)

i3 = D3

noé 1 elemento 1 no 2 no6 2 elemento 2 no 3

D |
2|

Figura 10.9 Barra dividida em dois elementos, com o campo de deslocamento representado na base

local {9, ¢5} de cada elemento.

qualquer ponto do elemento “e”, globalmente as funcoes ¢, ¢, € ¢5 interpolam os valores nodais Dy,
Dy e D3 para fornecer o deslocamento em qualquer ponto da barra.

A Figura 10.11 mostra as n fungoes ¢,(x) da base global, caso a barra seja dividida em n — 1
elementos, num total de n nés. Perceba que uma funcao ¢; da base s6 nao é ortogonal as fungoes
adjacentes ¢; 1 e ¢; 1. Ou seja, a aproximagao por elementos finitos conduz a uma base préxima
de ser ortogonal, inclusive em suas derivadas, o que explica o bom condicionamento da equagao
da estrutura se comparada com o método de Ritz convencional. Além disso, adicionar elementos
nao implica integragoes mais trabalhosas (veja a terceira dificuldade mencionada na pagina 251).
Uma consequéncia préatica importante do uso dessa base é que a matriz de rigidez gerada é esparsa,
podendo ser armazenada e tratada com eficiéncia computacional (Pissanetsky, 1984). Assim, ao
dividir o dominio em trechos e fazer aproximagoes do deslocamento nesses trechos, o método dos

elementos finitos constréi para todo o dominio bases “quase ortogonais”.

Comentdrios 10.1:

e O polinémio completo escolhido para aproximar o deslocamento deve ser tal que: (a) o deslo-
camento seja continuo dentro do elemento até, pelo menos, a derivacao de ordem mais elevada
presente na forma fraca; (b) o deslocamento, por ter sido identificado como varidvel primaria,
seja continuo entre elementos adjacentes. Com relagdo a essa continuidade, é instrutivo con-

sultar o elemento de viga de Euler-Bernoulli apresentado na Segao 10.4.

e A conexao dos elementos para recompor a estrutura é feita de maneira sistematica e se baseia:
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D16 (x) + D2¢s(x) + D33 (x)

D¢, (x)
Dy (x) \ ) D3¢3(x)

-

D, Ds
no 1 no 2 noé 3
L L

2 ! 2 !
X
¢
® °
¢y
!l
°

Figura 10.10 Barra dividida em dois elementos, com o campo de deslocamento representado na

base global {¢, ¢y, P3}.

(a) na continuidade do deslocamento entre elementos adjacentes (restrigdo sobre a varidvel

primdria); (b) no equilibrio dos nés (restrigao sobre a varidvel secunddria).
e Numa forma compacta, a equacdo da estrutura escreve-se

KD=P+R=F

(10.50)

onde K é a matriz de rigidez da estrutura e D é o vetor dos deslocamentos nodais. O vetor

F = P + R das forgas nodais é constituido pelas forgas nodais equivalentes P (obtido do vetor

p dos elementos) e pelas forcas externas R (incluem as reagoes de apoio) aplicadas nos nés. No

Exemplo 10.2

R
P=0 R=<J Q ¢,
P
e no Exemplo 10.3
1 R
Pz% 2 R=¢ 0

—
o

(10.51)

(10.52)
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o o o ¢ -+ O&—mo—0 --- @ o o )
1 2 3 4 i—1 i i+1 n—3 n—2 n—1 n

—

Figura 10.11 Fungoes ¢,;(z) da base global para a barra dividida em n — 1 elementos.

Temos obtido R pelo equilibrio de cada né apenas para enfatizar o que se passa no processo de
espalhamento. No entanto, esse vetor pode ser obtido de maneira expedida s6 em observar as
forgas nodais aplicadas. Antes da solucao do problema, se um deslocamento D; é conhecido, a

correspondente forca R; deverd ser incégnita, e vice-versa.

e Impor a condicao de contorno D; = 0 nos Exemplos 10.2 e 10.3 significa remover ¢; da base
global (veja equagao (10.47)), reduzindo a dimensdo do espago para 2. Isso claramente reflete
na remogao do movimento de corpo rigido da barra (D; = 0), ou seja, o subespa¢o Dady + D3
é restrito a elementos (fungdes) sem movimento de corpo rigido. De maneira menos clara, isso
também reflete na remogao da singularidade da matriz de rigidez K. Nesse sentido, sabemos
que o sistema linear KD = F tem uma, e somente uma, solucao para K nao singular. Se F = 0,
por exemplo, a solugdo serd D = 0 para K nao singular, mas haverd infinitas soluges para

K singular. E fécil, portanto, entender fisicamente por que K é singular quando a estrutura
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Figura 10.12 Elemento de barra no plano zy sob orientacao dada pelo angulo «a: (a) deslocamentos
nodais @f, v¢ no sistema local Zy e deslocamentos nodais uf, v{ no sistema global xy; (b) reacoes

e . o - e e .
nodais 7, e carga externa ¢, no sistema local Zy, e reacoes nodais ry;, ry; no sistema global zy.

Trelica plana

Mostremos como uma trelica, que é uma estrutura formada por barras que nao envolvem flexao
nem torgao, pode ser discretizada simplesmente usando o elemento de barra apresentado. No caso
especifico de uma treliga plana, a equagao do elemento (10.42), valida no sistema local Zg, deve antes
ser transformada para o sistema global zy considerando que o elemento esteja orientado segundo um
angulo «, como indicado na Figura 10.12.

Pela figura percebemos que as componentes do deslocamento em cada né nos sistemas local e

global estao relacionadas por

uf = uf cos a + v§ sen « 1] = —ufsena + vj cos «
u$ = u§ cos a + v§ sen « U5 = —u$ sen o + v§ cos o (10.58)
ou
r T (
u§ cosa  sena 0 0 u§
vf —sena  cos« 0 0 v{ (10.59)
us 0 0 cosa  senc us
U5 0 0 —sena  Ccosa v§
\ L n \

Como no sistema local a equagao do elemento (10.42) s6 envolve as componentes axiais af e a$

do deslocamento nodal, vamos considerar apenas a primeira e a terceira equagoes em (10.59):

uf
ug cosae sena 0 0 vf -
- = d=Td (10.60)
us 0 0 cosa senc u$
V5 )
A matriz de transformagao
c s 00
T = c=cosa S= senw (10.61)

0 0 ¢ s
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elemento 1 elemento 2
D> L Dg L
Dy pg1 elemento 3 n63  Ds

-
-

Ry (a) Ry3 (b)

=i

elemento 1 elemento 2

elemento 3

(c)

Figura 10.13 Exemplo 10.4: (a) trelica plana; (b) numeragao dos elementos, nés e deslocamentos

nodais no sistema global zy; (c) posicionamento do sistema local Zy em cada elemento.

Para se fazer o espalhamento de cada elemento, devemos lidar com a sua equagao (10.65) no

sistema global.

Elemento 1 (o =45° L, = L):

V;, 7"}1;2'

1 0,5 0,5 -0, —0,5 u% 7“%1

U, o
EA| 0,5 05 —0,5 —0,5 vl o

= _ —
Vil L | 05 —05 05 05 ub rl,
‘ | 0,5 -0,5 0,5 05 | | v} | 7l
“%”‘}'1
Sabendo-se que
ui = D1 U% = D2 u% = D3 Uy = D4,

entao
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Figura 10.14 Exemplo 10.4: né 2 em diagrama de corpo livre.

[ 0,5 —0,5 —0,707 | Ry
0,5 -0,5 0 Ry
D3
EA 1 0 -0,5 0
T Da=
0 1 0,5 P
Ds
0,5 0,5 1,207 0
| 0,5 —0,5 —0,5 | Ry

Em particular, as condi¢oes de equilibrio do né 2,
1 2 1 2 _
TZ‘2+T:L‘1_O Ty2+7'y1—P,

pode ser visualizada na Figura 10.14. Reagrupemos as equacoes na forma

1 0 -05 [ Dy (0
EA
= 0o 1 05 D, v=¢ P
~0,5 0,5 1,207 | | Dy |0
—0,5 —0,5 —0,707 | [ Dy Roy
EA
— | 05 05 0 Di y={ Ry
0,5 -05 —05 | | Ds | Rys

(a) Do primeiro grupo de equagoes,
—1

Ds 1 0 -0,5 0 0,354
ool pb_) e L
4 = ZA 0 1 0,5 = 1,35 EA
Ds —-0,5 0,5 1,207 0 —0,707
(b) Substituindo esse resultado no segundo grupo de equagoes,
Ry ~0,5 0,5 —0,707 0,354 0
FEA PL
wo (=7 | 05 05 0 1,354 07 =1 —0,5 o P

Rys3 0,5 -0,5 -0,5 -0, 707 -0,5
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y
| o s
T T T e/’\ _e/’\
fgl<'1 T T P11t fogz . 0 62
7 ) o
| |
| L, |
(a) (b)
QyLe QyLe
" 2 2
CIyL?rT\ /T\%Lﬁ
= 12 12
L(’
(c)

Figura 10.15 Elemento de viga de Euler-Bernoulli “e” referido ao sistema local zy: (a) diagrama
de corpo livre; (b) deslocamentos e rotagdes nas extremidades; (c¢) forcas nodais equivalentes a carga

¢y uniformemente distribuida.

. 1 -1 0 0,5

Fokd— 24 PL_ P.
V2L | 1 1 —o0,707 | EA 0,5
0,5P 0,5P m

As seguintes vantagens de se discretizar todo o dominio a partir de um elemento simples podem
ser identificadas nos exemplos anteriores: (a) contornar a dificuldade de nao ser a solu¢ao dada por
uma tunica fungao (Exemplo 10.2); (b) aproximar a solugdo usando uma malha de elementos finitos
(Exemplo 10.3); (c) lidar com geometrias irregulares simplesmente rotacionando o elemento (Exemplo

10.4).

10.4 Elemento de viga de Euler-Bernoulli

[1P%)]

Suponha que o elemento finito “e” indicado na Figura 10.15a em diagrama de corpo livre, sujeito a
uma carga externa ¢, (forca transversal por unidade de comprimento), seja de uma viga de Euler-

Bernoulli sob flexdo no plano Zy do sistema local. O principio dos deslocamentos virtuais ¢ dado

por
Le Le _ —
- M ok dz + / qy0v A + T3, 605 + 7, 607 + 755005 4 752605 = 0 (10.68)
0 0
ou, introduzindo a equagao constitutiva M = Elx e a relacao deformagao-deslocamento k = —v”,
L. Le _ _
- /. EI"5"dz + /0 Qy0v dT + 751 005 + 7,007 4 0005 + 759005 = 0. (10.69)
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<

100 N
240 N/m

NN\
-

06 1 elemento 1 062 elemento 2 063
240 N/m 240 N/m
-1 -1 ) =2
’91<' '>r92 ”91<\ '>r92
7)1,1 elemento 1 fylz I’yzl elemento2 T y22
1m 1m
100 N
_ _ _ =2
,ARyl i 1 1 N ) "y2
Roii{ i e >f91 fez(‘ ° >’_91 f@z(‘
ol no 2 noé 3
(b)

Figura 10.17 Exemplo 10.5: (a) geometria da viga e carregamento; (b) discretizacdo da viga em

dois elementos, e elementos e nés em diagrama de corpo livre.

O deslocamento ou rotagao global D; de um né da estrutura, referido ao sistema xy, coincide com o
deslocamento o§ ou rotagao 6 local da extremidade do elemento que ali se conecta, referido ao sistema
Zy. As reagoes de apoio estao indicadas por R, e Rg;. Adotemos a seguir o mesmo procedimento

de solucao dos exemplos anteriores.

Elemento 1: a equagao (10.75) escreve-se

i 1 ( -1 ( ) -1
12 6 -12 6 o ~120 7l

6 4 -6 2 i —20 7

EI 0= +
12 -6 12 -6 o ~120 7l

-1 _

6 2 -6 4 || 6, | 20 | 76

Sabendo-se que

ol = Dy 0} = D, o) = Ds 05 = Dy,

entao
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FElemento 2:
(72, 12 6 —12 6 | [ @) ~120
ol_g 6 4 6 2 6| ) -2
o -12 -6 12 -6 v3 —120
7 | 6 2 6 4 || 6 | 20 |
12 06 —12 6 | [ Ds ) ~120
6 4 -6 2 D, —20
— EI -
12 -6 12 —6 Ds ~120
6 2 6 4 || Ds | 20
[ 12 6 -—12 6 | ([ _76 ~120 (340
6 4 -6 2 | 10 | -129 —920 220
12 -6 12 —6 | 3BT _994 ~120 ~100
6 2 6 4 | | 156 | 20 |0

220<' ‘
340 elemento2 100

Com base na teoria de vigas de Euler-Bernoulli, a solugdo exata do problema conduz a

vl) = gi—; [(%)4 -1 <1 - qy%) (5) +6 <1 - q?y_fD @)1

L? 2 p 2P
M(z) = —EI" = fqu {(%) _9 <1 - —) % -5t 1]
)

, P
Qlz)= M :qu<%+%—L1>.

Para L =2 m, q, = —240 kN/m e P = 100 kN, os valores

760 , 430 2240 , 520
v(l) = —377 V() =57 v(2) = —5%7 V@) =57
M(0) = 680 M(1) = 220 M(2) =0
Q(0) = —580 Q1) =-310  Q(2) =100,

levando em conta a convengao de sinal adotada para M e @) na Figura 8.3, confirmam a supercon-
vergéncia do elemento: os deslocamentos nodais, as reacoes de apoio e as reacoes nodais determinados

pelo modelo de elementos finitos sdo todos exatos. M

10.5 Elemento de viga de Timoshenko

Retornemos a Figura 10.15a, considerando agora que o elemento finito “e” 14 representado em dia-
grama de corpo livre seja de viga de Timoshenko. O principio dos deslocamentos virtuais escreve-se

L Le _ _
- /0 (M ok + Qo) dx + /0 qy0v dT + 751 605 + 75,007 + Tip005 + 72005 = 0 (10.81)
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Figura 10.18 Elemento no plano xy sob orientagao dada pelo angulo «:: (a) deslocamentos e rotagoes
nodais uf, vy, 65 no sistema local Z7jZ, e deslocamentos e rotacdes nodais uf, v, 05 no sistema global

€

zyz; (b) reacdes nodais 75, in, Tp; e carregamento externo ¢, g, no sistema local, e reagoes nodais

Tai» Tyir Tg; 1O sistema global.
e o elemento é superconvergente para FA, EI e KGA constantes ao longo de seu comprimento.
A troca de (10.95) por (10.75) na construcao de (10.96) removeria o efeito do cisalhamento

transversal, mas preservaria a superconvergéncia em relacao a teoria de vigas de Euler-Bernoulli.

A Figura 10.18 mostra o elemento orientado segundo um angulo «, com os deslocamentos,
rotagoes e reagoes nodais nos sistemas local Zyz e global zyz. A transformacdo da equacao do
elemento kd = p+T entre os dois sistemas se d4 de maneira semelhante & do elemento de barra

na discretizacao de treligas (veja Exemplo 10.4), mas agora usando

cos & sena 0 0 0 0
—sena cosa 0O 0 0 0
0 0 1 0 0 0
T = (10.98)
0 0 0 cosa sena 0
0 0 0 —sena cosa O
i 0 0 0 0 0 1]

10.6 Consideragoes finais

Vamos comentar brevemente a seguir as formas de se referenciar a equagao de um elemento finito na
solucao de um problema. Por uma questao de simplicidade, usaremos a viga da Figura 10.19, sob
grandes deslocamentos e rotacoes, dividida em quatro elementos, com uma extremidade engastada
e a outra livre sob um momento aplicado. Suponha que se deseja determinar a configuracao C,
do elemento da extremidade livre, quando o momento aplicado tem magnitude M,,. A natureza
nao linear do problema requer que a solugao seja obtida em etapas, normalmente por um método

incremental iterativo: conhecem-se antes as configuragoes Cop, C1, ..., Cj, ..., C,_1 para, em seguida,
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Figura 10.19 O elemento em destaque, na extremidade livre da viga, estd em equilibrio nas con-
figuragdes Cy, C;, C,_1 e Cp,. Apesar de ser apenas auxiliar, a configuragao Cp,, é fundamental na

descricao corrotacional.

determinar-se a configuracao C,,. Quatro dessas configuracoes estao indicadas na Figura 10.19: a
configuragao inicial Cp, uma configuragdo intermedidria C;, a configuracao C,,_1 e a configuracao

atual C), que se deseja determinar.

Se no processo incremental iterativo para a determinacao de C), a equacao do elemento é esta-
belecida tomando-se como referéncia uma configuracao conhecida, é dito que se estd utilizando uma
descrigao lagrangiana: na descri¢do lagrangiana total Cy é a configuragao de referéncia; na descri¢ao
lagrangiana atualizada a referéncia é a configuragao C,,—1. Cescotto et al. (1979) sugerem o nome
“ . » .. o - . L

generalizada” para a descrigdo com referéncia numa configuracao intermedidria C;, que tem como

casos particulares a descri¢do lagrangiana total (C; = Cp) e a atualizada (C; = Cp—1).

A descrigdo euleriana, que usaria como referéncia a prépria configuragao C,,, é de uso limitado na
mecénica dos sélidos pelo fato de C), ser uma configuragao desconhecida no processo de solucao. Nos
problemas geometricamente lineares é tacito o uso da descricao lagrangiana total dada a proximidade

entre Cy e C),, como temos feito até agora neste capitulo.

Para grandes deslocamentos e rotagoes sob pequenas deformacgoes, os elementos finitos corrota-
cionais tém mostrado uma certa superioridade em relacao aos elementos que usam descricoes la-
grangianas. Tais elementos adotam uma configuraciao indeformada auxiliar Cp,, muito préxima a
Ch, que é obtida exclusivamente pelo movimento de corpo rigido do elemento de sua configuracao
Cy. Nenhuma parcela de movimento de corpo rigido existe entre as configuracoes Cy,, e C,,, de modo
que todo deslocamento entre essas configuragoes é revertido em deformacgao. Identificar Cp, com
essa propriedade seria o ideal sob o ponto de vista da descricdo corrotacional, que tem suas raizes
no teorema da decomposigao polar (veja Secao 2.9). Utilizando-se de ambas as configuragdes Cy e
Con como referéncia, a descrigdo corrotacional ndao pode, a rigor, ser classificada como lagrangiana

ou euleriana, como as vezes aparece rotulada na literatura.





