Capitulo 20

Modelos de camadas discretas e teorias
zig-zag

Estruturas delgadas, como barras, vigas, placas, cascas sdo, antes de tudo, corpos tridimensionais. A
razao de uso de modelos 2D ou 1D visa a obtencao de solugoes aproximadas do seu comportamento
real com maior facilidade na deducgao de soluc¢oes analitica e menor custo computacional para obter
aproximagoes numéricas. O uso desses modelos produz solugdes com um erro em relagao a solugao do
problema mateméatico 3D. E o chamado erro de modelo. Toda a pesquisa realizada no desenvolvi-
mento de novos modelos visa a reducao do erro de modelo, isto é, buscam-se desenvolver modelos que
produzam solucoes o mais proximas possivel da solucao 3D, de forma que a implementacdao numérica
requeira o custo computacional de uma anédlise 2D. As vias de anilise sdo sumarizadas na Figura 20.1.
Tem-se entao o erro de discretizagao, tanto das aproximacoes do problema 3D quanto do 2D, e o
erro de modelo. Quando se obtém uma solu¢do numérica do modelo 2D, tem-se 0 erro numérico,
que incorpora tanto o erro de discretizagdo quanto o do modelo.
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Figura 20.1: Diagramacao dos erros de discretizacao e de modelo em problemas de placas e cascas.

Modelos simples, como os de primeira ordem, sao tteis em placas/cascas moderadamente espessas,
nas situacoes em que se desejam valores globais como deslocamentos méximos, primeiras frequéncias
naturais, carga critica de flambagem e tensoes coplanares em regioes distantes de pontos como apoios,
cargas e descontinuidades. Nesses casos, as falhas, na satisfacdo das condigoes de contorno de Neumann
nas faces e na continuidade interlaminar de tensoes, podem ser toleradas. Outro tipo de situagao é
quando se busca obter valores precisos de tensbes transversais, ou realizar andlises locais de falha
em laminados mais espessos, em regices de apoio, de descontinuidades geométricas, de material e de
carregamento. Nesses casos as teorias de primeira ordem n#o sdo satisfatérias. As teorias de ordem
superior (como aquelas vistas no Capitulo 19), por sua vez, aumentam o escopo de aplicabilidade
dos modelos, porém também possuem limites de utilizagao por também nao satisfazerem as condic¢oes
continuidade de tensoes interlaminares e equilibrio nas faces.

Quando se consideram solugées do MEF para os modelos cinemadticos, nota-se que o modelo
numérico associado pode ser facilmente refinado, por exemplo, pelo aumento do nimero de elementos
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Figura 20.2: Coordenada z; da interface entre as laminas k e k+1, e tensoes transversais na interface.

4. Equilibrio de forgas nas faces superior e inferior do laminado, (condi¢ao de contorno de Neumann)
entre as tensoes transversais e os carregamentos nas faces:

T]I\/;(X7 ZN?t) = q;7 Tiz(x7 ZOJt) - q2x7
Tz]);(x, ZN,t) = qf/, Tzl/z(x, 20,t) = q;, (20.5)

onde N é o nimero de laminas do laminado, zg e zy sdo as coordenadas das superficies inferior

e superior do laminado, e ¢’ e ¢° sao as fung¢des das cargas distribuidas em ambas as superficies,
. ~ . . Z s Z s . ~

na diregdo tangente z, e de forma similar para gy, gy, ¢, e ¢; nas diregoes y, e 2.

As condigoes 1-3 sao condicbes de contato. Note que, uma vez que os materiais de duas laminas
contiguas geralmente sao distintos, a continuidade das tensoes transversais implica a descon-
tinuidade das respectivas deformagaes (¢, 7,, € 7,.)-

Quando se observam os modelos de primeira ordem (Kirchhoff-Love, Reissner-Mindlin), e os de or-
dem superior, nota-se que sao modelos adequados a placas/cascas homogéneas, monolaminas. Quando
esses modelos sao aplicados a painéis multilaminados, eles produzem solugoes que aproximam a solugao
3D do problema, porém apresentam caracteristicas e deficiéncias importantes:

(a) A continuidade de deslocamento é satisfeita.

(b) Uma vez que nesses modelos a variagao dos deslocamentos ¢ C*°(I) ao longo da espessura, todas
as componentes aproximadas de deformacao também sao continuas, até mesmo as deformagoes
transversais, que deveriam ser descontinuas nas interfaces. As fungoes de deslocamento nesses
modelos sao C*°(I) ao longo da espessura, enquanto que os deslocamentos sdo, fisicamente,

CO(I).

(c) As condigoes de contorno de equilibrio nas faces nao sao satisfeitas. Em particular, resultados
desses modelos em laminados com superficies livres, ¢!, = qys ¢z = ... = 0 em ambas as faces,
frequentemente apresentam aproximagoes nao nulas.

O presente capitulo apresenta um levantamento de algumas poucas teorias representativas de
modelos de camada discreta, que sao apresentadas no intuito de prover ao leitor uma visao panoramica
do assunto. E deixada para a bibliografia aberta os detalhes sobre diversas variantes dessas familias
de modelos.

20.1 Modelo basico de camada discreta

Nos modelos de camada unica equivalente, ESL, o nimero de fungoes de deslocamento generalizados
incégnitos é independente do nimero de ldminas. J4 nos modelos mais antigos de camada discreta, o
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onde n,, e ny, sao os nimeros de pontos ao longo da espessura da lamina, sendo que a mesma quantidade
) . —k ~ . ~ .

¢é arbitrada para ambas as componentes coplanares. qb;? (2) e ¢;(2) sdo conjuntos de fungdes lagragianas
1D de graus n, — 1 e ny, — 1, respectivamente. u*, v* e w* sdo os valores de deslocamento na superficie

; YR J
z = zj da lamina k.

20.1.1 Observacao gerais

Resultados numéricos do MEF para os modelos lineares nas formas (20.6) e (20.10), e o de alta ordem,
(20.12), podem ser perfeitamente reproduzidos sem a necessidade de sua programagao. Basta usar
um programa de elementos finitos convencional, modelando cada lamina por um ou mais elementos
s6lidos, ao longo da espessura, como ilustrado na Figura 20.5.
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Figura 20.5: Casca laminada modelada por um elementos finitos sélido em cada camada, ao longo
da espessura.

A malha deve ser primeiramente gerada num plano (ou superficie, no caso de casca), e em seguida, as
coordenadas nodais sao transladadas ao longo de z, gerando novas camadas de nés. Mesmo usando
elementos lineares, cada lamina fisica pode ser subdividida em dois ou mais elementos em sua espessura,
gerando o efeito de refino h na espessura do laminado. Paralelamente, as eqs. (20.12) podem ser
reproduzidas, usando elementos sélidos de mais alta ordem, gerando um enriquecimento p na espessura
da lamina. Assim, a resposta exata do problema tridimensional pode ser atingida assintoticamente
num processo de convergéncia, conforme as propriedades do MEF.

Quando se observam as formulagoes do tipo (20.12), torna-se nitido seu alto custo computacional
quando implementado no MEF. Uma vez que o custo cresce com o nimero de laminas, seu uso é
raro em modelagens usuais de engenharia. Isso é agravado pelo fato que muitas das modelagens
de problemas realisticos sdo nao lineares, requerendo um processo iterativo de solucdo. O uso dos
métodos de camada discreta é preferencial no &mbito de pesquisa, na geragao numérica de solugoes
de referéncia para o cédlculo de erros exatos no &mbito do desenvolvimento de outras teorias.

20.2 Modelos zig-zag

2

Uma caracteristica de todos as variantes dos métodos de camada discreta é que as solugbes nao
apresentam continuidade de tensdes transversais, isto é, nao satisfazem as condigoes (20.3)-(20.5).
Dessa forma, uma outra familia de formulacoes foi desenvolvida, visando atender, a-priori, uma ou
mais dessas condicoes. Esses sao os chamados modelos zig-zag, que sao comentados nessa segao. Esses
modelos visam satisfazer os seguintes grandes requisitos:

1. Satisfazer as condigoes de continuidade de tensdes cisalhantes transversais, condigao (20.3).
2. Incorporar tensdes normais transversais, condigao (20.4).
3. Satisfazer as condigbes de equilibrio nas faces, condigao (20.5).

4. Limitar o nimero de fungbes incégnitas a uma quantidade fixa, independente do nimero de
laminas.
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Do ponto de vista de custo de processamento no MEF, o requisito 4 é crucial. Durante as dedugoes
se nota que o requisito 4 é satisfeito através da imposicao das condigoes 1-3. A condicao de continuidade
geométrica, (20.3), é uma condic@o essencial e também é imposta nesses modelos. A aplicagao dessa
condi¢ao nos modelos revisados nesse capitulo é feita de forma forte, isto ¢, de forma exata em todos
os pontos das interfaces.

Os vérios modelos zig-zag disponfveis se distinguem quanto a satisfazer ou nao o equilibrio nas
faces, pelo nimero de fungoes incognitas, pela inclusao ou nao de o,, e pelo grau do polindémio em
z em cada lamina. Carrera [47] faz um levantamento histérico do inicio do desenvolvimento desses
modelos, e remonta sua origem a Lekhnitskii em 1935 [122] e Ambartumian em 1958 [28], com ambas
as referéncias traduzidas do russo. Aparentemente, esses desenvolvimentos, feitos durante a guerra
fria, permaneceram ignorados no ocidente. Isso levou a quase duas décadas de esforcos no ocidente,
nos anos 1970-1980, para o desenvolvimento de modelos que se equiparassem aqueles anteriormente
desenvolvidos.

A seguir revisamos brevemente apenas dois desses modelos, um de di Sciuva, de 1985 [67], e outro
de Zhen e Wanji, de 2007 [227]. Muitas outras variagdes podem ser encontradas na literatura, e
podem ser obtidos na lista de referéncias de [47], mas os dois modelos selecionados provéem uma visao
abrangente das estrategias mais versateis. O modelo de di Sciuva apresenta um minimo de quantidade
de funcoes incégnitas, 5, com fungoes lineares em z em cada ldmina, tem inextensibilidade da normal
do laminado, e nao satisfaze o equilibrio nas faces. Os modelos de Zhen e Wanji chegam a 11 e 13
funcoes incégnitas, e preveem fungoes cibicas em z em cada lamina, permitindo a existéncia de tensoes
0,, embora ndo sua continuidade ou equilibrio nas faces.

20.2.1 Modelos de di Sciuva - Ambartsumian

A forma geral desses modelos, conforme apresentado por di Sciuva [67], é a seguinte:

Ow =
went) = unlxt) = - G2 )+ X Ak ) - ) HA G - ),
R , k=

[y

fo
ow N-1
v(x,z,t) = w(x,t)+ 2 <7y - 8) + gr(x,t) (z — z) H*(z — z.), (20.13)
h,_y/ k=1
90

w(x,z,t) = wo(x,t),

onde H¥(z — 2;) é a funcio degrau unitério' de Heaviside?. Os somatérios sdo feitos sobre as N — 1
interfaces. 7, e v, sao aproximagoes constantes das deformagoes cisalhantes na lamina 1. O termo

ow
fo="2— 5 (20.14)

¢é o angulo de rotagéo da normal da lamina 1 em torno do eixo y, e similarmente para gg. A expansao
(20.13) pode ser inspecionada para algumas laminas:

lam. 1 —  ul(x,2,t) =wup(x,t)+ 2fo, z € I,
lam. 2 —  w?(x,2,t) =wuo(x,t)+ zfo+ (z — 21) f1(x,1), z € I,
= ul(x,z,t) + (2 — 21) fi(x,1),
k=1 k-1 (20.15)
lam. k —  uf(x,2,t) =wuo(x,t)+2 > fi— > 2ifis z € I,
j=0 j=0

:ukil(xazaw+(z_zkfl)fkfl<x7t>7 k=1,N.

1Hk(z—zk)zl se z > zk, er(z—zk):0sez<zkA
2Qliver Heaviside, inglés, 1850-1925
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Figura 20.6: Ilustracao do significado dos f;’s, como incrementos de angulo de rotagao da normal
de cada lamina no Modelo de di Sciuva.

O formato das eqs.(20.15) mostra que, por construgao, a continuidade de deslocamento é satisfeita,
a-priori, para quaisquer fungoes fj(x,t), 7 =0,...,N — 1. A Figura 20.6 ilustra o significado dos f;’s,
como incrementos de angulo de rotacao da normal de cada lamina. Até esse ponto, sdo 2N + 3 fungoes
incégnitas.

Em seguida sao impostas as condicoes de contato para o cisalhamento transversal. Nos restringimos
aqui a laminados ortotrépicos, como em [66]. Procedimento semelhante, porém mais longo, pode ser
usado para obter o equacionamento de laminados anisotrépicos, como em [67]. A relagdo constitutiva
para uma lamina ortotrépica em relacao ao sistema global de coordenadas do laminado, é obtida a

partir de (11.57):
Tkz _ Qi4 _0 :|{ ’Ykz }
b=l e {0 ) 029

Para cinemética linear, a relacio deformagcao-deslocamento para o cisalhamento v*_ é

ok owk
v, = 2 on (20.17)

e similarmente para 7’52. Essa deformacao é aproximada pelo modelo, em cada lamina, por

8w0
Voo = ’Yx:f0+87=
ow
Ve = Jotfit o0 =t it e (20.18)
k-1 B k-1
0
Ve: = ij‘F% =Yt Y
Jj=0 j=1

A condicao de continuidade na interface zj, entre as laminas ke k + 1, é

B k B k-1
s et S| = Q5% |t fi|- (20.19)
=1 j=1

Por exemplo,
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el
I
—

uF(x, z,t) =ul(x,t) + (zj — zj—1) aj + (2 — zp—1) ak] Yy

Il
=

(20.28)

x> .

+ 1 2 (75— z-1) (a5 — 1) + (2 — zp—1) (ag — 1)]
7=1

Owo
ox’

para z € I, e uma expressiao andloga para vF (x, 2k, t). Sao 5 deslocamentos generalizados incégnitos
no laminado: u°, v°, w®, ¥, e ¢;.

Caso duas laminas subsequentes tenham idénticas propriedades de material, por exemplo as laminas
1 e 2, aeq. (20.27) mostra que 1, = 1;. Isso significa que o modelo nao admite refino h ao longo da
espessura via subdivisao de cada lamina.

As egs. (20.28) indicam que as deslocamentos dependem das primeiras derivadas de w’, o que
implica deformacdes com segundas derivadas de w® e primeiras de u°, v°, ¥, e ¢;, de forma que
as equagoes diferenciais de equilfbrio com carga distrbufda transversal continua, requerem {u’, v°,
Py, ¢1} € C3HQ) e w’ € C3(), em x € Q. O Principio dos Trabalhos Virtuais necessita base
de aproximacdes {u®, 0%, 1,0,} € C°(Q) e w® € C1(Q). Assim, uma formulacdo do MEF para
esse modelo zig-zag, necessita base de aproximacio C!(Q) para w’. Esse ¢ o mesmo requisito das
formulagoes de camada equivalente tinica de Kirchhoff, e as de ordem superior de Reddy e Kant vistas
no Capitulo 19. As op¢Oes para cumprir esse requisito de continuidade s&ao o uso das fungoes continuas

C1(Q) do GFEM-Ck [34][135], ou o uso mais tradicional de elementos ndo conformes.

Resultados do modelo di Sciuva

Mostramos aqui apenas resultados para um laminado quadrado de lados a x a, ortotrépico, de trés
laminas idénticas, orientadas em [0°/90°/0°], com as propriedades de cada lamina dadas em (15.78).
O sistema de coordenadas é mostrado na Figura 15.7. O carregamento é senoidal, dado em (15.71),
onde apenas o primeiro harmoénico é aplicado. Os resultados sdo normalizados por: z = z/H, e
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Figura 20.8: Em (a), a deflexdo transversal maxima no centro do laminado, para h = 100H /a. Em
(b), a variacao do deslocamento coplanar ao longo da espessura, no meio de uma das bordas. a/H = 4.

As Figuras 20.8-20.10 mostram resultados do modelo zig-zag de di Sciuva e dos modelos de primeira
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ordem, comparando-os com a solugao de elasticidade de Pagano [148]. Os resultados mostrados para
a teoria de primeira ordem sao indicados por 1, 5/6 e 2/3, que sdo os valores usados do fator de
cisalhamento k. Em (b) o laminado é espesso, com aspecto a/H = 4.

A Figura 20.8 mostra em (a) a deflexdo transversal maxima no centro do laminado, e em (b) a
variagao do deslocamento coplanar ao longo da espessura, no meio de uma das bordas. Nota-se que para
o deslocamento transversal, o melhor valor do modelo de Reissner-Mindlin é para k = 2/3. Também é
mostrado o resultado para o modelo de Kirchhoff. Para o deslocamento coplanar, nenhuma das solugoes
de primeira ordem gera uma aproximacao aceitdvel, porém o modelo zig-zag de di Sciuva mostra boa
concordancia, embora subestimando os valores méximos, que ocorrem nas faces. Adicionalmente,
todos os modelos mostram deslocamento nulo na superficie de referéncia, o que nao corresponde a
realidade.
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Figura 20.9: Variacao da tensdo coplanar o, no centro da placa, ao longo da espessura. a/H = 4.

As Figuras 20.9 e 20.10 mostram a tensao coplanar o, no centro da placa e a tensao cisalhante
transversal 7., no centro de uma das bordas, ambas ao longo da espessura. Os resultados de cisal-
hamento em todos os modelos foram obtidos por integragao das equagoes de equilibrio locais ao longo
da espessura (o método que seria formalmente apresentado por Chaudhuri posteriormente, em 1987
[56]). Sem o uso desse processo de integragao, as tensoes cisalhantes transversais nos modelos teriam
que ser obtidas via relagoes constitutivas, o que produziria valores constantes ao longo da espessura
de cada lamina. De fato, o modelo zig-zag de di Sciuva apresenta tensao cisalhante constitutiva
uniforme ao longo de toda a espessura do laminado. Nota-se que um laminado espesso como
este, ambas as distribuicoes de tensao, a transversal obtida por relacao constitutiva e a coplanar, sao
inaceitdveis nos modelos de primeira ordem, irrespectivamente quanto ao fator k£ de cisalhamento us-
ado. O modelo zig-zag se comporta de maneira bastante adequada nesse problema, quando comparado
com a solugao 3D de Pagano, embora subestime os valores méximos de tensao normal, que ocorre nas
faces, e as tensoes cisalhantes maximas.

20.2.3 Modelo global-local de ordem superior

Os modelos do tipo di Sciuva-Ambartumian revistos nas secbes anteriores atendem aos seguintes
requisitos:

1. Continuidade de deslocamenos e tensoes transversais nas interfaces;

2. Possuem um nimero fixo de fungoes incégnitas de deslocamentos generalizados, independente
do nimero de laminas;
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GPa, E3 = 3,45 GPa, G12 = 0,414 GPa, G23 = 0,1104 GPa, V12 = 0,25, € Vi13n = V23n =
v31nEin/ E3n = 0,02.

Os resultados sao normalizados por:

_— 0:(0,0, 2)H3 o 7.(0,0,2) S Te2(a/2,0,2)H
xr a2q11 9 z q11 ) Tz CLQ]_]_ )
_ Ty2(0,a/2,2)H (20.42)
v aqii ’

As Figuras 20.12-20.14 apresentam resultados do modelo zig-zag de Zhen-Wanji a partir de uma malha
irregular, refinada, de elementos finitos triangulares de 19 graus de liberdade por né, com continuidade
fraca interelementar no deslocamento transversal. Os resultados sdo comparados com a solucao de
elasticidade de Pagano [148]. A Figura 20.12 mostra em (a) a varia¢ao da tensao coplanar o, ao longo
da espessura no laminado 2, e em (b) a tensdo normal transversal o, no laminado 1, ambas no centro
da placa. Ambas as tensbes sdo muito bem aproximadas pelo modelo zig-zag. A componente o, foi
obtida por integracao das equagoes locais de equilibrio, partindo do valor nulo na superficie inferior do
laminado. Ao final do processo, existe um erro na superficie superior onde o carregamento transversal
¢é aplicado.
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Figura 20.12: (a) variacao da tens@o coplanar o, ao longo da espessura do laminado 2, e em (b)
tensao normal transversal o, no laminado 2, ambas no centro da placa. 6, = 0,/q11, a/H = 4.

A Figura 20.13 mostra em (a) a variagdo da tensao cisalhante transversal 7., ao longo da espessura
no laminado 1, e em (b) a tens@o coplanar o, no centro da placa sanduiche. Em ambos os casos o
aspecto da placa é a/H = 2, o que significa um teste em condi¢do mais extrema de espessura que
aquela usual dos modelos de camada equivalente dnica de ordem superior. Nota-se que o modelo
zig-zag se comporta de forma excelente na aproximagao de o, no sanduiche, porém existe um desvio
aprecidvel nos valores maximos de 7.

A Figura 20.14 mostra resultados para o sanduiche ao longo da espessura: em (a) a variacdo da
tensdo cisalhante transversal 7,., para a/H = 2, e em (b) a tens@o 7., para a/H = 4. Qualitati-
vamente, ambas as aproximacoes sao boas, mas os valores maximos mostram erros nao conservativos
apreciaveis.
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Figura 20.13: (a) a variac@o da tensao cisalhante transversal 7., ao longo da espessura no laminado
1, e em (b) a tensdo coplanar o, , no centro da placa sanduiche. a/H = 2.
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Figura 20.14: Resultados para o sanduiche ao longo da espessura: em (a) a variacdo da tensdo
cisalhante transversal 7,, para a/H = 2, e em (b) a tensao 7., para a/H = 4.





