Parte 11

O MEF Aplicado a Mecéanica dos
Solidos



Capitulo 5

Analise matricial - modelo de barras

Estudaremos neste capitulo o modelo de barras, utilizado tanto em estruturas de construgao civis,
nas trelicas de pontes, viadutos, torres de transmissao elétrica, quanto em mecanismos e estruturas
aeronduticas. Em qualquer dos casos, o modelo de barras considera que o componente desenvolve
exclusivamente esforcos axiais. De fato, a designacdo “trelica” é formalmente definida como uma
estrutura constituida por barras unidas apenas pelas extremidades, sendo essas unioes feitas através
de rétulas (denominadas “nds” da trelica) perfeitamente articuladas. Também, o carregamento é
considerado aplicado apenas nos nds, sendo vedada a aplicacdo de cargas concentradas no vao de
alguma barra ou de cargas distribuidas. Como consequéncia dessas restri¢goes, nenhuma barra sofre
flexdo ou esforgos cortantes, isto é, sabe-se de antemao que todas as barras estao sujeitas apenas a
esforcos axiais de tragao ou compressao. Estruturas que nao se adequam a esta condicao deverao
ser simuladas com modelos de vigas que incorporam, além de esforcos axiais, os de flexdo, de torgao
e de cisalhamento. Este é o caso dos modelos de vigas, tema do préximo capitulo.

Note-se, por outro lado, que a construgao de estruturas mecénicas rotuladas foi abandonada
nos primeiros anos do século 20 devido aos problemas de corrosao entre as superficies de contato,
originadas pelo movimento relativo de deslizamento e atrito sob altas for¢as compressivas. Assim,
as estruturas sao construidas através de unides rigidas entre as barras, usando rebites, solda ou
chapas auxiliares. Dessa forma, praticamente ndo existem (rigorosamente falando) treligas reais.
Entretanto, muitas das estruturas usadas em engenharia, como certos tipos de pontes, viadutos e
torres de transmissao elétrica, sao construidos com barras cuja relacdo entre seu comprimento e
dimensao da secao transversal é suficientemente grande para que, embora exista flexdo nas barras,
esta seja pequena o bastante para ser desprezada. E nesse ponto entdo que se usa atualmente um
modelo de elementos finitos de barras para analisar a estrutura como uma trelica. Do ponto de
vista de esforco computacional ou esforco do analista para a geracao de dados, é quase indiferente
a opcao por usar um modelo de barras ou de viga. O modelo baseado em vigas, como serd visto
nos capitulos seguintes, exige do usudrio a identificacdo da orientagdo da se¢do no espaco, o que,
em caso de estruturas espaciais pode resultar razoavelmente trabalhoso. A etapa de andlise dos
resultados também torna-se mais longa no caso de vigas. Isso faz com que, caso o problema permita,
pode-se, com vantagem, usar o modelo de trelica. Evidentemente, entretanto, existird toda uma
classe de problemas em que a flexdo ou tor¢do nos elementos serd fundamental, e nao se terd entao
possibilidade de opg¢ao entre modelos.

O comportamento mecanico de barras sob tracao é fisica e matematicamente muito simples, o
que o torna adequado de ser utilizado como problema de base na descricao de aspectos béasicos do
MEF. O método também pode ser introduzido usando o problema simples de conducao de calor,
como ¢é feito no Capitulo 13.

A abordagem utilizada neste e no préximo capitulo se denomina andlise matricial e se car-
acteriza pela sua simplicidade e forte relagdo com conceitos mecanicos. Esta forma de comegar
o estudo permitird compreender de uma forma simples certos aspectos conceituais e operacionais
do Método de Elementos Finitos (MEF) tais como os conceitos de graus de liberdade, matriz
de rigidez, processo de sobreposicao, sistema de equagoes algébricas de equilibrio, imposicao
de condicoes de contorno, solugdo e pdés-processamento, etc. Por outro lado, um enfoque
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excessivamente mecanicista como esse nao é capaz de descrever o método de elementos finitos para
problemas mais complexos, como os de elementos sélidos, de placas, cascas, fluidos, etc., além de
outros fenomenos fisicos (acustica, escoamentos de fluidos, campos elétricos, etc.). Assim, apds a
descricao inicial do MEF para barra e vigas vistos neste e no préximo capitulos, a fundamentagao
mais geral do MEF é introduzida no Capitulo 7, usando novamente o problema de barras como
pano de fundo. Os demais capitulos aplicam o método a diversos outros problemas de mecénica dos
sélidos.

5.1 Equilibrio de uma barra

(b)

Figura 5.1: (a) Barra submetida a esforgos nodais axial; (b) diagrama de corpo livre a esquerda de
uma secao arbitriria s.

Consideremos, por simplicidade, uma barra reta de comprimento L e secao transversal uniforme
de drea A, como na Figura 5.1(a). As extremidades da barra sao denominadas nés locais 1 e 2 (ou
Iel). E definido um sistema local de coordenadas ZjZ com origem no centroide da secio do né
1, e com o eixo T orientado na direcdo do né 2. Considere a barra submetida apenas aos esforcos
normais P, e P, aplicados nos nés do elemento. Formulando o equilibrio de forcas externas,
temos que:

Py + Py = 0. (5.1)

Note que os esforcos nodais P,; e P,y sdao definidos como positivos quando atuam no sentido
positivo do eixo local z, diferentemente do esfor¢o normal numa sec¢ao arbitréria, Nz, (Figura 5.1b.)
que é definido como positivo se atua gerando tracao no material.
Uma outra forma para a equagao de equilibrio pode ser obtida, agora relacionando P,; com
o esforco normal Nz que atua internamente no material numa secao arbitréria s, como indicado no
diagrama de corpo livre da Figura 5.1b. Considera-se que as tensoes se distribuem uniformemente
na se¢ao (ndo ha efeitos de concentragao de tensoes), tal que o esfor¢o normal é dado em qualquer
secao por
Nz = —Py1 = 0;A. (5.2)

FEm seguida devemos considerar as equacgoes constitutivas no equacionamento. Nesse caso, con-

2.

sideramos que o comportamento do material da barra é eldstico-linear, de forma que a relagéo
tensao-deformacao é a lei de Hooke, em sua forma unidimensional:

OF = ES@, (53)

onde E é o médulo de elasticidade do material e €7 a deformacdo axial da barral.

!Observe que num problema usual de mecanica dos sélidos, tanto as tensdes quanto as deformacdes variam de
ponto a ponto. O presente problema, ao contrario, é uma excegdo, em que tensdao e deformacgdo sdo uniformes em
toda a barra.
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AE  AE
T _T Ug1 =0 _ PZEIZR:?
AE AE {uﬂ:?}_{ Py }
L L

A primeira equagao nao pode ser utilizada pois contém a reagdo R também desconhecida. Por outro
lado, como resta apenas um deslocamento incégnito, basta usar uma inica equacao para resolver
o problema, que é a segunda equagao. Nesta, o termo que multiplica %;; = 0 se anula. Assim, o
problema se reduz a

AEXO—{—AE_ _p — _ _PmQL
I I Ug2 = Lz2 Ug2 = AR

Uma vez obtido o deslocamento 3, é possivel calcular as outras grandezas de interesse: deformagoes
e tensoes nos elementos, usando as equagoes correspondentes (5.3) e (5.6):

Uga — Ugl

I s O'j:EEj.

Ex =
Observa-se que, de fato, nao precisariamos de um método como o de elementos finitos, ou de
qualquer método matricial para resolver o problema de uma barra como aquele da Figura 5.3. Este
tipo de problema é o mais simples que existe em engenharia e possui solugdo analitica fechada:
oz = FJ/A, ¢z = ug/L = 03/FE, uz = PpL/EA. Entretanto, como se mostrard em seguida,
a forma (5.8) serve de base para uma formulagao que permite resolver, de forma automatizada,
sistemas planos ou espaciais com grande nimero barras. Sendo automatizado, o procedimento se
presta a implementacao computacional, o que permite tratar de sistemas de centenas ou milhares
de barras de forma eficiente.

5.2 Sistema de barras

5.2.1 Exemplo 5.1 - barra 1D

Observemos agora um problema algo mais complexo que o anterior, envolvendo trés barras conec-
tadas através de nds, como na Figura 5.4.

Figura 5.4: Modelo de barra modelada por trés elementos finitos de barra.

Cada n6 é identificado por um nimero e caracterizado por sua posi¢do em relagdo a um sistema
de coordenadas global, tinico para toda a estrutura, gerando uma tabela de coordenadas dos nés.
Os elementos (barras) sao também identificados por um numero e caracterizados através dos nés
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Fase de pés-processamento

O célculo das tensoes e esforgos nas barras a partir deste ponto e muito simples. O calculo é feito
elemento a elemento. Por exemplo, para o elemento 2, inicialmente deve-se identificar no vetor
de deslocamentos nodais globais, os valores de deslocamentos associados ao elemento 2.
Isso é feito com a ajuda dos dados de conectividade dos elementos. Os deslocamentos do elemento
Sa0 uz2 € Ug3. Uma vez que o sistema local de coordenada do elemento é paralelo ao sistema global,
tem-se que na direcao global x, os deslocamentos nodais no elemento 2 Sa0 U2 = Uz2 € Ugz = Ug3-

Em seguida, calcula-se a deformacao no elemento 2, a tensdes normal na direcdo axial Z do
elemento, e finalmente se obtém o esforco normal na barra:

axS — Uz
Lo ’

Ex =

Oz — ESj, Nj = AQO’E. (519)

Calculos

Para ilustrar todas as operagoes descritas acima, vamos substituir nestas os valores numércos dos
dados do exemplo. As componentes da matriz de rigidez global modificada da eq. (5.18) sao dadas
por:

A Ey 5x2,0-10° 5

= =2 —0,2-10°N
Ll 50 ) /mm7
Ay By 10 x 2,0 - 105 5

= 27 "7 —1.0-10°N
I 50 ,0-10° N/mm,
AsF3 10 x 2,0 - 10° 5

= —— 2~ —1,0-10°N .
I 50 ,0-10° N/mm

Assim, o sistema de equagoes de equilibrio modificado fica

1,2 —-1,0 0 ug 0
1,0-10° | —1,0 2,0 —1,0 ug p = 0
0 —-1,0 1,0 Uy 500

Esse sistema pode ser resolvido usando, por exemplo, o método de Gauss para solugao de sistemas
algébricos simétricos. O resultado sao os seguintes deslocamentos nodais:

Ugo 0,025
uzz ¢ =4 0,030 mm  (lembremos que u,; = 0).
U 0,035

As deformacées, tensoes e esforcos em cada elemento sao:

el = w = 0, 00050, ol = Bel =100 N/mm?,  N! = A;ol = 500N,
_ 1_
2= _95x107, o= Bl =50N/mm?  NZ= Ayl =500,
_ 2 _
3 = w =2,5x 1074, o3 =F3 =50 N/mm2, N2 = As03 = 500N.
3

5.2.2 Exemplo 5.2 - Barras em paralelo

Consideremos o problema apresentado na Figura 5.6. Trata-se de um sistema de barras construidas
com tubos de ago montados um internamente ao outro. Neste caso os dois tubos possuem pro-
priedades diferentes, trabalham em paralelo, e transmitem cargas em nés internos do sistema. A
principio a ordem de numeracao de nés e elementos num modelo pode ser arbitrariamente definidas
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pelo analista. No exemplo foi usada a numeracao de nds e de elementos nao sequencial de forma
a tornar evidente que isto ndo influi nos resultados dos célculos (embora altere as matrizes). Um
outro aspecto incorporado é a aplicacao de um deslocamento conhecido nao nulo num dos nds,
modelando, por exemplo, um erro de montagem ou uma interferéncia de montagem. Os dados
necessarios sao de mesmos tipos do exemplo anterior: coordenadas, conectividade, propriedades
de material, propriedades geométricas e condi¢oes de carregamento e vinculo, com valores dados a
seguir.

€) Ya 5l
3 Z
1 2 =
—Pe — > X —P>e
F, = 1000 N F, =500 N 4
(b) y F
& E’ Uys: x5
- € 3 ) €3 _ >
qu' FXl 1 2 4 ux4! Fx4
—
Uy Fyo Uya Fya

Figura 5.6: (a) dados do Exemplo 5.2. (b) modelo de EF.

Fase de pré-processamento

Os elementos 1, 2 e 3 possuem didmetro interno d = 10 mm e espessura de parede de 2 mm, o que
resulta em drea de secio transversal de 75,398 mm?. J4 o tubo 4 possui didmetro interno d = 12 mm
e espessura de parede de 3 mm, o que resulta em drea de secdo transversal de 141, 37 mm?.

" Tabela de conectividade
N6 Coord.  [mm) Elemento N61 N6 J
1 0.0 1 1 3
2 400.0 9 3 9
3 200.0 ’ 3 9 4
4 600.0 4 3 5
5 600.0
Propriedades de material e geométricas Condigdo de contorno
Elemento E |N/mm?| A [mm?] Né6
1 2,0-10° 75, 398 L Fyp = 1000 N
2 2,0-10° 75,398 2 Fpp=-500N
3 2,0-10° 75, 398 4 uza=0,0
4 2,0-10° 141, 372 5 U =—0,2mm

Destes dados se depreende que o nimero de deslocamentos nodais ou graus de liberdade do
modelo é 5, um deslocamento axial por né. Destes, dois ji sao conhecidos, restando apenas 3 como
incégnitas (ug1, Uze € ugg). Assim, podemos concluir que o sistema de equagdes fard uso de uma
matriz de rigidez de dimensoes 5 x 5, mas que apds incorporagao de condigdes de contorno (nimero
de graus de liberdade conhecidos) se reduzird a 3 x 3. Assim, comegamos calculando as matrizes de
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e quinta linha da matriz K da equacao (5.20) pelo vetor de deslocamento completo:

Kaiugr + Kaguzo + Kazugs + Kyqupg + Kgsu) = Fy+ Ry =0+ 4.906,4,
Ks1uz1 + Ksougo + Kszugs + Ksqtgpg + Kssud F5 + R5 = 0 —5.406,4.

A multiplicacao de U pelas tres primeiras linhas de K resultam exatamente nos valores prescritos
de carregamentos nos nés 1, 2 e 3, isto é, Fy; = 1.000 N, Fpo = —500 N, F,3 = 0.

Etapa de cdlculo das tensoes nos elementos
As deformacées, as tensGes normais axiais e os esforgos em cada elemento sdo obtidos usando o
mesmo procedimento usado no Exemplo 1.

el = “””%1“9” = 6,31-10%, ol = Eey = —13,27 N/mm?2, N} = Ajoz1 = —1000N,
2 = “”3%2%3 =2,92.107%, 02 = Begp = 58.45 N/mm?, N2 = Ayozp = 4406 N,

&3 = WL;S““ =3,25-107%, 0% = Begy = 65,07 N/mm?, N3 = Azoz3 = 4906 N,

el = %%4“”3 = —1,91-107%, o = Fegq = —38,24 N/mm?2, N2 = A3043 = —5406 N.

(5.23)
Assim, o primeiro e quarto elemento se encontram submetidos a compressao, enquanto o segundo
e terceiro a tragao.

5.3 Estruturas planas de barras

Na secao anterior foi formulado o problema de equilibrio de uma estrutura de barras em que todas
elas possuem a mesma orientagdao do eixo global x do sistema de coordenadas. Entretanto, numa
trelica plana, tem-se barras orientadas em varias direcoes, nao apenas na dire¢ao do eixo global x.
Assim torna-se necessdrio desenvolver a formulagao apresentada para simular a rigidez de um ele-
mento orientado numa diregao arbitrdria no espago em relacao aos eixos xyz. Inicialmente veremos
o caso 2D como na Figura 5.7, em que a barra estd contida no plano zy. Agora deve-se considerar
dois sistemas de coordenadas, o sistema local de coordenadas, T3z, que possui o eixo & colinear
com o elemento, e o sistema global de coordenadas, zyz, utilizado para descrever a estrutura
como um todo. Todo o equacionamento visto nas se¢oes anteriores continua vilido em relagao ao
sistema local, de forma que apenas se torna necessario rotacionar a formulacao para o sistema global,
como serd descrito na presente secgao.

Segundo o modelo descrito na se¢ao anterior, a rigidez da barra é relacionada somente aos deslo-
camentos axiais. Em outras palavras, deslocamentos transversais & barra nao provocam esforcos. De
fato, a barra, por natureza, é incapaz de suportar deslocamentos transversais (esforgos cortantes).

Se o comportamento de uma barra for aproximado por um unico elemento, a condigao de equi-
librio na diregao local z é dada pelas equagoes (Figura 5.7):

AE/L —AE/L g1 | [ Pu
~AE/L AE/L U2 | | Po2 J°
Abrindo as equacoes,

AFE _ AE _ _

Tuxl - Tu{b2 = P,
AFE AFE _
—Tﬂxl + Tﬂaﬁ = Px2- (524)

O fato da barra nao possuir rigidez quanto aos deslocamentos transversais significa que sua rigidez
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T AN / X B — A / X

x2

Figura 5.7: (a) deslocamentos nodais nos sistemas de coordenadas local e global; (b) esforgos nos
mesmos sistemas.

transversal é nula, o que pode ser descrito como

Oﬂyl—()ﬂyg = Pyl =0,
Py =0. (5.25)

-0 Uyl + 0 Uy2

Juntando estas equagbes em forma matricial temos que

1 0 -1 0 Ugl Py

AE| 0 0 0 0 a1 ) Pa . BT

<210 1 0 N 1?;02 , isto ¢, KU =P (5.26)
00 0 0 Uyo Py

Observamos que nesta ltima expressao nao foi feita outra coisa que agregar a matriz de rigidez
(2 x 2) original, os graus de liberdade associados aos deslocamentos transversais dos nés. Assim,
estas equagdes descrevem o equilibrio da barra no seu sistema local de coordenadas (Z, 7).

Figura 5.8: Componentes de deslocamento nodal no sistema de coordenadas zy e Ty.

Seja assim o sistema local de coordenadas bidimensional associadas aos vetores unitarios €, e
e, e seja o sistema global com vetores e, e e,. Um vetor u qualquer pode ser descrito pelas suas
componentes locais (U, 4y), assim como pelas suas componentes globais (uz, uy). A transformacao
de componentes de um sistema para outro segue a seguinte regra de rotacao vista na eq.(1.54): (ver
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A matriz de mudanga de sistema é chamada matriz de rotagao T. Com o objetivo de rotacionar
as componentes dos dois nés da barra simultaneamente, definimos a matriz de rotacdo R como:

Ugpl cosa  senc« 0 0 Ugl

U= 1_Ly1 | —sena cosa 0 0 Uy1 —RU (5.27)
(T 0 0 cosa  senc« Ug2
Uy2 0 0 —sena Ccos« Uy

(5.28)

Note que as componentes de forca sao rotacionadas da mesma forma que as de deslocamentos,
uma vez que, por defini¢ao, qualquer vetor se transforma da mesma maneira.

Substituindo (5.27) e (5.28) em (5.26) obtemos
KRU=RP. (5.29)

Mas note-se que as matrizes rotacio tem a propriedade? que RT= R™!. Assim pre-multiplicamos
(5.29) por RT obtendo

RIKRU‘=P° - (5.30)
Ke

Nessa expressao introduziu-se o sobre indice “e” para indicar que se referem a um elemento arbitrario
e. K¢ é a matriz de rigidez do elemento nas diregoes globais, U° e P® sao os vetores de
deslocamentos nodais do elemento nas diregoes globais e o vetor de esforcos nodais nas mesmas
diregoes, como mostrado na Figura 5.7.

Devido a sua simplicidade da defini¢do de K¢ em (5.30), pode-se obter explicitamente a matriz
de rigidez de um elemento finito de barra orientado no plano zy:

COS2 « COoS axsen « — COS2 (07 — cosasen o
AFE COos axsen « sen 20& — cosasen — sen 2a
K= T —COS2Od — COS & sen « 0082a COS (x sen & (531)
— COoSs &xsen — sen 20[ CoS axsen « sen 20[

5.3.1 Exemplo 5.3 - Trelica plana simples

Considera-se o problema de uma estrutura bidimensional de trés barras (a estrutura plana mais
simples que existe) com dois nés fixados & parede e uma for¢a concentrada atuando no né 2, como
mostrado na Figura 5.9 Como o modelo de barras nao considera momentos de flexao deve-se ter
rétulas nos ndés. O primeiro passo consiste em definir um sistema global de coordenadas, que pode
ser aquele indicado na figura. Para simular este problema vamos seguir a seguinte sequéncia padrao
de operagoes.

Isto pode ser visto invertendo R e comparando com RT. Mas a prépria inversa de R pode ser obtida de maneira
simples. Observamos que R é a matriz associada a uma rotagdo a tomada como positiva quando medida anti-horério
em torno do eixo z para definir o novo eixo & a partir de z. A matriz R™!, por outro lado, é a matriz associada
a rotacdo do eixo Z no sentido de z, isto é, fazendo um angulo « horédrio em torno de z, isto é, com sinal negativo.
Assim, R™! pode ser diretamente obtido de R, apenas trocando o sinal de o. Como cosseno néo troca de sinal, mas
o seno sim, temos o resultado final R~ = R”.
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Fase de pré-processamento

Figura 5.9: Trelica plana do Exemplo 5.3.

1. Dados de Coordenadas nodais:

Tabela de coordenadas

N6 a[m] ym
1 0,0 0,0
2 1,5 1,5 (5.32)
3 0,0 1,5
. Dados de conectividade dos elementos:
Tabela de conectividade
Elemento N6 local 1 N6 local 2
1 1 2
9 3 9 (5.33)
3 1 3

. Dados de propriedades geométricas. O comprimento do elemento é calculado pelo pro-
grama a partir das conectividades dos elementos e das coordenadas dos nés. Porém, a drea
deve entrar como pardmetro no modelo diretamente dado pelo analista:

Tabela de prop. geométricas

Elemento

Area

1,23

3-107% m?

(5.34)

. Dados de propriedades de material. A tnica propriedade de material usada no modelo
de barras ¢ o médulo de elasticidade. Admitimos neste exemplo que todas as barras sao
construidas do mesmo material:

Tabela de propriedades do material
Elemento Médulo de elasticidade

1,2,3 2,07 - 10" N/m?

(5.35)

. Construcao da tabela de graus de liberdade. Esse nao é um conjunto de dados, mas uma
tabela auxiliar que ajuda no entendimento dos processos de sobreposicao das matrizes. Essa
tabela identifica os graus de liberdade ou equagoes totais do sistema. Cada né contribui com
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a=90°sena=1, cosa=0, A3 =3-10"* m?, F; =2,07- 10" N/m? L3 =1,5m.

0 0 0 0

0 1 0 -1|N

_ 107 -

Ky=4,14-107 & o |
0 -1 0 1

Etapa 2 - Sobreposigao da matriz global. A dimensao da matriz de rigidez global depende
do nimero de incégnitas do problema. No presente exemplo tem-se trés nés com duas incégni-
tas associadas a cada um: os deslocamentos u, e u,. Consequentemente tem-se, em principio,
6 graus de liberdade no modelo. A matriz de rigidez tem tamanho 6 x 6, originalmente com

Z€ros nas suas Componentes:

oo oo o
coc oo oo
coc o oo o
oo oo o
co o oo o
oo oo oo

A sobreposicao de cada matriz elementar na matriz global se faz usando a informacao da
tabela de indexagao. Para o elemento 1 a tabela de indexagao fornece as linhas (equagoes) e
colunas em que serd inserida a matriz elementar:

Elemento No61 No62

1 1 2 3 4

Inserindo na matriz do elemento 1 em K, segundo esta ordem, se tem

1,464 1,464 —1,464 —1,464 0 0
1,464 1,464 —1,464 —1,464 0 0
K107 | 1464 —1,464 1,464 1,464 0 0
—1,464 —1,464 1,464 1,464 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 |

O processo se repete para as demais matrizes. Apds a inser¢ao da matriz Ko temos

1,464 1,464 —1,464 —1,464 0 0
1,464 1,464 —1,464 —1,464 0O 0
K _1. 107 | “L464 —1,464 5604 1464 —4,14 0
—1,464 —1,464 1,464 1,464 0 0
0 0 —4,14 0 4,14 0
0 0 0 0 0 0 |

e apos a insercao da matriz Ks, a matriz de rigidez global toma sua forma final:

1,464 1,464 —1,464 —1,464 0 0

1,464 5,604 —1,464 —1,464 0  —4,14

K1 107 | “1464 —1,464 5604 1,464 4,14 0
—1,464 —1,464 1,464 1,464 0 0

0 0 —4,14 0 4,14 0

0 —4,14 0 0 0 4,14

(5.37)

Etapa 3 - Sobreposicao do vetor de carregamento. Neste exemplo tem-se apenas um
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elasticidade, e o esfor¢o normal é calculado também de forma simples. Por exemplo, para o
elemento 1,

ol = Eel=2,07-10" x (~1,6098 - 1075) = —3,332 x 105 N/m?,
N} = Ajok=3-10"" x (—3,332 x 10°) = —1000 N.

5.4 Barras em 3D - trelicas espaciais

Para simular trelicas espaciais, deve-se rotacionar a equacao de equilibrio do elemento no espaco
tridimensional. O conceito é idéntico aquele usado no caso de trelicas planas. O equilibrio da barra
em relagao ao sistema local ZgZ se escreve, em forma matricial, como:

1 00 —1 0 07 ( @ Py )
0 00 0O 00O Uy Py
AE| 0 0 0 O 0 O U1 P, L
Tl =100 1 00|Yam (= ) P (@59
0 00 0O 00O Uy Pys
L 0 00 0 0 0] | 2o | P, )
KU = P. (5.39)

As equagoes relevantes sao a primeira e quarta, dado que as outras sao identicamente nulas (nao
existe rigidez nas dire¢oes transversais a barra). Estas equagdes, escritas no sistema local, podem
ser rotacionadas para o sistema global mediante o uso de uma matriz de rotacao, agora de dimensoes
6 x 6. Para se obter esta matriz de rotagao (que fornece as componentes de coordenadas locais a
partir das globais) parte-se da eq. (1.52):

Uy Ri1 Ri2 Ris Ug
Uy ¢ = | Ro1 Roo Ra3 Uy
Uy R31 R32 Ras Uy

Essa matriz rotaciona as componentes de um vetor qualquer. Assim, é usada para rotacionar as
componentes dos vetores forca e deslocamentos nodais nos dois nés. Por comodidade, isso é feito
de forma simultanea, montando a matriz de rotacdo R numa forma tal que

Uy [ Ri1 Ria Ris 1 ( w1
Uy1 Ro1 Rz2 Ras Uyl
Uy R31 Rz Ras Uzl
_ = ) 5.40
Uz Ry Riz Rig Uz2 (5.40)
Uy Ro1 Rzo Rag Uy
Uz2 L R31 Rszz Rss | | ux2
e, de forma andloga para os esfor¢os nodais. Em forma simbdlica essas rotagoes sao
U =RU, F = RP. (5.41)

A matriz R é ortogonal (R™'=RT). Entdo, substituindo (5.41) em (5.39) e em seguida pré-
multiplicando o resultado por RT obtém-se a equacdo de equilibrio do elemento no sistema global
como

K°U®=P°, onde K°=RTK®R". (5.42)

K ¢é a matriz de rigidez do elemento de barra orientado de forma arbitrdria em relagao ao sistema
global. Incluiu-se aqui o sobre indice “ej para indicar que essa relagao se refere ao elemento arbitrario
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Um ponto importante a ser notado é o seguinte. E fécil verificar que a matriz global K€,
resultado da operacao (5.42), é uma matriz que depende apenas dos cossenos diretores do vetor
unitédrio local €1, (ao longo do elemento, com origem no né local 1) que sdo Rj1, Ri2 e Riz. As
demais componentes de R nao sio usadas, devido aos zeros contidos em K.

Os vetores que definem as coordenadas globais dos dois nés do elemento sao designados por
xo = (z2; Y2; 22) e X1 = (z1; y1; 21). Entdo, e comprimento L. do elemento e os cossenos diretores
de e; sao calculados por:

T2 — 21 Y2 — 1 22— 21
11 I 12 =m I

Lo = /(@ — 21) + (o — 92)° + (22— 21)% (5.43)

Assim, a matriz de rigidez de uma barra com orientacdo arbitraria no espago ¢ dada de forma
explicita como:

K¢ = RK® R®, isto é,

2 Im In =12 —Ilm —in
Im  m?> mn —Ilm -m? —mn
. FA In  mn n?  —In —mn -n?
K=T1 2 “m -m 2 m m (5.44)
—Im —-m? —mn Im  m? mn
| —In —mn —-n? In  mn n? |

Os procedimentos para sobreposicao do sistema, incorporagao das condi¢oes de contorno e res-
olucao do sistema algébrico sao idénticas aos do caso plano. Veremos isto no exemplo abaixo.

5.4.1 Exemplo 5.4 - treliga espacial

Consideramos a estrutura 3D ilustrada na Figura 5.10. Os nés 1 a 4 estao contidos no plano zy e
definem um retangulo. Os elementos le 4 sdo perpendiculares ao plano zy. As barras tem drea de
secdo transversal A = 5-107% m?, médulo de elasticidade E = 2,07 - 10' Pa. Duas forcas atuam
nos nés 5 e 6 cujos médulos sao F' = 1.750 N nas diregoes indicadas na figura e cujas componentes
tem seus valores na eq. (5.45).

Figura 5.10: Trelica espacial do Exemplo 5.4, com sete elementos.
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Solugao:

Os dados do modelo sao os seguintes:

Conectividade dos elementos

i Coordenadas nodais [m] Elem. Nol No 2

Né6 T Y z

1 1 6

1 0 0 0 9 9 6

2 0 1,732 0 3 3 5

33,4647 1,732 0 4 4 5
4 34647 0 0

) 2 5

) 0 0 1,0 6 3 6

63,4647 0 1,0 - 5 6

Existem trés graus de liberdade por né, (ug, uy, u;). Os nés do contorno devem ter condicoes de
contorno de deslocamentos dadas:

Condigoes de contorno

N6 ug, uy wu.
1 0O 0 O
2 0O 0 O
3 0O 0 O
4 0O 0 O

A resolucao do problema se dé de forma semelhante ao anterior. As diferencas bdsicas sao as
seguintes:

e SAo necessdrios trés cossenos diretores, (I, m,n ), para definir a orientagdo de cada barras.
Como nao levamos em conta efeitos de flexdao, nao é preciso identificar a orientacao da secao
da barra em relacao a seu eixo, nem tao pouco a forma da secdo. As coordenadas nodais
e os dados de conectividade dos elementos permitem calcular o comprimento e os cossenos
diretores de cada elemento por (5.43). Os comprimentos dos elementos 1 e 4 sdo 1 m, das
barras 2 e 3 sdo 2 m, das barras 5 e 6 é de 4 m e da barra 7 de 3,4641 m. Os cossenos diretores

sao as seguintes.
Tabela de cossenos diretores

Elem. l m n
1 0 1 0
2 0 0,5 —0, 866
3 0 0,5 -0, 866
4 0 1 0
) —0, 866 0,25 —0,433
6 0, 866 0,25 —0,433
7 1 0,25 0

e Existem trés graus de liberdade por né, (u,,uy,u,), que devem, portanto, serem relacionados
na tabela de Graus de Liberdade e obviamente na matriz de rigidez dos elementos e do
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Observacoes Finais

. O tamanho da matriz de rigidez depende do nimero de incégnitas a ser determinadas: Nidmero

de incdgnitas N = Numero de nés Nnos x Namero de graus de liberdade por nd ngln (2 g.1.
no caso de treligas planas e 3 g.l. no caso de treligas espaciais)

A montagem da matriz de rigidez implica calcular cada matriz elementar e realizar sua pos-
terior sobreposicao na matriz global mediante os dados de conectividade.

As tensdes de um elemento sdo calculadas a partir do deslocamento axial relativo dos nés do
elemento. Para isto é preciso rotacionar os deslocamentos calculados no sistema global para
o sistema local do elemento.

. Os valores de deslocamentos devem ser apreciavelmente menores que as dimensoes do sistema.

Caso contrério estariam sendo violadas as hipdteses de linearidade admitidas: deslocamentos e
deformagdes suficientemente pequenas. (A expressao “pequenas deformagdes” nao possui um
significado preciso em engenharia. Em geral, sdo considerados pequenos valores de deformagoes
e < 0,005 e rotagoes menores que aproximadamente 5° para os elementos). Se a solugao viola
essas hipdteses, os resultados sao invélidos, ou sao caracterizados por erros acentuados.

O modelo considera unicamente esforgos axiais. Nao levam em conta flexao. Isto significa
que serve para simular estruturas trelicadas, com articulagoes nos nés, ou com uma razdo de
esbeltez (L/A) grande para cada barra.

O modelo considera que cada elemento possui secdo uniforme, sem entalhes, sem nenhuma
irregularidade geométrica. Isso significa que as tensoes obtidas nao levam em conta efeitos
de concentracao de tensoes, como aquelas que surgem em furos, ranhuras, mudancas de
secdo, regides nas extremidades com pinos, soldagem, etc. As tensbes assim obtidas sao
tensoes nominais. As tensées nas regioes perturbadas podem ser obtidas corrigindo a tensao
nominal por fatores de concentracao de tensao, se os entalhes forem de geometria padrao, ou,
caso necessario, realizando uma modelagem da barra utilizando elementos finitos de casca ou
sélidos tridimensionais.

Quando consideramos barras sujeitas apenas a cargas nodais, sem carregamento distribuido,
a solucao obtida por elementos finitos coincide exatamente com a solucdo exata do modelo
que seria obtida das equacoOes diferenciais de barra. Note que esta é uma situagdo particular.
Em qualquer outro problema fisico, o método de elementos finitos se propoe apenas a obter
uma aproximacao da resposta exata, e é isso que em geral se obtém.

O método descrito nesse capitulo é a forma mais simples do método de elementos finitos
(MEF), e s6 é vidvel nesse formato devido a grande simplicidade do problema de barras,
(também pode ser utilizado na solugao do problema de vigas, como serd descrito no préximo
capitulo). Nos demais problemas de engenharia, mais complexos, um procedimento de aplica-
bilidade geral é utilizado para a formulagao do MEF. Aplicactes desse formalismo é descrito
e aplicado nos demais capitulos do livro. Entretanto, as etapas gerais de operagoes com-
putacionais (entrada de dados, sobreposigao, imposigao de condigdes de contorno, solugao do
sistema, pés-processamento) sao, em esséncia, as mesmas etapas do método geral de elementos
finitos.

Exercicios
Qual é o significado fisico do sistema de equagoes?
Que significa (fisicamente) cada equacao do sistema?

Porque o nome matriz de rigidez?
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