Capitulo 13

Teoria de cascas

A teoria de placas de Kirchhoff (1850) é estendida para cascas por Love (1888). A teoria de cas-
cas de Love,! como as vezes é conhecida, popularizou-se apesar de inconsisténcias decorrentes da
inclusdo ou exclusao indevidas de termos. Vérias versoes dessa teoria surgiram e diferem entre si
com relagao a termos de pequena ordem de grandeza oriundos da tentativa de simplificar expressoes
mais complicadas envolvendo a curvatura. Leissa (1973) faz uma andlise comparativa das expressoes
matemadticas contidas em vérias dessas versoes e Koiter (1960) mostra, do ponto de vista da precisao,
que elas pouco diferem uma das outras. A melhor de todas as versoes da teoria de Love, no que diz
respeito a simplicidade e consisténcia, é a de Sanders (1959).

Ao mencionar a teoria cldssica de vigas ou a de placas, referimos indubitavelmente & teoria de
Euler-Bernoulli ou & de Kirchhoff, respectivamente. No caso de cascas, ao mencionar a teoria classica,
devemos especificar a versao da teoria de Love a que referimos: por exemplo, teoria cldssica de cascas
segundo Sanders.?

As equagoes apresentadas neste capitulo podem ser identificadas diretamente com quatro teorias
de cascas. Duas delas sdo as versoes de Reissner (1941) e de Sanders (1959) da teoria de Love e
as duas outras sao formas modificadas dessas versoées que incorporam a deformacao de cisalhamento
transversal segundo a hipétese de Reissner-Mindlin. A versao de Sanders serd descrita neste capitulo
como sendo a versao de Reissner corrigida. Perceba na leitura como a presenga da curvatura faz uma

teoria de cascas ser necessariamente mais complicada do que uma teoria de placas.

13.1 Relagoes deformagao-deslocamento

Seja o elemento de casca da Figura 13.1, de espessura h e referido ao sistema de coordenadas
curvilineas ajas(. As curvas coordenadas a1 e ao sdo ortogonais sobre a superficie média e a

coordenada ¢ mede, na dire¢ao da normal n, a distAncia de um ponto da casca a essa superficie.

! August Edward Hough Love, matemético inglés nascido em Weston-super-Mare em 1863, falecido em Oxford em

1940.
2John Lyell Sanders Jr., engenheiro aerongutico norte-americano nascido em Highland em 1924, falecido em Sudbury

em 1998.
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Figura 13.1 Elemento de casca.

Se o vetor posicao de um ponto P(ai,as) sobre a superficie média é dado por r (veja Figura
13.2), o vetor posi¢do de um ponto P*(a, ag, () da casca, distante ¢ da superficie média (e de P),
serd

r*(aq, a2, () =r(ai, az) + (n(ag, asz). (13.1)

Para ( fixo, o vetor r* torna-se funcao sé de a; e as, descrevendo assim uma superficie paralela a
superficie média. A prépria superficie média é um caso particular de uma superficie descrita por r*
com ¢ = 0. O que procuramos com uma teoria de cascas é bidimensionalizar o problema em funcao
das coordenadas ag e as.

No ponto P, os vetores unitdrios tangentes & superficie média na direcao das curvas coordenadas
e normal & superficie sao definidos em (12.20):

1 or 1 Or 1 or 1 Or

e |0r/Ocu1| Davy T A 0y e |0r /Oaz| Doa ~ Ay 0y nT e e (132)
Em vista de (13.2) e (12.51),
or*  Or on ¢ ¢
8&1 6041 + C@al ! [( + R1> et R12e2}
or*  or on ¢ < o
80[2 N 80(2 + Caozz N A2 [ngel + <1 + R2> e2:| 8( - (133)

No ponto P*, os vetores unitdrios tangentes & superficie paralela na direcao das curvas coordenadas

e normal & superficie sdo dados por

gt - e ()
| I'/ Oll| a1 \/(1+C/R1)2+C2/R%2 1 12
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superficie paralela

superficie média

i

Figura 13.2 Vetores unitdrios num ponto P da superficie média e num ponto P* fora dela.

Perceba que n* é perpendicular a e] e €3, mas
24 ((1/R1 +1/Ra) i
2 ,2/p2 2, 2,0 | B12
{(1+C/R1) +¢ /R12] {(1+C/R2) +¢ /R12]

e]-e;,= (13.5)
Ou seja, e} e €} s6 serao perpendiculares entre si quando 1/Rj2 = 0 (as curvas coordenadas ay e as
sobre a superficie média coincidem com as linhas de curvatura).

Se 1/R12 = 0, entao e} = e, €5 = ez, n* = n. Nessas condicoes, o sistema a;az( definido como
ortogonal sobre a superficie média serd também ortogonal em qualquer ponto do dominio. Ou seja,
as trés superficies definidas por a1 = of, ag = af e ( = ¢® se cruzam ortogonalmente para todos
os valores atribuidos a oz(l), 048 e (Y. Os vetores unitdrios serdo independentes de ¢, as curvaturas
normais 1/R; e 1/Ry ser@o as curvaturas principais e os comprimentos ds}, dsj indicados na Figura

13.1 sobre uma superficie paralela valem

. or*
dSl = ‘87‘(1

¢ . |Or"
qu:Al <1+§1 qu dS2: @

dag = Asy <1 + i) das. (136)
Ry

Qualquer outro sistema ortogonal definido sobre a superficie média nao serd ortogonal fora dela.
Admitiremos neste capitulo que as curvas coordenadas a; e as do sistema ortogonal a;ais( coincidem
com as linhas de curvatura. O uso de um sistema mais geral apontaria para o uso também do cédlculo
tensorial (Fliigge, 1972).

Denominemos u1, us € ug as componentes do deslocamento de um ponto qualquer da casca nas

direcoes de g, ag e (, respectivamente:

u(a, az, ) = ui(ar, az, {)er + uz(o, az, ¢)es + ug(ar, oo, ()n. (13.7)

As relacoes deformacao-deslocamento num sistema qualquer de coordenadas curvilineas ortogonais

araeas sao dadas em (B.39). A linearizagao dessas relagoes resulta em
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Figura 13.3 Elemento de casca: (a) tensoes; (b) esfor¢os (tensoes generalizadas).

A Figura 13.3a mostra as tensoes que atuam num elemento de casca e a Figura 13.3b mostra os
esforgos (tensoes generalizadas) equivalentes que atuam na superficie média. As forgas de membrana
Ny, Ny (normais) e N1, Noj (de cisalhamento), os momentos My, M (fletores) e Mio, Mo (torgores),
e as forgas cortantes 1, Q2 s@o definidos por unidade de comprimento da superficie média. Em
geral N1y # Noi e Mys # Moy, apesar de 712 = 791. A igualdade Nio = Noj e M5 = Moy s6 ocorre
em placas (1/Ry = 1/Ry = 0), cascas esféricas (1/R; = 1/Rs) e cascas de revolucao solicitadas
axissimetricamente (N2 = N = Mz = Moy = 0).

Se a expressao simplificada (13.15) for utilizada em (13.21), as tensoes generalizadas aparecerao

em (13.24) redefinidas por

Ny o1 My 01
h/2 h/2
N = N2 = / 02 dc M = M2 - / g9 CdC
—h/2 —h/2
Nio T12 Mo T12
w2 1o,
Q- @ _ / L, (13.27)
Q1 —h/2 | Tin

onde dsjdssd( ~ Ay Asdagdasd( para cascas suficientemente finas, e as deformagoes por

67171 K1 m
€m =1 € k=14 ko y={ L (13.28)
m
m _ Yin
Y12 K12

O nimero de tensbes generalizadas independentes reduz para oito, visto que Nio = Noj e Mo =
Mo, assim como o numero de deformagoes generalizadas. As expressoes (13.27) podem ser obtidas
diretamente de (13.26) impondo (/R; < 1.

Vamos supor que o carregamento externo que atua sobre a casca seja constituido pela forga de vo-

lume | b, b, b, | € pelas forcas de superficie distribuidas na face inferior



404 Capitulo 13 Teoria de cascas

Figura 13.4 Borda da casca definida por «, = constante.

além da condicdo de canto M,s = M, nas extremidades de I';. Considerando todo o contorno T,
percebemos que é necessario especificar um, e somente um, elemento de cada par (ugy, NVy,), (wos, Ths),
(w, V) e (B,,, My,) em cada ponto do contorno, além das condigoes de canto em w (em I';) ou em
M,s (em T'y).

Alguns textos escolhem as vezes w,, na integral de contorno em (13.56) como varidvel primdria
no lugar da rotagdo [3,, (Sanders, 1959; Kraus, 1967). Nesse caso, §3,, dado em (13.50) deve ser

substituida em (13.56) tornando a integral de contorno

/ [(Tn ) Bt + (Tus — Toe) Suge + (Ve — Vo) bw — o (Mo — ML) by [ ds (1359)
Iy n
onde
M,
L= Not (13.60)

Os pares (ugn, Ny) € (8,,, My,), identificados anteriormente usando (3,, como varidvel priméria, devem
ser substituidos por (uon, Iy) € (w,, , My,), respectivamente, na prescrigdo das condigoes de contorno.
Como apontado por Koiter (1966), o uso de 3,, ou w,, como varidvel primdria conduz a condigoes
de contorno equivalentes.

Para uma interpretacao fisica de T,s e V,,, considere a Figura 13.4 onde é indicada uma borda
da casca definida por «,, = constante. Aproximemos o contorno da superficie média por uma linha
poligonal de lados infinitesimais. O comprimento de cada segmento pode ser considerado igual ao

comprimento ds do arco correspondente: ab = bc = ds.
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As equagoes constitutivas numa teoria de cascas devem relacionar as tensoes e deformagoes genera-
lizadas identificadas. Considerando que (/R; < 1, vamos substituir (13.15) e (13.64) nas definigbes
(13.27) para obter

) )
Ny b2 €' + (k1 €r’
Ny b= / LA e d=AY
Nig [ 713 + CRi2 V12
) )
My h2 e + (k1 K1
M2 = b2 Qb 67271 + Cfig CdC =D K92
Mo [ 713 + CRiz K12
h/2 m m
A gl Vg —ga ] L (13.66)
Q1 —h/2 Vin Vin

Note que Nio = Nay, Mo = Moy, K € o fator de correcao do cisalhamento e as matrizes constitutivas

A, D e A; s@o as mesmas definidas em (11.62). Numa forma compacta,

N A O €m
- Q=KA,~. (13.67)
M 0 D K

Kirchhoff Com a hipdtese de Kirchhoff, Q e « deixam de ser tensoes e deformagoes generalizadas

e, assim, Q = KA,y deve ser eliminado de (13.67):

N A O €m
— . (13.68)
M 0 D K

13.4 Corregoes de Sanders

A inconsisténcia que a simplificagdo (/R; < 1 introduz nas relac¢oes deformagao-deslocamento (13.15)
ou (13.20), no que diz respeito a movimento de corpo rigido, ou na definigdo dos esforgos (13.27) que
torna a sexta equagao de equilibrio (13.41) geralmente nao satisfeita, pode ser eliminada. Apesar de
ser uma inconsisténcia inécua para a maioria dos problemas préaticos, vamos eliminé-la seguindo o

procedimento proposto por Sanders (1959).

Reissner-Mindlin Mostramos no Apéndice C que num movimento de corpo rigido

m m m m
€] =€ =K1 =K2="71p, =", =0

€y = By €1 = —bn K12 = Ry K21 = Ry’ (13.69)

onde 3, é a componente da rotacdo (pequena) da superficie média em torno de n. O trabalho
realizado pelas forcas internas deve ser nulo num movimento de corpo rigido. De fato, usando

(13.69) escrevemos
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13.5 Consideragoes finais

Podemos identificar, por meio de pequenos ajustes, vérias das teorias de cascas existentes na literatura

a partir das equagoes apresentadas neste capitulo. Quatro dessas teorias sao listadas a seguir.

Versao de Reissner com cisalhamento transversal A casca é suposta deformar-se sob a

hipétese de Reissner-Mindlin:

e campo de deslocamento = (13.12)

deformac@o num ponto genérico da casca = (13.15)

€, €y, K1, K2, V1L, 7y, definidas em (13.14)

774, Rz definidas em (13.16)

8 relagoes deformacao-deslocamento =

e 5 equagoes de equilibrio = (13.40) (a equagao (13.41) ¢é esquecida)

e 8 equagoes constitutivas = (13.67)

total de equagoes a resolver: 21

incégnitas: u, v, w, Bla 527 G?Lna Egn’ 771%7 K1, K2, /%12’ ’Y?[rybu ’Yg:w Nla N2a N12 = N21a Mlv

My, Mg = M1, Q1, Q2

condicoes de contorno: = pégina 400.

Versao de Reissner da teoria de Love A casca é suposta deformar-se sob a hipdtese de Kirchhoff

(Reissner, 1941):

campo de deslocamento = (13.12) (f; e 55 ndo sdo independentes; relacionam-se a u, v e

w por meio de (13.18))

deformac@o num ponto genérico da casca = (13.20)

€', €5, K1, ko definidas em (13.14)

V1%, R12 definidas em (13.16)

6 relagoes deformacao-deslocamento =

3 equagoes de equilibrio = (13.49) (equivalentes as cinco equagoes (13.40))

e 6 equagoes constitutivas = (13.68)

total de equagoes a resolver: 15

incognitas: u, v, w, €', €', V13, K1, k2, K12, N1, N2, N12 = Ny, My, My, My = My
(Q1 e Q2 nao sao independentes; sdao determinados das equagdes de equilibrio

Eglzerﬁgz())
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Figura 13.6 Exemplo 13.2: reservatério cilindrico cheio de um liquido de peso especifico +.

onde
App = Ay = _Eh_ =A Ajp =vA
1—12
h? h2
D11 =Dy = EA Dy = EVA

Ags =

1—v
2

A

2

D66=h—(1—V)A.

24

Se os termos em h?/R e h?/R? forem desprezados, tanto as corregoes de Sanders como alguns termos

adicionais na segunda e terceira equagoes serao eliminados. O que sobra é a versao da teoria de

cascas de Love segundo Donnell (veja Kraus, 1967, p. 202). B

Exemplo 13.2 O reservatério cilindrico isotrépico da Figura 13.6, de raio R, comprimento L e

parede de espessura h, estd cheio de um liquido de peso especifico . Considere as equactes do

Exemplos 13.1 para determinar o campo de deslocamento e de esforcos na parede do reservatorio.

Suponha que a parede seja longa e engastada na base.

O liquido exerce sobre a parede do reservatério a carga axissimétrica

gn =7 (L—1x).

Devido a axissimetria, v = 0 (deslocamento na direcao de y) e u, w sdo fungdes apenas de x. As

equacoes de equilibrio do Exemplo 13.1 reduzem-se a

Rdw w
12 dx?t  R2

v du

d?u v dw _0 v du
R dx

a2 Rdr

1—-v
2

2

Veja que a axissimetria faz a sexta equagao de equilibrio (13.41) ser identicamente satisfeita, elimi-

nando assim a necessidade das corre¢oes de Sanders.

Integrando a primeira equacao, obtemos

du v
%—i—}—%w—C’
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Figura 13.7 Exemplo 13.3: reservatério cilindrico parcialmente cheio de um liquido de peso especi-

fico v.
obtemos
yR? 1 YR2L
A3=——+ | L—— Ay =— .
T Eh < a> : Eh
Portanto,

R? 1
w:L L—z—e*®|Lcosax+ |L——) senax| ;.
Eh a

Conhecido w, avaliamos
u = —% / wdzr + As

onde a constante Ay é identificada pela condi¢ao de contorno v = 0 em z = 0. O esforgo N, j4 foi

determinado como sendo nulo e os demais esforgos sao dados por

Eh du w Fhw
Ny = Avpeg’ + Amey’ = 73 < +_> = Nay = A6y =0

1-2\"dz " R R
En® dPw
M, = D11k + Dioky = — 1201 —v?) da? My = Disky + Dagky = v My
dM,
sz = D66ny =0 Qx = dr Qy =0.

Como o reservatério ¢ impedido de expandir-se no engaste, o esforco IV, é nulo nesse apoio. M

Exemplo 13.3 O reservatdério cilindrico do Exemplo 13.2 estd, agora, horizontalmente posicionado
e parcialmente cheio pelo liquido de peso especifico v (veja Figura 13.7). Estabelega uma solugao
considerando ainda as equagoes do Exemplo 13.1, supondo que as bordas do reservatoério estejam sob

as condicoes de contorno
v=w=N,=M,=0 emxz=0,x=0L.

O liquido exerce sobre a parede do reservatdrio a carga

qn =R (cos% —cos%) ,

onde a superficie livre do liquido é definida pela coordenada 1. Sabendo-se que

ou ov  w 0w 10v  0%w
w=alge(gmeg)] o[ gE (25

onde
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w(L/2,0) M,(L/2,0)
W M
1,02
2 L
1,01 |
1t
15 ol
0,99 : : : —1 : : : :
0 40 80 120 m 0O 100 200 300 400 m

Figura 13.8 Exemplo 13.4: convergéncia de w(L/2,0)/w e de M,(L/2,0)/M (m=1,3,...;n =0,
1).

Conhecidos Upn, Vinn € Wi, conhecemos o campo de deslocamento e, consequentemente, os campos
de deformagédo e tensao gerados na parede do reservatorio. Na solugdo do sistema para n = 0, os
parametros s12 = so3 = 0 implicam V0 = 0. Isso efetivamente elimina a segunda equagao do sistema,
como j& esperado, pois ela é coeficiente de senmmx/L senny/R.

Note que o procedimento aqui adotado na solugdo deste exemplo é semelhante ao de Navier. A

solugao por um procedimento andlogo ao de Lévy é deixado como exercicio (veja Problema 13.7). W

Exemplo 13.4 Suponha que o reservatério do exemplo anterior tenha comprimento L = 15 m, raio

R =2 m, espessura h = 0,003 m, seja de um material com
E =205 GPa r=0,3

e esteja completamente cheio de d4gua (7 = 10 kN/m?). Com base na solucio apresentada no exemplo
anterior, compare o deslocamento radial w(L/2,0) e o momento fletor M,(L/2,0) obtidos com e sem
as corregoes de Sanders.

Quando o reservatério estd completamente cheio (yg = wR), os coeficientes da expansao do

carregamento simplificam-se para

AR
Qmo=Qmi = ——  m=135, ... Own =0 n>1
mT

e os unicos coeficientes nao nulos da expansao do deslocamento sao Upg, Umi, Vini, Wmo, Wini.
Considerando como “exatos” os valores w = 7,449 - 1072 m e M = 143,381 - 103 N-m/m obtidos
na solugao do Problema 13.8 para o deslocamento radial w(L/2,0) e momento fletor M;(L/2,0), a
Figura 13.8 ilustra a convergéncia de w(L/2,0)/w e M,(L/2,0)/M. No eixo das abscissas m = 1
significa que dois termos foram retidos na expansao do carregamento (m = 1; n = 0,1), m = 3

significa que quatro termos foram retidos nessa expansao (m =1, 3; n =0, 1), e assim por diante.



Capitulo 14

Estabilidade do equilibrio

Um conceito bem intuitivo do que seja a estabilidade de um equilibrio é ilustrado pelo cléssico
exemplo da Figura 14.1, em que uma bola é colocada em trés diferentes posigdes de equilibrio A, B
e C sobre uma superficie sem atrito. Por simplicidade, consideramos que a bola sé possa mover-se
para a esquerda ou direita (bola com um tnico grau de liberdade). E facil verificar que as trés
posicoes sao de equilibrio porque é nula a resultante das duas unicas forcas que atuam sobre a bola
nessas posicoes: a forca normal N exercida pela superficie e o peso P. Dizemos que o equilibrio da
posicao A é estdvel porque se a bola for levemente deslocada para a esquerda ou direita tenderd a
voltar & posicao original: existe uma resultante ndo nula das forgas IV e P na posicao deslocada que
é restauradora, acelerando a bola de volta a posicdo A. Isso nido ocorre com as posicoes B e C' que
sao de equilibrio instdvel. A posicao C' é comumente denominada, principalmente na literatura mais
antiga, de equilibrio indiferente ou neutro. Se a bola for levemente deslocada para a esquerda ou para
a direita da posigao C permanecerd na posi¢ao deslocada (forca resultante nula), ndo retornando a
posicao original. O equilibrio indiferente é, portanto, um caso particular de equilibrio instdvel. O
procedimento de se verificar a estabilidade perturbando levemente o sistema em sua posicao de
equilibrio é de dificil aplicacao pratica porque as estruturas reais envolvem, via de regra, vdrios graus
de liberdade.

A configuracao de equilibrio de um sistema conservativo, na auséncia de forcas giroscépicas
(Ziegler, 1977; Bazant e Cedolin, 2010), é estével se, e somente se, corresponder a um minimo local
da energia potencial em relagao as coordenadas generalizadas (veja o quarto dos Comentdrios 7.1 e a
Segao 7.5). Esse critério de energia é de ficil sistematizacao e aplicagao pratica. Visto que o peso é a
unica forca a realizar trabalho na Figura 14.1 e sua energia potencial é proporcional ao deslocamento
vertical da bola, a superficie indicada pode também ser vista como a representagdo grafica, numa
certa escala, da energia potencial do sistema. Verificamos, assim, pelo critério de energia o equilibrio
estdvel na posigdo A (a energia potencial € um minimo local) e o equilibrio instdvel nas posigoes B
e C (a energia potencial ndo ¢ um minimo local).

Mostramos no Exemplo 7.12 que a linearizagdo de um problema na mecénica das estruturas

(problema com linearidade geométrica e fisica) restringe a solugdo a ser tnica e o equilibrio a ser
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instavel ~

estavel

Figura 14.1 Bola sobre uma superficie sem atrito, sujeita a forca normal N e ao peso P: o equilibrio

em A é estavel e em B e C é instavel.

estdvel, desde que o movimento de corpo rigido seja convenientemente removido por meio de apoios.
Se houver possibilidade de movimento de corpo rigido, a solu¢ao do problema linear ndo serd tinica
(campo de deslocamento indeterminado) e o equilibrio nao serd estavel. Ou seja, se a estrutura for
deslocada da posicao de equilibrio permanecerd numa posicao deslocada, nao retornando & posigao
original.

Mesmo na presenga de apoios que restrinjam movimento de corpo rigido, uma estrutura pode
apresentar varias configuracoes de equilibrio sob um mesmo carregamento, das quais algumas podem
ser instdveis. Observe essa situagao, por exemplo, ao comprimir entre as maos uma simples régua
escolar, como indicado na Figura 14.2: (a) para valores pequenos da carga P aplicada, a régua
permanece reta (essa configuragao de equilibrio é estdvel e unica); (b) para valores maiores da carga,
a régua encurva-se para cima ou para baixo em equilibrio estdvel, tornando o equilibrio da forma
reta instdvel e, por isso mesmo, nao percebida no experimento.

Insistimos que as equactes de equilibrio nao identificam, por si s6, se o equilibrio é estdvel ou
instavel. Algum critério precisa ser adotado para verificar a estabilidade, como é o caso do critério
de energia para sistemas conservativos. Insistimos também que para uma estrutura devidamente
apoiada sob um certo carregamento, nao faz sentido procurar por duas ou mais configuragoes de
equilibrio ou analisar a estabilidade de uma dada configuragdo empregando um modelo linear. A
andlise da estabilidade do equilibrio é fundamentalmente um tépico da mecanica nao linear.

Na forma como é tratada na mecanica das estruturas e também neste capitulo, a perda da
estabilidade de um equilibrio decorre necessariamente da nao linearidade geométrica sob influéncia ou
nao da nao linearidade fisica. Nesse contexto, dizemos que sao as estruturas formadas por elementos

esbeltos (vigas, placas ou cascas) sob compressao que dao ao assunto significado prético.

14.1 Ponto de bifurcacao e ponto limite

Mostremos por meio de modelos estruturais simples, com um tnico grau de liberdade, conceitos
importantes relacionados com a estabilidade do equilibrio. O objetivo é reduzir o algebrismo ao

minimo, sem afetar os conceitos fisicos. Vamos nos restringir a sistemas conservativos, que por sinal
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L
G
Configuragoes de equilibrio
(a)
P k0 P
. : pP=—
traj. secundaria L sen 6
— estavel

=== Instavel

traj. primaria (6 = 0)

- b/g 0 0

(b) (©)

Figura 14.3 Exemplo 14.1: (a) barra rigida com mola linear de rigidez k que restringe rotacao; (b)

trajetorias de equilibrio; (c) verificagao simples da estabilidade do equilibrio na trajetéria secundéria.

a trajetdria seguida no processo inicial de carregamento. Qualquer curva que cruze a trajetoria
primdria é uma trajetoria secunddria; qualquer curva que cruze uma trajetéria secunddria é uma
trajetoria tercidria, e assim por diante. Finalmente, uma curva diferente da trajetéria priméria e que
nao cruza nenhuma outra trajetéria é dita trajetéria complementar (veja Figura 14.9). O ponto de
cruzamento de trajetérias é um ponto de bifurca¢do. Ou seja, a configuragao de equilibrio associada a
um ponto de bifurcagdo pertence a mais de uma trajetéria. Enquanto um ponto sobre uma trajetéria
corresponde a uma possivel configuracao de equilibrio, pontos fora dela correspondem a uma situacao
em que hd aceleracdo (processo dinamico). Podemos verificar por meio de limy_,g P = k/L que a
trajetoria secunddria ndo passa na origem, mas no ponto (0,k/L). Analisemos a estabilidade ao
longo das trajetérias considerando que
2
a1 =k — PLcos@.
do?

Para 6 = 0 (trajetéria primdria; barra vertical),
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P
. k
%>—V\/\/‘—! -
P
— estavel
S ] === instavel
I traj. primaria (6 0)\:
1
. ~ 1
ponto de blfurcagao\: P =kL
Rl AN
O" ~‘§
traj. secundaria , . P=kLcosf
4 .
J— 'I' ‘\‘
T T
Configuragoes de equilibrio 2 2
(a) (b)

Figura 14.4 Exemplo 14.2: (a) barra rigida com mola linear de rigidez k que restringe translagao

horizontal; (b) trajetérias de equilibrio.

A energia de deformacio da mola muda para

U= %k(LsenQ)Q.

Conhecida a energia potencial do sistema,

1
H:U+VZEkL2sen29—PL(1—cos0),

temos que a equagao de equilibrio é

dll

— = (kLcosf — P) Lsen6 = 0.

do

A solugao dessa equagao é dada por

# =0 para qualquer P

P =FkLcosf para diferentes pares (6, P)

cuja representa¢ao no espago 0P, para —7m/2 < 0 < /2, é dada na Figura 14.4b. Analisemos a

estabilidade ao longo das trajetérias de equilibrio, no dominio —7/2 < 6 < /2, considerando que

d*11

de?

kL? cos 20 — PL cosb.

Para § = 0 (trajetéria priméria; barra vertical),

¢

d*11

——| =kL*-PL { =0

d6? |g—o

\

>0

<0

= P < kL (equilibrio estdvel)

= P = P, = kL (ponto critico)

= P > kL (equilibrio instével).
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P

v ;;é%/ v

| L ! | L |

Configuragoes de equilibrio

(a)
P
— estavel
! -=-=- instavel
1
P kL
2 Lop = 7
: 2
ponto de bifurcagio™ "\\ Pl <1 _ 1 ) cos6
/T send) send

traj. primaria (6 = 0)/
traj. secundaria

(b)

Figura 14.5 Exemplo 14.3: (a) barra rigida com mola linear de rigidez k inclinada; (b) trajetérias

de equilibrio.

e comprimento final

Ly = \/(L + Lsen6)? + (Lcos0)? = Lv/2y/1 + sen,
sua energia de deformacao é
U= %k(LQ L)% = kL2 (\/mf 1)2.
Conhecida a energia potencial do sistema,
M=U+V =kL? (W—lf—PL(l—cos@),
obtemos a equagao de equilibrio

dll 1
— =kl (1 - — - PL =0.
70 k < m)cos@ senf =0



14.1 Ponto de bifurcagao e ponto limite 433

P

N ___{L [sen a — sen(a — )]

() —!
2L [cos (@ — ) — cos a]

P
ponto limite P=4kLtg(a —0)[cos (@ —6) — cos a]
A
Pcr 7 i‘ """" oo oo C
1 (N I3
RN L — estavel
AN traj. primaria '
! \‘ --- instavel
1 A Y
Or @ 2a 0
‘\
A Y
.
\“

ponto limite

(b)

Figura 14.6 Exemplo 14.4: (a) sistema formado por duas barras rigidas conectadas por uma rétula;

(b) trajetéria de equilibrio.

Comentdrios 14.3:
e A estrutura do Exemplo 14.3 flamba num ponto de bifurca¢do assimétrico, que € necessariamente
instavel. Podemos verificar a “assimetria” do ponto de bifurcacdo por meio de
dpP 3kL
r7 i £ 0. (14.4)
e A assimetria do ponto de bifurcacio se deve ao brago de alavanca da forca exercida pela mola
aumentar quando a barra inclina-se para a esquerda e diminuir quando a barra inclina-se para a

direita. Inclinar-se para a esquerda ¢ mais dificil para a barra do que inclinar-se para a direita.

Exemplo 14.4 As barras rigidas de comprimento L mostradas na Figura 14.6a estdo conectadas
entre si e com os apoios por meio de rétulas. Quando P = 0 e a mola linear de rigidez k estd
indeformada, as barras formam um angulo o com a horizontal.

A energia potencial de P é
V = —PL[sena — sen(a — 0)]

e a energia de deformagéao da mola é



436

Capitulo 14 Estabilidade do equilibrio

instavel
—

estavel

Figura 14.7 Posi¢oes de equilibrio.

ocorre com o equilibrio instédvel da bola na posicao D. Encontramos casos préticos no projeto
estrutural que sao semelhantes aos dois casos simples B e C' aqui apresentados: um equilibrio
estavel que pode ser preocupante e um equilibrio instdvel que pode nao ser preocupante. O
critério de energia para a estabilidade é um critério local, fundamentado exclusivamente em
pequenas perturbacoes quando usa expansoes de IT em série de Taylor em torno da posicao de
equilibrio (veja Sec@o 7.5). Sob esse aspecto, o critério nao detecta a intensidade da estabilidade

ou da instabilidade, mas apenas se o equilibrio é estdvel ou nao.

Na mecénica das estruturas existem os sistemas que sao discretos por natureza e os sistemas
que sao artificialmente discretizados por meio de alguma aproximacao como faz, por exemplo,
o método dos elementos finitos. Assim, podemos imaginar que nessa drea é comum a solucao
de sistemas lineares do tipo

KD =F, (14.5)

envolvendo n equagdes algébricas e n incégnitas armazenadas em D. Se a matriz K é nao
singular, como se espera, o sistema tem uma, e somente uma, solucao, independentemente
de seu tamanho. O esforco computacional para se obter a solu¢do pode até ser estimado se
a esparsidade de K for conhecida. No caso de problemas nao lineares, a matriz K deixa
de ser independente de D e o nimero de solucoes pode ser enorme. Quais dessas solucoes
tém significado fisico? Das solugbes fisicamente vidveis, quais delas nos interessam? Como
encontri-las sem perder tempo com as demais? Uma resposta razodvel é dada pelo préprio
algoritmo incremental iterativo, comumente empregado na solucao de sistemas nao lineares,
quando procura seguir a trajetéria primdria, que é a trajetéria naturalmente seguida pela
estrutura com o aumento gradativo da carga a partir de zero. Claro, é preciso saber detectar

o ponto critico nessa trajetéria e decidir se vale a pena prosseguir além dele (Barroso, 2006).

De acordo com o critério dindmico, um equilibrio é estdvel se, e somente se, uma pequena
perturbagao fizer o sistema oscilar harmonicamente ou com amplitudes decrescentes em torno
da posigao de equilibrio (Altman e Lucena Neto, 1989; Bazant e Cedolin, 2010). E o critério
mais geral, e ndo serd por nés abordado. A anilise da estabilidade do equilibrio de sistemas

conservativos pode ser igualmente conduzida pelo critério dindmico ou pelo critério de energia.
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Sistemas

Conservativos —| Nao conservativos

Instabilidade estatica Instabilidade dinamica

—| Instabilidade estatica l— (divergéncia) (flutter)

Ponto de bifurcag:io| Ponto limite

Figura 14.8 Flambagem de sistemas conservativos e nao conservativos.

Os dois critérios equivalem-se para esses sistemas. Se o sistema é nao conservativo, a andlise da
estabilidade deverd ser necessariamente conduzida pelo critério dindmico. Dois tipos de flam-
bagem sdo possiveis neste caso: (a) flutter: a perda de estabilidade manifesta-se pelo sistema
oscilar em torno da configuracao de equilibrio com amplitudes crescentes; (b) divergéncia: o
sistema afasta-se da configuracao de equilibrio sem oscilar (frequéncia nula). A verificagdo de
flutter é crucial no projeto de aeronaves. A flambagem por divergéncia, que é na esséncia um
problema estatico no instante da flambagem, é o tipo de flambagem identificado nos sistemas
conservativos quando analisados pelo critério dindmico. Assim, esse critério identifica flutter ou
divergéncia num sistema nao conservativo, mas somente divergéncia num sistema conservativo.
O aparecimento de ponto de bifurcagdo ou de ponto limite no critério dindmico é préprio de

sistemas que flambam por divergéncia. A Figura 14.8 traz um resumo desse assunto.

14.2 Sensibilidade a imperfeicao

As estruturas até agora analisadas sdo perfeitas, no sentido de que as barras sao rigorosamente retas
e bem posicionadas, e as cargas sio aplicadas sem nenhuma excentricidade. E uma situacio que nao
acontece na pratica, devido aos inevitdveis defeitos de fabricacao e montagem. Outras imperfeicGes,
como aquelas relacionadas com a distribuicao das propriedades do material ou implementacao das
condigbes de contorno, podem também manifestar-se. Identificar as imperfeigoes que ocorrem numa
estrutura é algo complicado. Vamos nos limitar a reanalisar as estruturas anteriores, todas com um
tnico grau de liberdade, supondo que apresentam algum desvio na geometria inicial, com o objetivo
de enfatizar a influéncia que uma imperfeicao pode ter sobre a carga critica.

Quando a carga critica decresce na presenca de pequenos defeitos, dizemos que a estrutura é

sensivel a imperfeicdo. Algumas estruturas sao sensiveis, outras ndo. A sensibilidade tem muito a
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P

L (cose — cosf)

P sem imperfeigdo P
— estavel

=== Instavel

- € m 0

Figura 14.9 Exemplo 14.5: efeito de uma inclinagao ¢ inicial nas trajetorias de equilibrio da barra

cujo ponto critico, quando a barra é perfeita, € um ponto de bifurcacao estdvel simétrico.

ver com o comportamento nao linear da estrutura.

Exemplo 14.5 Considere que a barra rigida do Exemplo 14.1, cujo ponto critico ¢ um ponto de
bifurcacao estdvel simétrico, tenha uma imperfeicao geométrica que se manifesta por meio de uma
inclinagao ¢ inicial (veja Figura 14.9). Sob essa inclinagdo da barra, a mola estd indeformada e a
carga externa aplicada é nula.

A energia potencial de P é

V = —PL(cose — cosb).

A energia de deformacao da mola é

1
U=-k(0—e)?.
2
Conhecida a energia potencial do sistema,
1
N=U+V= §k(0—5)2—PL(coss—cosg),

temos que a equagao de equilibrio é

i

@—k(G—s)—PLsenﬁz().

A solucao dessa equacao ¢ dada por
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L (cose — cosf)

‘ >0 ) e<0
— estavel

=== instavel

e -u

)
O .. Oy
L2227 s, _—ponto limite Rl N
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2, cr DS R4 S
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P RN R %
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Figura 14.10 Exemplo 14.6: efeito de uma inclinagao ¢ inicial nas trajetérias de equilibrio da barra

cujo ponto critico, quando a barra é perfeita, € um ponto de bifurcagao instavel simétrico.

el

5 = kL? [cos2 0 — (senf — sene) send| — PLcos#
do P=kL(1—sene/sen®)cosf

= kL? [0082 0 — (senf — sene) senf| — kL (1 - sens) cosOL cos b
sen 0

_Lp2(sene o

=kL <—sen9 sen 9).

Quanto menor for a imperfeicdo, mais préximas estarao as trajetérias das estruturas perfeita e real.
Nos trechos em que se aproximam, se o equilibrio for estdvel na estrutura perfeita serd também
estdvel na estrutura real, e vice-versa.

Na estrutura perfeita, a carga critica P, ocorre num ponto de bifurcacao instdvel simétrico. Se
existe imperfeicdo, a carga critica P, da estrutura real ocorre num ponto limite, que também é
instavel. Neste ponto,

il

_ 2
do* i kL ( sen 0
P:k:L(lf sen e/ sen 6’”) cosOcr cr

ou
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P

L (cose — cosf)

| L
P
‘ >0 )
— estavel
n
\O'.'i === instavel
L, ML
ponto limite” o " D
Pcr y Tl“;\
|\~~~~
\ ponto limite
€ 0, 0 € 0

Figura 14.11 Exemplo 14.7: efeito de uma inclinagao ¢ inicial nas trajetérias de equilibrio da barra

cujo ponto critico, quando a barra é perfeita, € um ponto de bifurcagao assimétrico.

2
U = 5k (La — L)* = k2? (VIT sonf— VI T senc) -

Conhecida a energia potencial do sistema,

2
MN=U+V =kL? (\/l—i- senfd — /1 + sens) — PL(cose — cosf),

obtemos a equagao de equilibrio

dIl kg2 <1 V1+ sene

— cost) — PLsenf = 0.
v1+ sen9>

do

A solugao dessa equacao é dada por

Pkl (1_ V14 sens) cos 6

V1+ senf ) sent
cujo esbogo no espago 6P, para valores de 6 que mantenha a barra préxima da posigdo vertical, é
dado na Figura 14.11 para € > 0 e € < 0. Na presenca da imperfeicao, § = 0 deixa de ser solugao e

existem duas trajetérias de equilibrio. O equilibrio é estdvel para valores positivos da derivada
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21'4 [cos (@ —0) —cos (@ — ¢€)]

~
~

8>0 ~ 8<O

— estavel

=== instavel

Figura 14.12 Exemplo 14.8: efeito de um desvio ¢ inicial na trajetéria de equilibrio do sistema cujo

ponto critico, quando o sistema é perfeito, ¢ um ponto limite.

Perceba que a estrutura deste exemplo é bem mais sensivel a imperfeicao do que a estrutura do
exemplo anterior, simplesmente devido & mudanca de posicao da mola. Essa sensibilidade s6 existe
para £ > 0, visto que o ponto critico na trajetéria priméria desaparece completamente para € < 0.
O ponto de bifurcagao assimétrico onde ocorre a carga critica na estrutura perfeita degenera-se num
ponto limite sob a imperfeigao € > 0. A derivada dP..(¢)/de infinita em & = 0 mostra que ha

considerdvel reducao no valor de P,, para pequenas imperfeicoes. M

Exemplo 14.8 Considere que o sistema estrutural do Exemplo 14.4, cujo ponto critico é um ponto
limite, tenha uma imperfeicdo geométrica que se manifesta por meio do desvio ¢ inicial indicado na
Figura 14.12. Sob esse desvio, a mola estd indeformada e a carga externa aplicada é nula.

A energia potencial de P é
V =—PL[sen (o —¢) —sen (o — )]
e a energia de deformacao da mola é
U= %k {2L [cos (o — 0) — cos (o — €)]}? = 2kL? [cos (o — 0) — cos (o — €)]?.
Conhecida a energia potencial do sistema,
II=U+V =2kL?[cos (a — §) — cos (a — €)]> — PL[sen(a — ) — sen (a — 6)],

temos que a equagao de equilibrio é dada por
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e Considerando os exemplos apresentados e que as imperfeicoes sao inevitdveis, somos levados a
pensar que a carga critica nunca ocorre na pratica num ponto de bifurcacdo, mas somente num

ponto limite.

e E a sensibilidade a imperfeicdio que normalmente justifica a dispersao nos valores da carga

critica determinada experimentalmente para estruturas aparentemente iguais.

e No projeto de uma estrutura sensivel a imperfeicao, é indispensavel considerar de alguma forma
a influéncia de uma provavel imperfeicdo. As colunas de concreto armado, tao presentes em
nosso dia a dia, ilustram bem um tipo de estrutura cujas normas que regulamentam seu projeto
sdo explicitamente preocupadas com o assunto. A ndo linearidade do material muito contribui

para a sensibilidade a imperfeicdo dessas colunas.

e A sensibilidade a imperfeicao nao tem sido totalmente incorporada ao projeto devido princi-

palmente & dificuldade em se identificar as reais imperfeigoes.

14.3 Consequéncias da linearizagao

Com relagao aos exemplos apresentados, nao tivemos tantas dificuldades na determinacao das tra-
jetorias de equilibrio, andlise da estabilidade ou na determinagao do ponto critico porque sao modelos
estruturais simples. Apesar de nao acrescentar quase nenhuma novidade conceitual, modelos mais
complexos, como aqueles presentes nos projetos estruturais do dia a dia, sao matematicamente bem
mais dificil. Por essa razao, é pritica corrente nos projetos linearizar as equagoes de equilibrio em
relacio as coordenadas generalizadas na determinacdo da carga critica. E um procedimento que pode

conduzir a erros, como ilustramos a seguir.

Exemplo 14.9 Refaga o Exemplo 14.1 com a equagao de equilibrio linearizada em 6.

Para obter a equacao de equilibrio linearizada em 6 (em torno de § = 0), a energia potencial
L, o
II= 51@«9 — PL(1—cos#)
deverd ser aproximada por uma expressao quadritica em #. Vamos introduzir a aproximagao

1
0~1— -0
cos 5

para obter

1 1
Il = —k6® — ~PL6>.
2 2
A equagao de equilibrio é

0=0 para qualquer P
dIl
— =(k—PL)6 =
75 = )0 =0

para qualquer 6 (limitado a ser pequeno).
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P P
e=0
exata
exata e>0
Py=%
linearizada TOL
. e=0 linearizad
: inearizada
) T~ >0
— estavel
=== instavel traj. primaria
0 € 0
(a) (b)

Figura 14.13 FExemplo 14.9: trajetérias de equilibrio obtidas com as equagoes de equilibrio exata

e linearizada em 6: (a) barra sem imperfei¢ao; (b) barra com imperfeicao.

Note que a nao linearidade geométrica estd presente no termo PL6 (é um termo quadrdtico se
imaginarmos que P é tdo incégnito quanto f; existe interagao entre a carga axial e o deslocamento
transversal). Os pares (0, P) que satisfazem a equagao de equilibrio estao representados na Figura
14.13a, usando ambas as equagoes exata e linearizada. Analisemos a estabilidade ao longo das
trajetorias de equilibrio considerando que

C:;TI;I =k— PL.

Para 6 = 0 (trajetoria priméria; barra vertical),

k
>0 = P< 7 (equilibrio estédvel)

d?11

0 |, (ponto critico)

i

k
<0 = P> 7 (equilibrio instével).

(
Como d?TI/ d9? =0 em P = P,,, entdo essa é a carga critica. Em P = P,,., qualquer valor de # define
uma configuracao de equilibrio (6 deve ser limitado a valores pequenos por causa da linearizacao).
Dado que a derivada d?II/ df? é nula nesta carga, assim como todas as demais derivadas de ordem
mais elevada (II ndo varia com 6 para P = P..), as configuracoes sao todas de equilibrio instével
(indiferente).

A linearizacao reduz a equagao de equilibrio original k@ — PLsen€f = 0 ao problema linear de
autovalor (k — PL)# = 0 de solugdo bem mais simples. No caso especifico dessa barra, a correta
identificacao da carga critica pela linearizagao j& era esperada porque a carga ocorre em 6 = 0. O
autovalor estd associado & carga P de flambagem e o autovetor & forma em que a barra flamba
(0 = 6,1, digamos, neste problema simples). O autovetor que determinamos do problema linearizado

¢é também chamado de modo de flambagem. A linearizagdo comete, no entanto, dois erros:

(a) o equilibrio instédvel (indiferente) para P = P, nao existe;
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14.4 Flambagem de vigas

As equacoes de equilibrio

(Ncosf —Qsenf) =0 (Nsenf + Qcosf) =0

M' =N [(1+4) senf — v cosf] —Q [(1+u') cos +v'send] =0 (14.9)

sa0 as mesmas equagoes (8.125) para o caso de uma viga sob pequenas deformagoes, mas grandes
deslocamentos e rotacoes, submetida a cargas externas aplicadas apenas nas extremidades. Na teoria
de Timoshenko, a rotagao (X ) da secao transversal é independente das componentes u(X) e v(X)
do deslocamento do eixo da viga. Lembramos que () =d()/dX.

Vamos particularizar (14.9) para o instante da flambagem da viga em relagao a trajetéria priméria
(viga ainda reta), admitindo que v/, v’, § < 1 e que a forga cortante é pequena comparada a forga

normal (Q < N):
N' =0 (NO+Q) =0 M —N(@-v)-Q=0. (14.10)

Note, por exemplo, que o termo @senf ~ Qf que apareceria na primeira equagdo, representando
uma interagdo ndo linear entre a forga cortante e a rotacao, é desprezado na presenca de N.

A primeira das equagoes (14.10) indica que N permanece constante durante a flambagem. Se
em cada uma das extremidades da viga atua uma forca axial P que a comprime, entao N = —P
conforme a primeira ou a quarta das condigdes de contorno (8.126) apés linearizagdo em 6. Assim,

as equacoes de equilibrio reduzem-se a
(—PO+Q) =0 M+POH—-v)-Q=0 (14.11)

onde a coordenada euleriana x serd adotada no lugar da coordenada lagrangiana X, por mera con-

veniéncia, como explicado na Secéao 5.1.

Euler-Bernoulli Na teoria de vigas de Euler-Bernoulli devemos introduzir § = v’ na equacgao
(14.11),
(~Pv' +Q)' =0 M —Q=0, (14.12)

e eliminar ) pela substitui¢ao da segunda equagao na primeira:
M" — Pv" =0. (14.13)

Como as deformacoes devem ser pequenas, vamos adotar a relacao constitutiva linear M = Elk e,

adicionalmente, fazer kK = —v” para linearizar a equacao resultante em v:
EI" + Pv' =0 (14.14)

onde a rigidez FI é admitida constante.

No texto adotaremos a representagao

V" " =0 o= — (14.15)
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X

vL)=0
M(L)

I
o
Eoas
=

|

X
v=C_Cjsen —

1° modo

(a) (b)

Figura 14.14 Exemplo 14.11: (a) coluna biapoiada; (b) 1° e 2° modos de flambagem.

para descrever o problema de flambagem linear de vigas de Euler-Bernoulli axialmente comprimidas
de rigidez E'T constante. Essa equacao diferencial é, a rigor, nao linear por ser quadrédtica nas varidveis
(incoégnitas) P e v (a nao linearidade contida em Pv” é de natureza geométrica). O problema tem
claramente a solucdo trivial v(z) = 0, mas para alguns valores de o existem solucdes ndo triviais (o
termo “trivial” refere-se aqui a solucio nula para a qual a equacio é sempre satisfeita). Tais a? sdo
chamados de autovalores e as correspondentes solugoes nao triviais sdo chamadas de autofuncoes.
A solugao geral de (14.15) é uma combinagao linear de quatro solugoes particulares, linearmente

independentes, dessa equacdo. Fazendo a busca dessas solucoes particulares na forma e, como
explicado no Exemplo 8.5, obtemos a equacao caracteristica

st +a?=0 (14.16)
com duas raizes nulas e as outras duas dadas por +ic. Assim, a solugao geral da equacao é
o

—tax

v=cle + 2" + c3x 4 ¢4 = ¢1 (cosax — isen ax) + c3 (cos ax + isen ax) + c3x + ¢4

= (c1 + c2) cosax — i (c1 — ¢2) senax + c3 + c4. (14.17)

Como cosax e senax sao solucoes particulares, linearmente independentes, da equacao, podemos

ainda reescrever a solucao na forma
v=Crsenax + Cycosax + Csz + Cy (14.18)

onde as constantes C; absorvem as constantes c;.

Exemplo 14.11 Determine a carga critica e o correspondente modo de flambagem (modo critico)

da coluna biapoiada indicada na Figura 14.14a, de comprimento L e rigidez EI constante.
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X
n’El
P Py = P=9F.
oLy ’
I
QL) — Pv'(L)=0
ML)=0
3nx
I v=C4(1—cosz>
v(0)=0
v(0)=0
’ y
1° modo 2° modo
(a) (b)

Figura 14.15 Exemplo 14.12: (a) coluna engastada-livre; (b) 1° e 2° modos de flambagem.

Portanto, a coluna flamba na forma representada na Figura 14.14b (1° modo), onde C; é uma cons-
tante arbitrdria mas restrita a ser pequena.
Para n = 2, obtemos para o 2° modo

P=4F,, v=C1 senzLLx

que também estd representado na Figura 14.14b (2° modo). A coluna flamba no modo v = Cy sen7z:/L
ao ser atingida a carga P = P,,. Para ocorrer a flambagem no modo v = C} sen27x/L, a carga pre-
cisa atingir P = 4P,... Ou seja, a flambagem s6 ocorre no 2° modo se for adicionado algum tipo de
restricao que iniba a flambagem no 1° modo. Generalizando, dirfamos que a flambagem num dado

modo s6 ocorre se as flambagens nos modos com cargas inferiores forem todos suprimidos. H

Exemplo 14.12 Refaga Exemplo 14.11 supondo que a coluna seja engastada-livre (veja Figura
14.15a).

Sabendo-se que Q = M’ = —EIv", as condi¢oes de contorno podem ser escritas na forma
v=v'=0 emx=0 V" 4?2 =0 v"=0 emaz=L.

Observe que na extremidade livre a for¢a cortante ¢ igual a Pv’(L), por se tratar do equilibrio da
coluna numa posicao levemente deformada. De fato, a linearizacdo em 6 da quinta condicao de

contorno natural dada em (8.126) escreve-se
NO+Q=0 = Q=P emaz=L

onde N = —P, como j4 explicado anteriormente, e § = v’ pela hipétese de Euler-Bernoulli.

Substituindo (14.18) nas condiges de contorno, obtemos o sistema homogéneo
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2
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ncEl
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Figura 14.16 Influéncia das condi¢oes de contorno na flambagem de colunas de comprimento L e

rigidez FI constante.

2BI
P, = ”7 (14.19)

onde o comprimento efetivo L representa o comprimento da coluna simplesmente apoiada que flamba

com a mesma carga da coluna sob anélise.

Comentdrios 14.6:
e A equacao diferencial de quarta ordem (14.15) transforma-se na equacao diferencial de segunda
ordem

V" 4 oPv = iz + ¢, (14.20)

efetuando-se duas integragoes consecutivas. Supondo que a coluna seja biapoiada (veja Exemplo

14.11), as constantes de integracdo c; e ¢z sdo nulas:
v(0)=2"(0)=0 = =0 v(L)=1"(L)=0 = ¢ =0. (14.21)
O problema reduz-se entao a solucao de
v +av =0 (14.22)
sujeito as condigoes de contorno

v(0)=0  o(L)=0. (14.23)
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Figura 14.17 Forca interna resultante decomposta nas forcas: normal N e paralela @ & secao

transversal; tangente N e perpendicular @ ao eixo da viga na configuracio de equilibrio.

Se a coluna nao for biapoiada, podemos associar c¢; e ¢z a deslocamentos, rotagdes ou reagoes

nas extremidades da coluna tornando ainda possivel o uso da forma reduzida (14.20).

e Brush e Almroth (1975) mostram como linearizar um problema de flambagem, introduzindo
pequenos incrementos no campo de deslocamento em torno do ponto de bifurcacao ao longo
da trajetdria secunddria. Mostram também um procedimento variacional de se efetuar essa

linearizagao usando o critério de Trefftz.

Timoshenko Quando uma viga flamba, a forga axial aplicada nas extremidades provoca forga
cortante numa secdo transversal, além de momento fletor. A deformagado devido & forga cortante
¢ desprezada na teoria de Euler-Bernoulli, mas considerada na de Timoshenko. As equagoes de
equilibrio linearizadas em v e 6 aparecem na literatura de duas formas levemente diferentes para a
teoria de Timoshenko.

Na primeira delas, empregam-se diretamente as equagoes (14.11):
(-PO+Q) =0 M +P(@—-v)-Q=0. (14.24)

Na segunda forma, a forca interna resultante é decomposta nas forcas N e Q) que sdo, respectivamente,
tangente e perpendicular ao eixo da viga na configuragdo de equilibrio (veja Figura 14.17). Neste
caso, a rotacao 6 da secao transversal deve ser substituida nas equacoes de equilibrio pela rotacao v’

do eixo da viga (veja Problema 14.18), simplificando (14.24) para
(~Pv' +Q)' =0 M —Q=0. (14.25)

Veja a semelhanga entre (14.12) e (14.25).

A literatura traz vérias discussoes sobre a precisao da carga critica obtida de (14.24) usando as
relacoes constitutivas M = Elxk e Q = KGA~, onde kK = —6' e v = v/ — 0, e da carga critica obtida de
(14.25) usando as mesmas relacdes mas trocando @ por Q. Tais cargas ficaram conhecidas por cargas
de Haringx e de Engesser, respectivamente. Apds vdrias controversas, Bazant (2003) demonstra que as
cargas de Haringx e de Engesser sao, na verdade, idénticas desde que se usem corretamente as relagoes

constitutivas Q = KGgAy e Q = KGgAy onde os médulos de cisalhamento estdo relacionados por

P

Gr =Gr— 7. (14.26)
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traj. secundaria

— estavel

=== instavel

traj. primaria

/3 Y
(a) (b)

Figura 14.18 Exemplo 14.14: (a) coluna engastada-livre sob pequenas deformagoes, mas grandes

deslocamentos e rotagoes; (b) trajetérias de equilibrio.

Exemplo 14.14 Suponha que a coluna do Exemplo 14.12 possa sofrer grandes deslocamentos e
rotagoes com a flambagem. Analise, nessas condigoes, a estabilidade do equilibrio da trajetéria
primédria e da trajetéria secunddria que emana de P.. = w2EI/4L?, ap6s transformar o problema
num modelo discreto com um inico grau de liberdade usando o método de Ritz.

Vamos primeiro identificar a energia de deformacao U da coluna, supondo que é de Euler-Bernoulli

(v =0) e tem eixo inextensivel (€, = 0). De (8.121),
L
oW; = — / MérkdX.
0
Com a substituicio de M = Elxk e k = —¢’,
L L L
EI EI
SW; = — / EI0'§0'dX = —§ / —0%dX = U= / —072dX.
0 0o 2 0o 2
A energia potencial de P é dada pelo trabalho realizado pela forca quando a coluna se move da

configuracao de equilibrio para a configuracao inicial (veja Segao 7.5). Ou seja,
V =—PA

onde a quantidade positiva A = —u(L) é o deslocamento na direcado de X da extremidade livre da
coluna, como indicado na Figura 14.18a. Fazendo ¢y = 0 (eixo inextensivel) no elemento infinitesimal

da Figura 8.21, escrevemos
=(l+u +v = =(1l+u) +v = u = —v'e =
dX)? = (1 +u/)* (dX)? + v (dX)? 1= (1+4)" 4072 f=V1—v2 -1

cuja integragao fornece

u(L)Z/OU(L)du:/()L<\/1v’2l)dX = A:/()L<1\/1v/2)dX.
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Pg
modo global modo local intera¢do de modos
(a)
P maior diferenga
/ sem imperfeig¢do
Prl--------- 7
ol com imperfeigdo
2l
2
&
1 P /PL

(b)

Figura 14.19 Coluna treligada: (a) modos global e local de flambagem, e interagao nao linear desses

modos; (b) evolugao da carga de flambagem da coluna com e sem imperfeigao.

e A Figura 14.19 mostra dois dos possiveis modos de flambagem de uma coluna trelicada, sim-
plesmente apoiada, axialmente comprimida. Um dos modos, identificado como “global” (flam-
bagem da coluna como um todo), ocorre para P = Pg; o outro modo, identificado como “local”
(lambagem das barras verticais da treli¢a), ocorre para P = Pr. Esses modos, com suas cor-
respondentes cargas, sao obtidos do problema linearizado. Dependendo da geometria, a carga
critica da coluna é dada por Pg < Py, ou por Pr, < Pg. Imediatamente apds a flambagem, a nao
linearidade faz os modos interagirem numa intensidade que depende do quanto as cargas Pg
e Pp estdo proximas uma da outra. Um esbogo dessa interacdo é também indicado na figura.
Bazant e Cedolin (2010) mostram que a sensibilidade da coluna a uma imperfeicdo na forma
do modo local depende da interagao dos modos. Para Pg < Pr, (mas préximo de Pr), a coluna

tem uma sensibilidade branda a imperfeicdo, caracterizada pelo expoente 2 da amplitude ¢
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Figura 14.20 Coluna tubular: (a) modos global e local de flambagem; (b) projetos 6timos com e

sem imperfeicao.

da imperfei¢ao; para Pg > Pr (mas préximo de Pp), a coluna tem uma sensibilidade forte a

imperfeigao, caracterizada pelo expoente 2/3; para P = Pr, ou seja, quando as cargas em

que a coluna flamba nos modos global e local coincidem, a sensibilidade a imperfeicao é severa,

caracterizada pelo expoente 1/2.

e Um exemplo semelhante ao da coluna trelicada e que merece ser comentado é o da otimizagao

da coluna tubular, simplesmente apoiada, axialmente comprimida, mostrada na Figura 14.20

(Maquoi e Massonnet, 1976). A coluna tem segao transversal quadrada de lado a e paredes de

espessura h. Fixando-se o peso da coluna, por manter constantes seu comprimento L e a drea

4ah da secao transversal, a carga aplicada P é maximizada em relacao a dimensao a e sob a

restricao de nao haver flambagem. Com a aumento de a, a rigidez de flexao da coluna aumenta



Apéndice A

Série de Fourier

A inclusdo desse apéndice se deve a importancia da série de Fourier, e de alguns conceitos que ela

envolve, em véarias passagens do livro.

A.1 Preliminares

Os vetores vy, va, ..., Vv 820 linearmente independentes se
aivi+asvo+---+ap,v, =0 = a1=ay=...=a, =0. (A.1)

Caso contrério, sao linearmente dependentes.

Um espaco vetorial tem dimensao n quando nele existe um nimero méaximo de n vetores linear-
mente independentes. Quaisquer n+1 vetores desse espaco serao linearmente dependentes. Considere,
especificamente, o espaco vetorial de dimensao 3 do qual extraimos os vetores €1, es, es linearmente
independentes, nao necessariamente ortogonais ou unitérios. Se r é um elemento do espago, entao r,

e1, e, e3 sao linearmente dependentes:

ar + aje1 + ases + azez =0 a#0 (A.2)
ou
r =rije; + rses + rses Ty = *%- (A.3)

Assim, qualquer vetor do espaco pode ser expresso por uma combinacdo linear de e;. Dizemos que
os vetores e; formam uma base para o espago e que os nimeros 7; sdo as componentes de r nessa
base (as vezes 1; sdo chamados de componentes escalares e r;e; de componentes vetoriais). A Figura
A.1 traz uma representacao geométrica do vetor.

Esse mesmo conceito usado para vetores pode ser estendido a fungoes. Considere, por exemplo, o
espaco formado pelos polinémios de terceiro grau ou inferior na varidvel x. E um espaco de dimensao
4 por conter um maximo de quatro funcdes linearmente independentes. Se escolhermos 1, z, 22, 23

como sendo essas funcdes, percebemos que formam uma base para o espago pois qualquer elemento

é expresso pela combinagao linear

P(x) = co + c1x + cax® + c3x®. (A.4)
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espago gerado por ¢y, Py, ..., Oy

Figura A.2 Esbogo de f(z) e fx(z) como vetores.

direcdo de e, por exemplo, A; é a componente de fa(x) na direcdo de ¢;(x) (a1 = r4 - er;

A = fab fa(x)¢y(x)dz). W

Exemplo A.2 Mostre que os elementos de um conjunto ortogonal {¢;} s@o linearmente indepen-
dentes.

De fato,

b
a191(x) + azdp(z) +--- =0 = / (a191(x) + a2y () + -+ +) Py (x)dz = 0.

Usando (A.6) e (A.7),
b
am/ P2 (x)dz=0 = ap,=0. N

Considere uma fungao f(z), definida no mesmo intervalo a < z < b do conjunto {¢;}, e o espaco
gerado pelas N primeiras fungoes desse conjunto. Pergunta-se: que elemento do espago mais se

aproxima de f(z)? Noutras palavras, que elemento

In(@) =16y (x) + c20a(x) + -+ + endy(z) =c' @ (A.8)

faz o “vetor erro” f(z)—fn(x) ser o de menor comprimento? Definimosaquic = | ¢; ¢y --- ey J©

ep=1[ () ¢olx) -+ oylx) "
Um esbogo de f(z) e fy(z) é mostrado na Figura A.2. Minimizar o comprimento implica mini-

mizar o quadrado do comprimento, também conhecido como erro quadrdtico

b
Ay = / (f(@) — fule))? du (A.9)

da aproximagao de f(z) por fy(x). No ponto de minimo local,

b b T
ot = [ (@) = @) do = -2 [ (70) -~ fulo) e

b N b
~ 9 / F(@)6, (2)dz + 2§ci / 6,(2)6, (2)dz = 0. (A.10)

Com a ortogonalidade das componentes de ¢, obtemos
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obtemos

b N b
/ F@)on(@)de =, / 6. (2)6, (2)dz = 0
[ |

Perceba do exemplo anterior que os coeficientes ¢, podem ser diretamente obtidos multiplicando

que equivale a (A.10).

ambos os membros de

f(@) = fn(x) = 101(x) + c2¢2(@) + - - + endn (@) (A.17)

por ¢,,(x) e integrando, em seguida, o resultado no dominio. A ortogonalidade permite que a
determinagao de ¢, seja simples como em (A.12), evitando assim a solugao do sistema de equagoes
(A.13).

Dizemos que a aproximacao (A.17), com coeficientes dados em (A.12), contém os N primeiros
termos da série de Fourier de f(x) em relagdo ao conjunto {¢,}. Apesar de ser a melhor aproximagcao
de f(x) no sentido dos minimos quadrados (minimiza Ay ), nada podemos afirmar por enquanto sobre
a convergéncia de fy(x) para f(z) com a inclusao de mais elementos de {¢; }. Esperamos, no entanto,
que a ampliacdo do espago, ou seja, a inclusao de mais elementos de {¢;} em (A.17), resulte numa
melhor aproximagao.

Se a série converge segundo o erro quadrético
lim Ay =0 (A.18)
N—oo

para um certo espago de fungoes, o conjunto {¢; } utilizado é dito completo em a < x < b para o espago
de fungoes considerado. Isto nao significa que as fungdes ¢, formem uma base para o espago a que
f(x) pertence, pois se formassem nao seriam em mimero infinito envolvendo questoes de convergéncia.
Por um conjunto {¢,} completo devemos apenas entender que é um conjunto suficientemente rico em

fungdes capaz de prover uma convergéncia segundo (A.18).

A.2 Série trigonométrica

E tradicional usar o conjunto de fungdes trigonométricas
1, cosmmz/L, senmmz/L m=1,23, ... (A.19)

na expansao em série de Fourier de f(z) definida em —L < x < L. Esse conjunto é ortogonal em

qualquer intervalo de comprimento 2L. A expansao

=4 Z (am cos 1L 4 by, sen m;rx) , (A.20)

em vista de (A.12), tem coeficientes

L Vs o

L /_ L
/ (1)2dz / cos2 222 dx L
.y —L L
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f
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I fi

far=f
fendomeno de Gibbs

N ~ 0,09(1 — 0)

0,5

(b)

Figura A.3 Exemplo A.4: (a) fungao estendida para a esquerda e para a direita do intervalo
—3 < z < 3, repetindo-se igualmente com periodo 2L = 6; (b) convergéncia da série de Fourier para

f(z) e o efeito Gibbs em torno das descontinuidades.

1 2 T 1 2 1 3rx
fl(l‘)_i f2($)—§+;8611? f3($)—§+;<sen?+§senT>
f (ac)—l—i-g Senﬂ—x—i-lsengﬂ—x—i- —l—isen517mc
M T T 3 '3 3 51 3

estd na Figura A.3b. Os erros quadraticos relativos associados a fa, f3 e for sdo, respectivamente,

3
/(ﬁffw
=3 = 30, 78% es = 22,29% eor = 6,24%

€2 — 3
f2dx
-3
Observe que a série converge para onde a fungao estendida é continua e para a média (0+1)/2 =
0,5 de seus valores a esquerda e a direita nos pontos de descontinuidade (veja, por exemplo, z = —3,
x =0 e x =3). Observe também que a série oscila muito na vizinhanga das descontinuidades com a
inclusao de mais termos, como mostra fa7(x). O aumento do nimero de termos estreita a regiao onde
ocorre as oscilagoes, mas nao reduz o pico que se forma adjacente a descontinuidade. Em vez disso,

o valor da série no pico estabiliza-se numa diferenca para o correspondente valor da funcio em torno
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fi fi
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Figura A.4 Exemplo A.5: (a) funcao estendida para a esquerda e para a direita do intervalo

—3 < x < 3, repetindo-se igualmente com periodo 2L = 6; (b) convergéncia da série de Fourier para

f(@).

de 9% do valor da descontinuidade. A medida que o pico passa por uma abscissa ao aproximar-se
da descontinuidade, ocorrerd convergéncia naquela abscissa. Esse comportamento, também comum
a outros tipos de série (Jerri, 1998), é conhecido por fenémeno de Gibbs' e pode ser visto como um

defeito de convergéncia. W

Exemplo A.5 Refaca o Exemplo A.4 supondo
f(z) = |z| para —3 <z < 3.

A representagao gréfica da fungao e de sua extensao periédica com periodo 2L = 6 estd na Figura

A.da. De (A.21),
1 0 3
ag = = (/ (—x)dm—i—/ xdm) =3
3\J=3 0

1 0 3
tm = 3 (/3(:5‘) cos m§$dx+/0 x cos m;:xdx)
12
) m:1,3,5,...
6 (1 — cosmm) mem
2
0 m=24,6, ...

1 0 3
b = = / (—x)sen T g + / z sen 22 dy | = 0.
3\ /., 3 ) 3

O resultado b, = 0 j& era esperado pois f(z) é par. A série de Fourier procurada é

3 12 & 1 mmne
f(IIJ')_Z*P Z —2COST
m=1,3,...

! Josiah Willard Gibbs, fisico-matematico norte-americano nascido em New Haven em 1839, falecido na mesma cidade

em 1903.
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Figura A.5 Exemplo A.6: a fungdo f(z) = 1, definida no dominio 0 < z < 3, é periodicamente
expandida como uma fungao: (a) par de periodo 2L = 6; (b) par de periodo 2L = 12; (c) impar de
periodo 2L = 6.

e
9 L
ap = Gy, =0 b = —/ f(z)sen L iz (A.25)
L Jy L
Exemplo A.6 Obtenha a expansao da funcao
flx)=1 para0 <z <3

em série s6 de cossenos e em série s6 de senos.
Na expansao em série de cossenos, vamos primeiro tratar a extensao periédica de f(x) como a

fungao par mostrada na Figura A.5a, com periodo 2L = 6. De (A.23), b,, =0 e

2 3 2 [3
aoz—/ lde =2 am:—/ 1-(:osmmC
3 Jo 3 Jo

flz)=1

dx = 0.

A série resultante

contém apenas um termo nao nulo e é exata.
Se a extens@o de f(z) for ainda tratada como uma fung¢ao par, mas na forma indicada na Figura

A.5b, com periodo 2L = 12, entdo b,, =0 e

agzg [/Osldsc+/36(1)d:c] ~0
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I fi fifi
~ fs1=f
f] f2 f’% f 51\ f f 1 f2 f} /
1 - 1
3 x 3 x
(a) (b)

Figura A.6 Exemplo A.6: aproximagao da fungao f(x) = 1, definida no dominio 0 < z < 3, em:

(a) série de cossenos; (b) série de senos.

9 3 6
am = ¢ [/0 1-cos mérxd$+/3 (—1) cos mémdsc

4
— m=159, ...
mm
mm 4
=—sen—=4{ ——  ;=3711,
mm 2 mT
| 0 m=2 4,6, ...
4 (m—1)/2
= (1) m=1,3,5,
mm
0 m=24,6, ...

f (ac)—é COSE—lcosw—l—---—i-icos—lmﬁx
R 6 3 6 101 6

estd na Figura A.6a. A aproximagao f5; exibe claramente o fendmeno de Gibbs nas proximidades de
x=3.
Na expansao em série de senos, vamos tratar a extensao de f(z) como a fun¢ao impar de periodo

2L = 6 indicada na Figura A.5c. De (A.25), ap = am =0e
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4
— m=13,5, ...
2 [3 2(1— mn
bm:_/ (1)senm7mdx: (1 — cosmm) _

3 Jo mm

0 m=2,4,6, ...

A série de Fourier procurada é
4 & 1 mnx
flz)=— Z -sen—g
m=1,3,...

As representagao gréafica das aproximagoes

4 T 4 mx 1 3T
fl(x)—;sen? fg(l’)—; <sen?+§senT)

=T 3 37T T

f51( )—é senW—erlsen?m—er +isen1017m
s\ = 373 3 101 3

¢ mostrada na Figura A.6b. O fenomeno de Gibbs aparece em f51, nas proximidades de z = 0 e
x = 3, como ja esperado. W
A série identificada no Exemplo A.4 e as duas séries identificadas no Exemplo A.6 sdo trés

diferentes aproximagoes, igualmente validas em 0 < z < 3, para a funcao f(z) = 1.

A.3 Série em duas variaveis

A idéia da expansao em série de Fourier para uma funcéao de uma tnica varidvel pode ser estendida
para fungoes de duas ou mais varidveis. Por exemplo, se o conjunto de fungdes ¢, (z,y), ¢o(z,y),

¢3(x,y), ... é ortogonal em a <z < b, c <y < d, entdo

d b
/ / O, y)0, (2, y)dx dy =0 para m # n. (A.26)

Com base nesta propriedade, a representacao

f(l‘ay) = Cld)l(xvy) + 62¢2(x7y) et CNng(:L"y) (A27)

para f(x,y), definida em a < x < b, ¢ <y < d, tem coeficientes

/d/bf(xa Y)bm (2, y)dx dy
c,, — L& Ja

: /cd/abcbi@(w,y)dm dy

onde supoe-se que nenhuma das fungoes ¢ identicamente nula ( fcd f; ¢2 (z,y)dx dy > 0).

(A.28)

A expansdo em série trigonométrica de f(z,y), definida em —a <z < a, —b <y < b, & feita por

meio do conjunto



Apéndice B

Deformacao em coordenadas

curvilineas

Um conjunto de coordenadas curvilineas (a1, ag, a3) pode ser empregado para localizar um ponto
no espago tridimensional, em vez das coordenadas cartesianas (retilineas) (X1, Xo2, X3). Se a1 = ¢j,
s = ¢ € ag = c3 definem um ponto P, qualquer mudanga nos valores das constantes ¢; definird
um outro ponto no espago (veja Figura B.la). As relagoes deformagao-deslocamento deduzidas no
Capitulo 2 com relagao a um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais X; X2 X3 serao, agora,
deduzidas com relagao a um sistema de coordenadas curvilineas ortogonais ajaoas.

Se X (aq, e, ai3) € 0 vetor posi¢ao de um ponto no espago tridimensional, entao os vetores unitérios

tangentes as curvas coordenadas «; que passam pelo ponto sao dados por

0X/do; 10X .
& = TXJdal = 7 i=1,23 (B.1)

onde

hi = (B.2)

0X
aai
sao os parametros de Lamé. Diferentemente do que ocorre num sistema. de coordenadas retilineas, os

vetores unitdrios e; nao sao constantes porque variam de direcao de ponto para ponto. Localmente,

num ponto fixo, os vetores definem a base de um sistema cartesiano. As componentes da diferencial

X X X
dX = 8—d041 + 8—d042 + 8—da3 = hidaie; + haodases + hgdages, (B.3)
oo Oy Oas

segundo as dire¢oes de e; no ponto P, estdo indicadas na Figura B.1b. Podemos expressé-la na forma
matricial

dX = \_ hldal hgdag h3dC¥3 JT (B'4)

para se tirar proveito nas manipulagées algébricas futuras, visto que adotaremos um sistema a;asas
ortogonal (e; - ej = 0 para i # j).
Sejam P(aq, g, a3) e Q(aq + dag, as + dag, as + dag) dois pontos materiais vizinhos na confi-

guragao inicial de um sélido, identificados pelos vetores posi¢cbes X e X + dX. Quando as forcas
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(b)

Figura B.1 (a) Ponto P localizado no espaco tridimensional pelo vetor posi¢ao X(aq, a2, a3); (b)

componentes de dX segundo as direcoes de e; no ponto P.

externas sao aplicadas, o sélido deforma-se e os pontos P e ) deslocam-se de u e u + du ocupando

as novas posicoes p e ¢, respectivamente. Os vetores posicoes de p e ¢ sao x e x4+ dx. Da Figura 2.3,
x(a1, a9, a3) = X(ag, a2, a3) + u(ag, ag, as) (B.5)

ou

dx = dX + du. (B.6)

Para explicitar os vetores unitarios na expressao

ou Jdu ou
_ = - B.
du ey doy + vy doo + Doy das, (B.7)

a exemplo do que ¢é feito em (B.3) com dX, vamos escrever o deslocamento
u = uje; + uses + uzes (B.8)

do ponto P em funcao das componentes u1, us € ug segundo as diregoes de e;. Como

Ou _Ou, 00, 0w, 00, Ou, ., e
da; Oy ! 18% Oa; 2 28% Oa; 3 380@’

(B.9)

percebemos que existe uma tarefa intermedidria a ser cumprida que é obter as derivadas de;/0a; dos
vetores unitdrios. Executemos essa tarefa a seguir.
Determinemos as componentes de de;/Jda; segundo e, e; e e3. A componente segundo e é nula,

pois e - e; = 1 implica e; - de;/0a; = 0. A projegao segundo ey é

92-%:%(61-92)—91'%:—el'%- (B.10)
Da identidade , ,
temos que



Apéndice C

Deformacao e movimento de corpo

rigido

O Exemplo 2.4 mostra que um sélido sob movimento de corpo rigido satisfaz
x=F(X-Xp) +x,, (C.1)

onde Xp e x, sao os vetores posi¢oes de um ponto P nas configuragoes inicial e atual, enquanto X
e X s@o os vetores posicoes de um ponto qualquer nessas configuracées. Quando os gradientes do
deslocamento sao pequenos em médulo comparados & unidade, o gradiente F da transformacao num

movimento de corpo rigido pode ser expresso, segundo (2.64), na forma
F~I+Q (C.2)
onde I ¢ o tensor identidade e € é o tensor pequena rotagao. Substituindo (C.2) em (C.1),

x—X=x,—Xp+Q(X—-Xp). C.3
\ =xp — Xp+Q( P) (C.3)
u A r

Vemos que o deslocamento u = x—X do sélido compoe-se de duas parcelas: uma parcela A = x,—Xp
oriunda da translacao do ponto P e uma outra parcela r oriunda da rotacao do sélido em torno
desse ponto. Denotamos por r = X — X p 0 vetor posi¢ao do sélido na configuragao inicial em relacao
a P.
Considere, agora, uma casca submetida a um movimento de corpo rigido, para o qual os vetores
A = Aje; +Ages +Ayn w = —(qe; + [fie2+ [,n (C4)
representam a translagdo e a rotacao (pequena) referidas a um sistema ortogonal ajag( arbitrério e
o vetor posicao da superficie média seja

r =rie; + rees + rpn. (C.5)

Sabendo-se Q2r = w X r (veja equagdo (2.65)), o campo de deslocamento da superficie média devido

ao movimento de corpo rigido é

u=A+wXxr=ue+vex+wn (C.6)
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