Capitulo 21

Piezoelasticidade e estruturas
inteligentes

A eletroelasticidade trata dos fenémenos associados com a interacéo entre os comportamentos mecani-
cas e elétricos em certos materiais. O fendmeno piezoelétrico € um destes fendomenos, que é relacionado
ao efeito da carga elétrica na deformacao mecéanica e vice-versa. Uma estrutura laminada que possui
alguma lamina de material piezoelétrico apresenta, por exemplo, deformagoes e/ou tensoes, quando
suas laminas piezelétricas sao submetidas a um campo elétrico. Conversamente, uma lamina emite um
sinal elétrico quando submetida a uma deformacao via for¢a mecanica. Esse sinal elétrico pode, por
exemplo, ser usado para estimar a deformacao sofrida pelo laminado, através de um processamento
adequado.

O termo piezeletricidade possui o prefixo piezo, do grego antigo piezein, que significa pressionar,
aludindo & eletricidade gerada por uma pressao. De forma mais atual, piezeletricidade consiste na
capacidade de alguns materiais, denominados piezoelétricos, converterem energia mecanica em energia
elétrica e vice-versa.

Um material com alta capacidade de ser polarizado sob um campo elétrico é chamado mate-
rial dielétrico. Macroscopicamente, um material pode ser constituido por moléculas polarizadas
orientadas aleatoriamente, de forma a manter o material em estado neutralizado. Em uma estrutura
molecular polar, o fenémeno de polarizagdo consiste no alinhamento dos dipolos de suas moléculas,
e numa estrutura apolar consiste na criacdo e no subsequente alinhamento dos dipolos. Dentre as
formas possiveis de se obter a polarizacao, a que se aplica aos materiais piezoelétricos industriais é o
mecanismo de reorientacdo dos dipolos, quando um campo elétrico aplicado causa uma reorientacao
das moléculas do dielétrico, induzindo uma polarizagao global.

O primeiro material piezoelétrico sintético foi obtido em 1940, com a polarizacao do titanato
de bario (BaTiO3) pela aplicagdo de um campo elétrico. Este fato conduziu a descoberta, na dé-
cada de 1950, do ceramico titanato zirconato de chumbo (Pb(Zr,Ti)Og3), também chamado (PZT),
que apresenta médulos de elasticidade com valores muito semelhantes aos do aluminio e coeficientes
piezoelétricos relativamente altos, capaz de desenvolver deformacoes eldsticas da ordem de 0,1 %, e
trabalhar em uma larga faixa de frequéncias. Atualmente, os cerdmicos PZT em um dos tipos de
materiais piezoelétricos mais facilmente encontrados no mercado. Outros materiais piezoelétricos sao
o sal Rochelle e o cristal de quartzo, usado por muito tempo como agulhas em toca-discos de vinil.

Além dos materiais piezoelétricos ceramicos, os polimeros piezoelétricos como o polifluoreto de
vinilideno (PVDF) sdo amplamente empregados. A natureza piezelétrica do PVDF foi descoberta
em 1969 pelo fisico japonés Heiji Kawai. Atualmente os polimeros piezoelétricos sao disponiveis na
forma de filmes finos.

Os materiais ceradmicos piezoelétricos sao frigeis e rigidos, enquanto os materiais poliméricos
sao mais dicteis e flexiveis. Os cerdmicos sao mais utilizados como atuador devido & sua rigidez
mecénica relativamente alta. Por outro lado, os poliméricos sdo mais flexiveis, e apesar de possuirem
propriedades piezelétricas mais fracas, sao mais sensiveis que os ceramicos, fazendo com que sejam
indicados para aplicacdes como sensores.

Os piezopolimeros PVDF e as piezocerdmicas PZT comportam-se como materiais ortotrépicos
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e transversalmente isotrépicos, respectivamente, apesar deste tltimo se comportar como isotrépico
quando em seu estado original, sem apresentar uma orientacdo espontinea da polarizacao em nivel
macroscopico.

Para campos elétricos baixos, até cerca de 100 V/mm, os materiais piezoelétricos apresentam
comportamento linear entre campo elétrico e deformacao. Para campos mais intensos eles apresentam
comportamento nao linear, lago de histerese e envelhecimento dielétrico. O envelhecimento
tem como consequéncia, uma falta de reprodutibilidade de deformagoes para um dado campo elétrico
de excitagdo. Um dispositivo baseado neste tipo de material, sob carga ciclica, apresentaria uma
modificagao continua do nivel de deformagao zero detectado.

21.1 Estruturas inteligentes

Os sistemas estruturais inteligentes englobam estruturas de uma grande variedade de materiais ativos
e passivos. O protétipo deste tipo de estrutura consiste num componente estrutural (viga, placa,
casca) de material composto laminado por laminas inertes (polimero/fibras, por exemplo) com ca-
madas de piezoelétricos aderidos nas faces ou entre as camadas, como ilustrado na Figura 21.1. Essa
configuracdo é referida também como laminado hibrido. As camadas piezoelétricas podem ser con-
tinuas sobre grandes extensdes ou apenas em regioes localizadas. Entao, a estrutura inteligente &
geralmente considerada aquela que possui sensores e atuadores que tem capacidade de
sentir e realizar agoes corretivas. A eletronica de conectar os componentes de sensoriamento e de
atuacg@o sao externos ao sistema estrutural inteligente. Este tipo de estrutura é usado frequentemente
em asas de avioes, rotores de helicépteros, pas de turbinas edlicas, etc.

pPzZT —>! \ Laminas

grafite-epoxi

T~

|
PZT—>

Figura 21.1: Visualizagdo da configuragao tipica de um laminado hibrido com camadas piezoelétricas.

Além dos materiais piezoelétricos, diversos outros sao utilizados em estruturas inteligentes, como:
materiais eletrorestritivos, materiais magneto restritivos, ligas de material com memoria (shape
memory alloys, SMA) e fluidos eletro-reolégicos. Os magneto restritivos respondem com uma de-
formagao em presenga de um campo magnético. Os SMA apresentam mudanga de fase em uma certa
faixa estreita de temperatura ou tensao. A mudanga de fase tem o efeito macroscépico de uma grande
deformacao, que, em certas situacoes, &€ quase completamente reversivel. Eletro-restritividade é um
efeito observado em todos os dielétricos, em que um campo elétrico induz uma deformacao numa re-
lagao quadrética. Um tipo atualmente em uso ¢ o Niobato magnésio de chumbo (Pb(Mg; 3Nby/3)Os3.
Uma caracterfstica destes materiais é exibir quase nenhuma histerese e apresentar execlente repro-
dutibilidade sob campo elétrico ciclico.[39][141] Uma limitacao, é que as deformagoes induzidas pela
eletrorestricao sao limitados, e apenas em altos campos elétricos conseguem atingir os niveis obtidos
normalmente pelos piezoelétricos.

Uma estrutura inteligente possui dois conjuntos de partes: a parte passiva e a ativa. A parte
de passivo ¢ aquela que suporta o carregamento, mecénico, e a parte de material ativo é aquela
que faz o sensoreamento e a atuacdo. A parte ativa também pode suportar parte do carregamento,
dependendo de suas dimensoes e propriedades mecénicas. Isso pode ser visualizado considerando
uma casca delgada sob vibracao. Esta amplitude pode ser reduzida, ou em certos casos eliminada,
usando filmes piezoelétricos colados nas superficies. Conforme a casca se deflete sob a agao das
forgas externas, o sensor piezoelétrico também se deforma, gerando uma carga elétrica de superficie
proporional & deformacao. A carga pode ser captada e amplificada por um sistema de controle, o
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qual aplica uma voltagem ao filme piezoelétrico atuador que, por sua vez, induz uma deformacao na
estrutura da casca, de forma a reduzir a amplitude de deflexdao detectada.

21.1.1 Conceitos basicos de sistemas de controle

Uma das partes fundamentais na operagao de estruturas inteligentes é a existéncia de um sistema de
controle. Um sistema de controle se caracteriza por gerar um sinal de saida cujos valores podem ser
(a) pré-definidos, fixos, ou (b) calculados a partir de valores de entrada do sistema. Associados a
essas duas possibilidades, existem duas formas bésicas: sistemas de malha aberta, e de malha
fechada, também chamada de retro alimentada. Define-se o valor de saida do sistema como o
valor da grandeza fisica do componente sendo controlado. Por exemplo, no problema de controlar o
deslocamento transversal de uma placa, o valor de saida é o valor o deslocamento efetuado pela placa
num dado instante, como resultado dos carregamentos e da excitagao aplicada sobre o atuador. No
sistema de malha aberta, o valor de saida nao exerce nenhuma influéncia sobre o valor de excitacao
sobre o elemento ativo (o atuador piezoelétrico, por exemplo). Em controles com malha aberta, o valor
da excitag@o é escolhido com base na experiéncia, de tal forma que o sistema controlado apresente
um comportamento aproximado aquele desejado, apés um dado intervalo de tempo. Por exemplo,
se se deseja que um certo forno elétrico atinga 300 °C em 10 minutos de aquecimento, alguém com
experiéncia pode fazer um ajuste em num dado valor da resisténcia elétrica, e esperar que ao final de
10 minutos a temperatura esteja proxima do valor desejado. Claramente, o resultado vai depender da
diversos fatores, como a temperatura ambiente, por exemplo.
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(ex.: deflexdo Voltagem no atuador e sensor
desgjada) 0 atuador

retro alimentagao
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Figura 21.2: Esquema simplificado de um sistema de controle de malha fechada.

No controle com malha fechada, ou controle com retro alimentacao de dados, o valor de saida
instantaneo é utilizado para calcular um erro em relagdo ao valor desejado. O sinal de excitagao é
modificado de forma a reduzir esse erro a zero ou a um valor adequado. A Figura 21.2 ilustra um
sistema, de controle de malha fechada, tomando um componente estrutural com atuadores e sensores
piezoelétricos como exemplo. O controlador recebe um valor de referéncia, que no caso ¢ o desloca-
mento desejado num certo ponto da estrutura. Ele emite uma voltagem que é aplicada no atuador
montado na estrutura. Esta se deforma sob a agdo das forgas mecénicas e do atuador. O sensor
detecta a variacao de deformacao e emite um sinal elétrico proporcional, que é retro alimentado ao
controlador. Este sinal é comparado com o valor de referéncia e um valor de erro ¢ calculado. Em
seguida o erro é utilizado para o cdlculo de uma voltagem de excitagdo que possa reduzir o erro no
deslocamento em relacao ao valor desejado.

21.2 Equacoes governantes de Piezoelasticidade linear 3D

Consideramos um corpo sélido piezoelétrico ocupando um dominio aberto V' C R2, com contorno V.
As equagOes gerais que governam seu comportamento mecanico e elétrico sao mostradas a seguir. As
componentes mostradas sao em coordenadas cartesianas. Utiliza-se a notagao de Voigt para tensores
de segunda e quarta ordem. Uma bibliografia cldssica para o equacionamento geral de materiais
piezoelétricos ¢ o trabalho de Tiersten [191], de 1969. Mais modernamente, podem-se citar [71][222].
O conjunto geral de equactes governantes é o seguinte.
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1. Relagao deformagao-deslocamento linear
e = D™u, onde € = {e1, 2,63, Vo3, V31, Y12} » € U ={uy, ug,uz}’ . (21.1)
D™ é uma matriz de operadores diferenciais:
8/8:1?1 0 0 8/81'2 0 8/8:133
Dm = 0 8/81'2 0 8/81'1 8/8.%'3 0 (21.2)
0 0 8/8.’E3 0 8/8%2 8/8561
e ui, u2 € uz sao as componentes de deslocamento. Em alguns pontos do texto, substituiremos
a notacao por u, v e w.
2. Equagoes locais do movimento no dominio (equilibrio mecéanico):
DmTU+b=0 em V, onde0':{01,02,03,723,731,712}T. (21.3)
3. Equilibrio mecanico no contorno (condigoes de contorno de Neumann):
ni 0 0 ng 0 ns
n"o=t emdVy,onden™=| 0 ny 0 ng nz 0 (21.4)
0 0 ns 0 no n1
OV} é a regiao do contorno sob vetor tensdo t = t(x) e n” = n"”(x) é a matriz com os cossenos
diretores do vetor normal no ponto do contorno.
4. Condigoes de contorno essenciais mecéanicas (de Dirichlet):
u =1 em JV,, (21.5)
onde @ = Q(x) ¢ o vetor de deslocamentos prescritos em 0V,.
5. Relacao entre a fungao escalar potencial eletrostatico ¢ e campo elétrico E
E=-V¢, ondeE={FE, Ey F3}". (21.6)
¢ = ¢(x), e E é o vetor campo elétrico, em V/m ou N/C, onde C é Coulomb e V é Volt. ¢ é
dado em V.
6. Relagao constitutiva eletromecanica:

} , onde D ={Dy, Dy, D3} . (21.7)

= o

(5)-1¢

D ¢ o deslocamento elétrico [C/m?]. C ¢ a matriz de elasticidade linear do material piezoelétrico,
em N/m? obtido em campo elétrico constante. e ¢ matriz de rigidez piezoelétrica [N/Vm] ou,
equivalentemente, em [C/m?]. k® ¢ a matriz de constantes dielétricas obtidas para deformacio
mecénica constante, em [F/m]. Note-se que € e —E sao os conjugados energéticos de o e D,
respectivamente. Qualitativamente, isso significa que D pode ser entendido como uma “forca
especifica”, no mesmo sentido que a tensao mecanica o. O campo E é andlogo a deformagao
mecanica €: enquanto € é definido como a parte simétrica do gradiente de deslocamentos como
em (21.1), E é definido como o gradiente do potencial elastostatico ¢. As matrizes C e k® sao
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positivo definidas, de forma que o sistema (21.7) pode ser invertido:!

S=C! k%=k°+eSe’
D T ’ )
{2)-[5 {5 o o e
L& - 4 g —f7eS, SP=5_ gTes,
SE

Nota-se que o material piezoeletricamente inerte é tal que e = 0. Entao, de (21.7), os efeitos
mecénicos e elétricos, o e a D, tornam-se desacoplados, sendo que D resulta apenas do efeito
dielétrico sob a agdo de um eventual campo elétrico E, que qualquer material possui. Em (21.8),
se g = 0, tem-se que f7 = (k) ' e SP=C~L.

7. Em geral, as laminas piezoelétricas sao usadas nos chamados modo extensional e modo cisal-
hante. No modo extensional, o campo elétrico é aplicado na mesma dire¢do da polarizagao
do material, e a deformacao é extensional, perpendicular & direcdo de polarizagdo. No modo
cisalhante, o campo elétrico é aplicado perpendicular & direcao de polarizagao, gerando uma
deformacao cisalhante nesse plano. As matrizes de constantes piezoelétricas para ambos os casos
sao as seguintes:

0 0 0 0 €15 0
e = 0 0 0 eyg 0 O para o modo extensional, e
| e31 ez es3 0 0 0 |
[ €11 €12 €13 0 0 0 i
e = 0 0 0 0 0 ez | parao modo cisalhante. (21.9)
0 0 0 0 €35 0

No presente texto faremos o detalhamento usando apenas o modo extensional.

8. A forma geral do sistema algébrico (21.7) para um material piezoeldstico ortotrépico, em
modo extensional, é

(

01 [ C11 Cia Cis 0 0 0 0 0 —e31 | €1

02 Cia Coy  (Cog 0 0 0 0 0 —e32 €9

g3 013 023 033 0 0 0 0 0 —e33 €3

7923 0 0 0 044 0 0 0 —€2 0 Y23

T31 = 0 0 0 0 055 0 —€15 0 0 Y31 . (21.10)
T12 0 0 0 0 0 066 0 0 0 Y12

Dy 0 0 0 0 e5 0 ¢ 0 0 B,

D2 0 0 0 €24 0 0 0 k§2 0 E2

Ds | e31 e32 e33O 0 0 0 0 kSs | \ E3

A esparsidade da matriz inversa S¥ ¢ a mesma de CF. Em geral as laminas piezoelétricas sao
considerados transversamente isotrépicas, e com direcao de polarizagao ao longo do eixo
principal 3, aquele de isotropia transversal. Se o campo elétrico é paralelo a diregao de
polarizagao, a matriz constitutiva apresenta as seguintes simplificagoes:

Ci1 = Caa, Ci3 = Chs, Caa = Css, 2Ce6 = C11 — Cha,

21.11
€32 = e31, €24 = €15, 50 = ki;- ( )

As quatro primeiras relacoes sdo aquelas usuais de isotropia transversal mecénicas, mostradas
em (4.23). No total, sdo 5 constantes eldsticas independentes, 3 de permissividade dielétrica
e e 2 de constantes dielétricas k¢, resultando 10 constantes de material no total. Pode-
se interpretar que um valor e3; de permissividade dielétrica corresponde & tensao mecénica o

'F indica Farad, a unidade de capacitancia elétrica de um meio. E uma unidade derivada, i.e., ¢ definida a partir de
unidades fundamentais. Por exemplo, 1 F =1 C/V =1 Nm/V? =1 Ws/V2,
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desenvolvida na direcao 1, devido a um campo elétrico EF3 unitdrio aplicado na direcao 3, se as
deformagoes mecanicas forem restritas de forma a que € = 0.

9. A relagao constitutiva (21.7) frequentemente é expressa em outro formato, mais adequado as
funcoes atuador ou sensor. Como C e k® sao matrizes positivo definidas, as seguintes operagoes
podem ser feitas. Primeiro, se pode decompor (21.7) em duas equagoes:

o = Ce—elE,
D = es+k°E. (21.12)
Da primeira equacgao se pode exprimir €, que substituida na segunda, produz a seguinte forma:
S=cCc!
T ’
{E}:[i ig]{g},onde d =eS, (21.13)
k? = de” +k°.
S é a matriz eldstica de flexibilidade do material, em [m?/N] obtido em campo elétrico nulo. d
¢ a matriz de constantes dielétricas em [m/V], e k% é a matriz de permissividade absoluta do
material para tensdes mecénicas nulas, em [F/m]. k% também é conhecida por permissividade
absoluta do material. No caso do material piezomecéanico ortotrépico transversamente
isotrépico em relacao ao eixo 3 se tem:
( &1 i S11 Sm S13 0 0 0 0 0 d31 ] g1 )
£9 512 511 513 0 0 0 0 0 d31 g9
£3 513 S13 533 0 0 0 0 0 d33 g3
Va3 0 0 0 Sy O 0 0 dis O To3
Y31 = 0 0 0 0 S44 0 d15 0 0 T31 . (21.14)
Y12 0 0 0 0 0 SG6 0 0 0 T12
Dy 0 0 0 0 dis 0 kfy O 0 FEy
Dy 0 0 0 dis O 0 0 k7, O Ey
Ds L d31 d31  dss 0 0 0 0 0 k‘g3 | E3
Deve-se observar que, frequentemente, as propriedades piezoelétricas fornecidas pelos fabricantes
sao em termos de d e de C?, a chamada matriz dielétrica relativa (ou simplesmente constante
dielétrica) para tensao constante, definida por
o — 1 g
C? = —k°, (21.15)
ko
onde k, ¢ permissividade do vécuo, k, = 8,854.187.817.6 - 10712 F/m. A esparsidade da matriz
de material em (21.13) é a mesma de (21.10).
10. Equacoes de conservagao de carga elétrica:
V-D=0 em Q. (21.16)
Essa é a equagao de Maxwell que governa o vetor deslocamento elétrico.
11. Condigao de contorno elétrica natural:
_ T
n-D=& emI'p, onden:{ ny ng N3 } . (21.17)
OVp € a regido do contorno cuja componente normal do deslocamento elétrico é prescrito w =
w(x).
12. Condigao de contorno essencial do potencial eletrostatico:

¢ = ¢ em OV, (21.18)



Capitulo 21. Piezoelasticidade e estruturas inteligentes 517

onde ¢ = ¢(x) é a funcio escalar potencial elétrico prescrito em V.

Nota-se que o contorno V' ¢é particionado de acordo com as condigoes de contorno em 9V, 0V, OV
e dVp, tal que

oV =90V, U 8Vf e 9V, N 8Vf =, e oV = BV¢ Uuovp e 8V¢ NoVp = &. (21.19)

21.2.1 Equacgoes diferenciais governantes do tipo Navier

As equagoes locais de equilibrio mecanico e elétrico, (21.3) e (21.16), podem ser expressas em termos
das varidveis primais do problema, os deslocamentos mecéanicos u e o potencial elastostético ¢, de forma
similar ao que é feito para gerar as equagdes do movimento de Navier (em termos dos deslocamentos).
Isso é feito substituindo as relagdes cinemadticas de deformagao e campo elétrico, egs. (21.1)-(21.6),
na relacao constitutiva (21.7), e levando o resultado nas equagoes de equilibrio (21.3) e (21.16). O
resultado é mostrado a seguir para o caso sem forgas de corpo, para as diregoes principais de ortotropia
do material, com a matriz constitutiva na forma (21.10). Essas sdo as equagoes base utilizadas em
[94] no desenvolvimento de solugdes exatas 3D, cujos resultados sdo sumarizados na segao 21.6.1 do
presente capitulo:

Ci1U,zz +012'Uaxy +C13w,z2 +Coe (u>yy +V,zy ) + Css (uyzz W,z ) + (631 + 615) Dz =0,
Cl?“wy +C22U7yy +023w7yz +Cs6 (uaz’y +V, 5 ) + Cus (/U7ZZ FW,y ) + (632 + 624) ¢’yz =0,
C13U,y- +2C23'Uayz +C33w,.. +Css (Uamz +W,zx ) +Cus (wyyy +V,y2 ) + €330,22 +624¢7yy =0,
_kf1¢axz _kSQQSayy _k§3¢72z +e31U,52 +2632'U7yz +ez3w,,, +
€24 (wyyy +Uayz ) — €15 (uaxy +waxm ) =0.
(21.20)
Aqui, para simplificar a notacao, usamos as componentes do deslocamento como u, v € w, € usamos a
notagao (-) , para indicar 0(-)/0x, por exemplo.

21.2.2 Rotagao da relagao constitutiva 3D em torno do eixo 3

A relagao constitutiva eletromecanica (21.7) apresenta uma matriz de material nao simétrica. Pode ser
interessante, no procedimento computacional, obter uma expressao equivalente com matriz simétrica.
Considerando que C e k® sejam simétricas, o procedimento é simples, bastando multiplicar o campo
elétrico por —1, e as submatrizes correspondentes também. Adicionalmente, utilizaremos os sobre-
scritos 1 e x para indicar o sistema de coordenadas a que cada grandeza se refere. Assim, nas diregoes

principais, (21.7) toma a forma
ol Ccl el7 el
{ D! }:[ el k! { ~E' } 2
N—

CE1
1

onde CF! ¢ a matriz constitutiva eletromecanica. As rotacoes de ! e €' em torno do eixo 3 sao dadas
por (4.72), pagina 88 e as rotacoes dos vetores D! e E! sao dadas por T}, definido em (4.70). Assim,

ol =To", D! = TI'D*,

€1 — T—Tsm’ El — TZEx (2122)

O sistema particionado (21.21) pode ser transformado, substituindo (21.21) da seguinte forma:

[ 0 i[(‘)z’ ] { . }: { Sll ell{fl ] [ TOT 19; } { S } (21.23)

Isto gera a relagdo constitutiva eletromecénica no sistema Oxyz definido por uma rotagao anti-horaria
de angulo 8 em torno do eixo 3 do sistema cartesiano O123:
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o\ o] & e [TICTT TTT ] [ ot
{Dx }_C {—E‘” }, onde C"* = T,e!T-T —T,k'T7 |~ | e -k

(21.24)

Caso o material seja ortotrépico, as expressoes da matriz eldstica rotacionada C* sdo as mesmas
mostradas em (4.77)-(4.79). Os termos nao nulos das demais matrizes sdo os seguintes:

x _ .1 2 1 .2 xr 1 1 2 xr 1 1 exr 2 el .2

ey = e3¢ +egs®,  efy = (e15 —ey) s°c,  efg = (e —exp) ¢, kS5 = kS5c” + kfis?,

x _ .1 2 1 .2 x _ .1 2 1 .2 r _ T ea: _

€39 = €39C" + €315%, €15 = €15C" + €945, €55 = €yy. k§s = kg3, ksT = ki3, (21.25)
x _ 1 x _ .1 2 1 .2 2 _

€33 = €33, €94 = €34C" + €1557, = k{1 + kjos?, K = (kfn — kS3) sc

onde s = sen 6 e ¢ = cos 6. A forma geral do sistema algébrico para o material ortotrépico rotacionado
em torno do eixo 3 é

oz ) [ Ch, Cf Cf; 0 0 Cf 0 0 —e3; ] €z )
Ty Cl, C5 C3 0 0 C3 0 0 —€3 y
o Ci; C3 C55 0 0 C% 0 0 —els €z
Tyz 0 0 0 04164 Céf5 0 —€:f4 _654 0 Vyz
Tox ¢ = 0 0 0 Cf C5 0 —efy —e3s 0 Yox . (21.26)
Ty e Cx Ci 0 0 Cgs 0 0 —€36 Vay
D, 0 0 0 efy ez 0 =k 73 0 -E,
D, 0 0 0 e €5 0 —k5 —kS5 0 -E,
. D, L e3; €3y €33 0 0 €36 0 0 kS5 | —-F,

21.2.3 Relagoes constitutivas em estado plano

Os laminados frequentemente sao delgados o suficiente para que a componente transversal de tensao
nomal seja muito menor que as demais componentes, de forma que possa ser desprezada em certos tipos
mais rotineiros de andlise. Torna-se entao necessdrio impor a restricdo o3 = 0 na relagdo constitutiva.
O procedimento ¢é similar aquele usado no caso puramente eldstico, visto no Capitulo 4. Tomamos a

relagdo 3D mostrada em (21.8), adaptada para uma lamina ortotrépico k, em sua forma aberta:

(e ) [ SH SB SE o 0 0 0 0 g3 o1
€2 sh 8L SB 0 0 0 0 0 g3 o2
€3 SlD?’ 52% S33 0 0 0 0 0 933 o3
Y3 0 0 0o SH o 0 0 gu O Ta3
Y31 ¢ = 0 0 0 0 S22 0 g5 0 0 T3 (21.27)
Y12 0 0 0 0 0 S& o o0 o0 T12
E 0 0 0 0 —gi5 0 f 0 0 Dy
Es 0 0 0 —ga« O 0 0 ff O Dy
E3 | —931 —g32 —g33 O 0 0 0 0 f& | Ds

A condigdo o3 = 0 permite a remocao da terceira coluna da matriz, e o sistema pode ser separado em
trés partes:
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- k
€1 k SlDl Sl% 0 g1 k 0 O gs1 F D1 F
€9 = s sD 0 op) +10 0 g3 Do )
Y12 0 0 SE% T12 0 O 0 Ds
N———— - ~~
el gE, ol g7
k k k k( D F
- 1
Vo3 _[sa o T3 0 g2 O D 91.28
B 0 SZ * 0 0 2 , (21.28)
Y31 L 55 T31 g15 D
N—— ——— N—— 3
1 Sc Tl 8c
B )" [0 0o 071"( o )" 0 —gis Y.
By - 0O 0 o0 o2 p 4| —gu O { i }
Es | —931 —g32 O T12 0 0 3
o0 0 1" ( D"
0 0 f55 Ds

Multiplicando as duas primeiras equagoes pela inversa da primeira matriz a direita de cada igualdade,
e multiplicando a terceira equagao pela inversa da ultima matriz, se obtém as relagoes constitutivas
inversas para estado plano de tensoes nas diregoes principais de ortotropia:

k _ k k k k
o1 Quu Qi2 0 €1 0 0 hs Eq
op) = Q2 Q2 0 €9 + 1 0 0 hg Es ,
T12 | 0 0 Qes V12 0 0 O E3
k
k - k k E( E
{ T23 } _ | Cu O ] { V23 } +[ 0 heq O ] E; (21.29)
T31 | 0 Css Y31 his 0 0 B ’
Dy )" 0 0 01"( & )* 0 —hy 1" K
Do - 0 0 0 er p 4+ | —haa O { 323 }
D3 —h31 —h32 0 Y12 0 0 31
e 0 0 1% ( B Y"
+ 0 Fyo 0 Es
0 0 F33 Es

De forma similar ao material ndo piezoelétrico, ensaios mecanicos realizados sob campo elétrico nulo
poderao determinar as constantes de elasticidade de engenharia, como em (4.30):

P p o _vi2Baky Ok, — _ bk
U B — v By 2B —13,Ey 2 B — By (21.30)
ngG = Glfm Q{L; = (23, Q’§5 = (3.
As trés equagoes (21.29) podem ser postas em forma compacta como:
o' = Qe +hE,
T = C.y' +HE, (21.31)
D! = —hl et —HT '+ FE.

onde
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h=(sP) g, H=S lg, C,=8SL. (21.32)

L e ¢! para designar apenas as

Note que em problemas planos, a partir deste ponto, usamos a notacgao o
componentes planas de tensao e de deformagcao, como indicado em (21.28), em vez das seis componentes

do caso triaxial de tensoes.

As rotagoes de ol e e! em torno do eixo 3 sdao dadas em (4.37) e (4.52), com a matriz de rotagio
T dada em (4.38), isto &, 0! = To” e e} = T Te”. As rotagdes de D! e E! sio D! = TID? ¢
E! = TTE", dadas em (21.22), com a matriz de rotacio T, dada em (4.70). Note que T, ! = TT As
rotagoes de 7! e ! sdo dadas em (4.72):

23 | foost —senf | frye Loy 0 e (21.33)
T31 senf cosf Tog
Para as deformacoes cisalhantes transversais, a rotacio é feita pela mesma matriz: v! = Tyy*. Com
isso, cada uma das trés equagoes (21.31) pode ser rotacionada:

o' =Qe'+hE!, ' =C.~y'+HE',
*=QT "e” + hT]E?, T,7* = C. Tsy" + HT} E?,
o= (T7'Q T ")e” + (T 'hT])E?, 70 = (T, 'C.Ts)y" + (T, 'HT) ) E,
D N ! <
Q h7 Q. a7

D! = —hT ¢! —HT 4! + F E!,
T'D* = —~h"TTe* - HT Ty* + F TIE?,

D" = —(T,h' T 7)e” - T,H' T,y" + (T,FT))E". (21.34)
\ ; A_/—/ \ )
h B P
As trés relagoes podem ser postas em forma compacta como:
o’ F Q 0 —h e” k
™ = 0 C. -H o : (21.35)
D* ~h" AT -F ~E"

As expressoes de C. sao as mesmas dadas em (4.51) para o caso puramente mecanico. As trés partes
da relagao constitutiva para estado plano de tensoes tem a seguinte forma aberta sao:

or )" Qu Q2 Qe ra )t 0 0 ha (B
Ty = Q12 Q22 Q26 €2 +10 0 hap E, ;
Tay Qe Q6 Qss V12 0 0 hsg E,
k = k — — Kk E, F
{ Tyz } _ [ Cu Cys ] { Vy= } " [ Hyy Hy O ] > (21.36)
Tz Css  Css V2 Hys Hys O Ez ’ .
DJ; k 0 k Ex k —H14 —FI15 k k
D, 0 €y + | —Ho —Hos { e }
Dz |: —h31 —h32 iL 'yzy 0 0 Yz
Fiu Fa 0 * E; *
+| Fiz F2 O Ey
0 0 Fs3 E,

As expressoes para os termos nao nulos de C., h, H e F sio as seguintes:
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ZL31 = hg1 2+ h3as?,  his = hisc® + hoas®,  hag = hoac? + hizs?, has = hua,
hsa = h3ac® + h318%,  Fi1 = Fi1c? 4+ Faes?,  Cua = Quc® + Qs558%,  Fi3 = Fig,
hae = (ha1 — haz) sc, Fag = Faac® + Fiis®,  Css = Q556" + Qus®,

hia = (h1s — hoa) sc, Fio = (Fi1 — F) s¢, Cas = (Qs5 — Qua) sc,

(21.37)

Caso a lamina piezoelétrica atue em modo extensional, com a diregao de polarizacao e de campo
elétrico na direcao transversal, a tinica componente nao nula do campo elétrico é F,, com F, = FE, = 0.
Observando-se o tltimo termo de (21.36) nota-se que, s Entao, se essa lamina for ortotrépica, sob estado
plano de tensoes, de (21.36)2, nota-se que a tensao cisalhante transversal se torna completamente
desacoplado do fendmeno elétrico. Entretanto, da terceira equagao, o cisalhamento transversal afeta
o deslocamento elétrico D.

21.3 Forma fraca e principio de minimo

As nove equagoes governantes locais do problema piezoelétrico, em suas formas diferenciais e algébricas
no contorno e no dominio, mostradas em (21.1), (21.3)-(21.7) e (21.16)-(21.18), podem ser tomadas
em residuo. Cada residuo é em seguida ponderado por uma fungao peso arbitrdria. Os resultados sao
integrados no volume V C R3 do corpo, e em seu contorno 0V, e finalmente somados, resultando na
seguinte forma forte integral (note que usaremos uma notagao mista, com termos em notagao tensorial
e outros em notacao matricial):[187]

V= /AiidVJr
FRLSY (e slls D) s b ()
ey v

of ey - )dW*/m(“ D) (6 9) dov, =o0.

dv — / (n"o —t) doV; — ¢(n-D—x) doV,
an 8VD

(21.38)
Note que as fungOes peso possuem apenas requisitos de suavidade. Neste ponto, nao hé restrigoes
sobre seus valores no contorno. Os termos sob chapéu, (%), sdo fungdes peso arbitrdrias. O primeiro
termo é de inércia, onde p, u e ii sao a densidade do material, a velocidade e a aceleragao do ponto. O
procedimento de ponderagao pode ser visto em mais detalhes em [136]. A Forma Variacional estabelece
que a solugdo {u, ¢, e, E, o, D} do sistema de equagdes do problema local satisfaz

Vi =0, v{ﬁ, o, 8 B, &, f)} e LA(V). (21.39)

Note que o funcional V; é completamente geral. Um método de obter solugbes aproximadas baseado
nele nao exige que os campos incégnitos {u, ¢, €, E, o, D} satisfacam a priori qualquer das condigoes
de contorno. Essas condigoes sao satisfeitas de forma aproximadas (de forma fraca), devido aos termos
de contorno incorporados no préprio funcional (as quatro ultimas integrais). Da mesma forma, os cam-
pos incégnitos nao precisam satisfazer exatamente, a priori, as relagoes constitutivas ou cinemadticas,
que sdo incorporadas explicitamente nas duas primeiras integrais de (21.43) . De fato, todas as nove
equacoes locais sao satisfeitas de forma fraca num método aproximado baseado em V.

E possivel provar que a parte estdtica da Forma Variacional (21.39) possui um Principio de Minimo
dado por
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no= [l 5 H[C S 5] {S}<{%}—{%$}>*%dv
—/anfTu doV; — /aVqus doV, — aVu( o)’ (u—1a) doV, — o, (n-D) (¢ —¢) doV,.
(21.40)

O primeiro integrando é conhecido como entalpia elétrica:

H(e,—E) :;{ _EE }T[ S _ei H _EE } (21.41)

Essa é uma grandeza andloga & densidade de energia de deformacio eldstica de um sélido, e’ Ce/2.

E possivel provar que, dentro de certas condicoes de suavidade das funcées, o minimo de I ocorre
no ponto {u, ¢, €, E, o, D} que satisfaz a condigao (21.39) no caso estdtico. Isso é feito, por exemplo,
fazendo a primeira variagao de Ilg (ver Mendonga e Fancello, [136]) nas varidveis {u, ¢, €, E, o, D}.
Essa operacao ¢é feita com o auxilio do teorema do divergente aplicado na terceira integral de (21.40)
(o termo que contém o’ (D™u) e DTV¢):

Mg T O'T m — Mg T

/Vu(D ) dV+/V (D™u) dV /W(n ) u dov,
/ ¢ (V-D)dV+ / DIV¢dV / (n- D) ¢ddV. (21.42)
\% \% oV

Ambos os funcionais, IIg e V7, se constituem em pontos de partida para diversos dos chamados
Métodos de Elementos Finitos Hibridos, que contam com extensa literatura. (Ver, por exemplo, a
lista de referéncia em [187]). O MEF mais usual é aquele baseado em formulacao de deslocamento,
em que os campos incégnitos sao apenas aqueles primais, que no presente problema sao os campos
de deslocamento e do potencial elétrico, {u, ¢}. As base de func¢oes de aproximagao sdo requeridas
satisfazer, a priori, as condi¢bes de contorno essenciais e as relacoes constitutivas e cinemdticas, de
forma que restam no funcional apenas o equilibrio (mecanico e elétrico), no dominio e no contorno,
para serem aproximados. Dessa forma, os funcional do Principio de Minimo torna-se simplificado para

0 seguinte:
€ rc e € b7
~E e -k°|| -E "

1
HGlZ/
V2

Quanto a V1, impomos em (21.38) a condigao que {u, ¢} satisfazem, a priori, as condigoes de
contorno essenciais e as relagoes constitutivas e cinemadticas, de forma que o funcional fica

reduzido a:
T
D"To + b
Lo o

~ mo —t)doV; — ¢(n-D—a)ddV, = 0.
avf aVp

dv — / tTu dov; — / 0pddV,,. (21.43)
vy aVp

<o

- wu_{
v (21.44)

Em seguida o teorema do divergente na forma (21.42) é usado na segunda integral de volume, resul-
tando na seguinte forma fraca:

. T T
- ST € C e € AT
weflwa { S V[0 S ]{ S )

oVp

AV + / Wt dovi+ | @ doV, =0,
ovy

(21.45)
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Deve-se ter V3 = 0 V& e VE admissiveis. € e E devem se relacionar ao campo de deslocamento u e
ao potencial elétrico ¢ através das relagoes (21.1) e (21.6). Por sua vez, {u, ¢} devem satisfazer as
condigbes de contorno essenciais (21.5) e (21.18), e possuirem a regularidade necesséria, que pode ser
resumida por:

e =¢(u) =D"u, ondeu; e U(V),j=1,3e

E=E(¢)= Vo, ondedeUy(V). (21.46)
Os conjuntos vetoriais de funcées U (V') e Uy (V') sao definidos por
UWV) = {feH (V) e fx)=Ff Y (x) € OV, }.
Us(V) = {feH (V) e f(x)=F V(x) € OV} (21.47)

onde x = {z,y, z) ¢ a coordenada do ponto. f é um valor prescrito. H' (V) é o espaco vetorial de
funcoes de Hilbert, definido por

H (V)= {g | /Q [0* + g%+ g%+ g% dV < oo} . (21.48)
A admissibilidade de & e E pode ser resumida da seguinte forma:

3 ) =D"q, onde u; e V(V),j=1,3¢€
= = &) : ! (21.49)
E=E(¢) = -V, onde ¢ € Vy (V).

21.3.1 Forma variacional para estado plano de tensoes

E interessante notar que é possivel representar o funcional V3 em termos de tensoes em vez de defor-
magoes:

~ T
i f {5 ) {5 feen
] )

Essa forma variacional é adequada a relagoes constitutivas arbitrdrias, em vez de apenas linear, como
em V3. Para um estado plano de tensoes, a componente normal transversal de tensao é tomada
como o, = 0. A componente correspondente de deformacao, €,, ndo é nula, mas a densidade de
energia de deformacao associada a ela é nula, 0,¢,/2 = 0, de forma que a entalpia (21.41) pode ser
representada em termos de apenas as componentes restantes de tensao:

oVp

av +/ a’t dov, + dw dOV, = 0.  (21.50)
AV

T

g” o”
Vi :/ palii—{ 4* > > +a'b dV+/ a’t davt+/ ¢ dOV,, =0, (21.51)
\% _Eaz D* oVy oVp
onde as componentes de estado plano de tensoes sao:
o = {0z, 0y, Txy}Tv T8 = {1y Twz}T7 D?* = {D,, Dy, Dz}T’ (21.52)
T T .
e’ = {eacv €y, 7xy} ’ 7x = {7yz7 sz} ’ E" = {EJH Eyv EZ}T .

21.4 Tipos de modelagem de placas laminadas hibridas

As formas integrais mostradas na segdo anterior sdo adequadas principalmente a um corpo de forma
arbitraria, 3D. Para uma placa laminada constituida por ldminas puramente estruturais e laAminas
piezoelétricas, i.e., um laminado hibrido, a modelagem pode ser feita usando um ou um conjunto
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de modelos de placa. Quando se observa o conjunto da formulacdo mostrada nas secGes anteriores,
verifica-se que existem dois tipos de comportamentos fisicos distintos, que se desenvolvem de forma
acoplada: o comportamento mecénico e o piezoelétrico, representados pelas fungoes de estado u e o
potencial elétrico ¢. Tem-se duas grandes formas de solugao:

1. Solucao desacoplada. Consiste em, primeiramente, arbitrar o potencial elétrico de uma ou mais
laminas piezoelétricas que sao montadas como atuadores. Este potencial é convertido, pelo
equacionamento, em forgas, que sao incluidas na formulacao mecéanica, que em seguida é resolvida
para determinar os campos de deslocamento e de tensoes, de uma maneira bastante similar &
analise termoeldstica desacoplada, quando o campo de temperatura é prescrito. Neste tipo de
analise desacoplada, uma camada piezoelétrica que funciona como sensor, uma vez deformada
sob a acao de forcas mecéanicas, gera uma diferenca de potencial elétrico que é lido por um sistema
externo de aquisicao de dados e, com o uso do equacionamento, se obtém uma estimativa da
deformacao local. Esta é a modelagem feita, por exemplo, em [166].

2. Solucao acoplada. Neste caso, a formulacao incorpora ambos os campos u e ¢ como varidveis,
que sao resolvidas simultaneamente, levando em conta as interagoes mituas entre eles. No texto
que segue detalharemos essa estratégia. A forma desacoplada pode ser facilmente obtida por
simplificagbes na forma geral.

Num laminado, as formas de modelar u e ¢ podem ser escolhidas de maneira independentes,
usando as mesmas familias de modelos usados em laminados puramente mecéanicos, isto €, modelos de
camada equivalente uinica (Kirchhoff, Reissner-Mindlin, ordem superior de diversos tipos), e modelos
de camada discreta. As combinagoes de modelos computacionalmente mais eficientes para o uso comum
em engenharia sao aquelas que combinam camada equivalente inica para u e de camada discreta para
¢. Para um méximo de precisao nos resultados o uso de modelagem por camada discreta para ambos
os campos é a unica forma adequada, embora associada a um maior custo computacional.

21.4.1 Forma variacional para modelos de Reissner-Mindlin/camada discreta

Consideramos nessa se¢ao, a combinacao de modelo de camada equivalente uinica (no caso o modelo
de Mindlin) para o comportamento mecénico, e o modelo de camada discreta para o potencial elétrico.

O ponto de partida é a adaptagao da forma variacional (21.51). Primeiramente, considera-se o
volume do laminado decomposto na forma V = Q x I,, onde Q € R? ¢ o conjunto de pontos na
superficie de referéncia da placa, geralmente a superficie média, e I, = (—H/2; H/2) é o intervalo na
direc@o transversal z. Assim, um ponto (z,y,z) € V é tal que x = (z,y) € Q e z € I,. O contorno de
V é decomposto em OV =T x I, sendo I' o contorno de €.

As integrais em (21.51) sdo decompostas da seguinte forma

T T

o o
Vi = / / pali — A 7 3 +0'b| dzdQ + / / ATt dzdl + / dw dOV, = 0.
QJI, _Ex D* ryJI. aVp

(21.53)
A condig@o de contorno elétrica essencial, na tltima integral geralmente é aplicada nem uma ou mais
superficies de lamina piezoelétrica, que sao paralelas a €.

Até este ponto, todos os campos dependem de (z,y, z), e a aplicagdo dos modelos é usada para
fazer a separacao das varidveis em €2 e I,. Para u, tomando o modelo de primeira ordem, se tem as
decomposicoes (11.41) e (11.42), pagina 301. Em lugar da decomposicao de deslocamentos (11.41),
pode-se facilmente utilizar um modelo cinemédtico de ordem superior, como aquelas listadas na segao
19.1, pédgina 467. Aplicagbes para modelos de ordem superior em problema piezoelétricos sao detal-
hadas em [58][166], por exemplo. Uma listagem bastante abrangente de bibliografia pode ser vista em
Torres e Mendonga, [197][198][200].

A representacgao do potencial elétrico ¢ usando um modelo de camada discreta segue alguma das
estratégias descritas no Capitulo 20. Particularmente, utilizamos a decomposicao baseada em fungoes



Capitulo 21. Piezoelasticidade e estruturas inteligentes 525

continuas, lineares por partes, ao longo da espessura, descrito, por exemplo, em [181][50][174]. O
potencial elétrico em qualquer ponto do laminado é representado da seguinte forma:

o(z,y, 2 Z¢ Yok (z,y), Y(z,y)€Qezel,. (21.54)

k indica a interface entre laminas ou as faces do laminado: k = 1, N indica a superficie superior da
lamina k, e k = 0 indica a superficie inferior do laminado. ¢* (z,y) é o potencial na superficie de
interface k. @k(z) sao fungoes de forma globais associadas a superficie superior da lamina k. Para a
variagao linear ao longo da espessura de cada lamina se tem, para k =1, N:

{bk(z) — % z 6 Ika
ko (21.55)
et

Também, 1210(/2) = (21 — 2)/h1, para z < z;. Os intervalos de z sao definidos por I, = {z, tal que
zk—1 < z < z}. Estas funcoes s@o nulas fora do intervalo indicado. Entao, podem-se identificar
fungoes elementares para cada lamina k, associadas a dois pontos locais ao longo da espessura da
lamina, situados nas interfaces. Entdo, para uma dada lamina, o potencial ¢ descrito por locais 17 (2):

¢z, y, 2 Z W (2 (,y) = * 7 (2)0" (@, y)+0 (2)9" (w,y),  V(wy) € Qe z € L. (21.56)

17 (z) sdo dois polindomios elementares lineares Lagrangeanos da lamina k, dados por

Pl =22 e pr) =221 vied, (21.57)
hk hk
A relagao entre o campo elétrico e o potencial na lamina é dada por (21.6): E = —V¢. Entao,
aplicando o gradiente na decomposicao (21.56) do potencial numa lamina, se tem

. o)

o[ e e
E(z,y,2)=— ) ; o9 5, zely. (21.58)

j=h—1 di’ (2) dy

dz &

Jk3(2) T’
EM (z,y)

O vetor ¥ (z,y) varia apenas ao longo da superficie da lamina k. E um vetor andlogo as deformacoes
generalizadas €°(z,y) e k(z,y). A matriz J¥(z) leva em conta a variacdo do campo elétrico na
espessura da lamina k. A relagdo acima pode ser colocada em forma direta para a lamina k:

o¢F 1 /o )
WF(z) . W*(2) . 8¢k;148y
Blz,y.2)= - v A1) v dF(2) 82’“/69; 2 € 1
dz dz 8¢k/8y
e [ )
EF(z,y)

(21.59)

2 . ~ . . . ~ sl =kj
Note que, caso a polarizagao aplicada seja apenas na diregao transversal z, o campo elétrico e 2"/ possuem apenas
componente z ndo nula. Entao, a formulacdo que segue pode ser modificada para eliminar a priori as componentes
coplanares de E, melhorando a eficiencia da implementacao de EF.
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Decomposigao do funcional em termos de deformacoes e forcas generalizadas

Consideramos o segundo termo na integral da forma variacional em (21.53), associado & energia de
deformagao generalizada. Substituimos as tensoes pelas deformagoes, usando a relagao constitutiva
linear de estado plano de tensdes, eq.(21.35).

é Q 0 —h €
Vo = / / oa 0 C. -H ~* dzdSQ,
I, _Ez _BT —|T -F _E®
o Q 0 ~h F e” k
_ / / 5" o €. -A v S a0 (21.60)
R A _Er
Em seguida, tomemos as discretizacoes ao longo da espessura,

E(z,y,2) =-H'(2) Ez,y), Vz € Iy,
e(x,y,2) =e€°x,y,2)+ zk(x,y,2), Vzel,, e (21.61)
7I(x7yvz) :FYC(x?y)? Vzel,

sao sao aplicada. Com isso V, é desmembrado em diversos produtos matriciais, como por exemplo

Vo = / &"TQFe™ dzd,
Q

kll’f
L
/Q

/ Z “OTAkso +&TBFk + RTBFe® + TDF } dq, (21.62)
Qp=1

/ (8° 4 zR)T QF (e° + zr) dzdQ,
Iy,

< QF dz)s + &° </ szdz>n+f%TBks°+f%T</ 2QF dz>f-e doQ,
I I

Ak Bk Dk

k=1

k=1

Repetindo um procedimento similar com os demais produtos em V,, se tem

&o T Ak Bk Ok _Ok e
I3 B D* ok -GF K
= N df. 21.63
ll /Q — Yc Ok Ok‘ Ek _Lk v. ( )
Ek 70kT kaT *Lk Pk Ek:
—_——
W CFk Wk

As submatrizes sao as contribuigoes da lamina para a rigidez do laminado. S&o definidas por

Ok = / l_lkadz, Gk = / zﬁkadz, LF = ﬁkadz,
D A L (21.64)
EF =k, / Ckdz, Pk — [ JMTERJ® 42
Ik ]k

k. é o fator de correcio ao cisalhamento. A* BF D* (de dimensdes 3x3) e EF (de dimensdes 2x2)
sao as contribuigoes da rigidez usuais de uma lamina em um laminado piezoeletricamente inerte. As
matrizes OF, G* (de dimensdes 3x6) e L* (de dimensdes 2x6) representam o acoplamento entre o
campo elétrico e esforcos mecanicos. P (de dimensoes 6x6) gera uma relacdo puramente elétrica.
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0% sdo matrizes nulas de dimensdes 3x2. A eq. (21.63) permite definir esforgos generalizados no
ponto (z,y) € €2, conjugados das deformagoes generalizadas:

F* = C*W*, (21.65)
onde F¥ & definido por
NF o
MF zo
F* = = / dz. 21.66
Qi I Tc ( )
Vv E

N¥, MF e QF sao as parcelas dos esforcos normal, de momentos e cortantes provenientes da lamina
k. V¥ & um andlogo ao demais esforcos. C* é a matriz completa, de dimensdes 14x14, definidas em
(21.63). Uma vez somadas as contribuicoes de todas as laminas, se tem

11\\1/1 N N

F= =Y FF =N CFWF, 21.67
Q ; ; (21.67)
v - -

F=F(z,y), e N, M e Q sao os esfor¢os usuais do modelo de Reissner-Mindlin. Esta é a relagao
constitutiva do laminado hibrido mecénico-piezoelétrico. E possivel representar esta relacao de forma
direta, incluindo os gradientes do potencial elétrico em todas as interfaces:

o

N A B 0 -0 €
M B D 0 -G K
F= Q (- 0 0 B _L . (21.68)
A% -0 —_gT —_L P =
C W

onde as matrizes sdo organizadas de forma a se adequarem ao vetor de gradientes de potencial de
todas as N + 1 superficies laminares:

[

:{ 99°  9¢° @ 09! 0¢' ol 9N 99" o }T. (21.69)

dr Oy oz y ox oy

A geracao de P em termos dos P* pode ser feita usando o mesmo procedimento usual do MEF para a
sobreposi¢cao de matrizes elementares em matriz global. Da mesma forma s&o sobrepostas as matrizes
OF, G* e L*. Assim, C possui dimensio 8 + 3(N +1). P tem ordem 3(N + 1), O, G tem dimensoes
3x3(N+1)eLeéde2x3(N+1).

Consideramos agora o quarto termo na integral da forma variacional em (21.53), associado as

forgas de contorno. Restringimos esse termo apenas as forgas distribuidas por unidade de compri-
mento, aplicadas no contorno da superficie de referéncia I'y, i.e.

Vb:/ /ﬁTE dzdr. (21.70)
ryJr.

Para o estado plano de tensoes, o vetor tensao é

Ox
te Ny TNy Ny O
t=14 t, = Ny Ng Ny Tay ¢ (21.71)
t, Ny Ng Tyz
Txz

ng, etc., sao as componentes do vetor normal ao contorno. Em I'y, tem-se que n, = 0, e a relacao
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acima pode ser decomposta em parcelas coplanar e transversal:

t n n Tz
t, = { x}:[ r y] Oa = Nro®, e
ty Ny Ng Toy
Al .

onde o* e 7" sao os vetores de componentes coplanar e transversal de tensoes. O vetor deslocamento
também pode ser decomposto na parcela coplanar, u, = {u, U}T, e w, de forma que o integrando
em Vs fica 01t = ﬁZNFU + wN,7.. Em seguida, toma-se a relacdo constitutiva (21.35) para as
tensoes, e a separagao de varidveis de deslocamento do modelo de Reissner-Mindlin, u, = up + 2%, e
w(z,y,2) = w(z,y), onde uy e 1 sio fungdes dependentes apenas de (z,y). Fazendo as substituigdes
em V}, e realizando as integragoes ao longo da espessura de cada lamina, obtém-se

Vi, = //ﬁTEdzdr,
ryJI,

a )" [ Np N
- / @ N. M 3 dzdT. (21.73)
e ¥ Np Q

:{N'm an Qn}T

N,, M, e Q, sao as componentes cartesianas dos esforgos normais, de momento e de
cortante, prescritos num ponto de I'y cuja normal é n. Nota-se que esta relacao produz as defini¢oes
consistentes de esforcos num ponto qualquer de €2, num elemento diferencial comprimento cuja normal

é n:
N, Nt N
M, = N, M . (21.74)
Qn NF Q

21.5 Modelo de elementos finitos

Tomando as equagoes (21.63) e (21.73) e levando-as a forma variacional (21.53), temos para o problema
estatico

T

N 0y ISIn
‘/21://pﬁTﬁdez—/ZWTCkadQ—l—/qudQ—i—/ n M, ¢ dl =0,
1.JQ Qi Q L Q.

(21.75)
VW admissivel. Na presente secao nao faremos o detalhamento da discretizacao do termo de inércia,
pois ele independe do campo elétrico, e sua discretizagao ja se encontra detalhada no Capitulo 18,
pédgina 454. Por outro lado, incluimos explicitamente no funcional o efeito do carregamento transversal
distribuido na superficie de referéncia, ¢.. As deformacgdes generalizadas na lamina, W*, sao
relacionadas aos deslocamentos generalizados da seguinte forma

o D, up

D w
Wh=Drub={ ® L= P . onde 21.76
Ye D, P ( )

=* Dy o
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0 0
0/0x e |
_ _ | 9/9y 1 _ | oz O
0/0y 0/0x
(21.77)

]D)’; e DF sdo os operadores diferenciais adequados ao modelo de deformacoes lineares. qbk(x,y) =

- T . A .
{ A }” sdo os valores do potencial nas faces da lamina. Os deslocamentos generalizados na
lamina k£ tem as componentes

uk:uk(x,y):{ u’ v’ w Y, wy qﬁk_l gbk }T. (21.78)

Para compactar a notagdo na formulagao que segue, definimos em (21.76) as deformagoes e deslo-
camentos generalizados mecanicos no laminado. como

[ up
W, = K e u, = w , (21.79)
Ye Y
Assim, a relag@o cinemética generalizada (21.76) se torna
€’ ug
P
Wk = \,Y,T _ | Dm uTZ ,onde W,, =¢ kK eu, =< w o, (21.80)
= ]D)¢ ¢
Ve L4

A discretizacdo do dominio Q via elementos finitos, para todas as funcdes primais u®(z,y) sers
mostrada usando a mesma base para todas as componentes. Consideramos ) particionado em Nnos
nds e Nel elementos, sendo nne o nimero de nés de cada elemento. Denotaremos a base de funcoes
de forma num elemento arbitrario como N¢(z,y) = {N1, Na, -+, Npyne}. A discretizacao de up,(z,y)
e de ¢*(z,y) sdo colocados na forma

1
u° N1 -+ Npne U (t)
v° N e None
w = Nl ce Nnne Uno(t) 5
1/155 Nl e Nnne .
wy Nl o Nnne \ ynne (t)
(21.81)
isto é, up,(z,y) = N (z,y)U™(t), e
P (z,y) = R o (1) (21.82)
Y (bk Nl N2 e Nnne ’ ’

isto ¢, ¢ (z,y) = N(z,y)®*. U™°(t) € o vetor de deslocamentos nodais do né no do elemento, e ®* &
o vetor de valores nodais do potencial nas superficies inferior e superior da lamina k, nas coordenadas
(x,y) dos nds do elemento na superficie de referéncia:

T
Uno(t) = {uaow UTOLO Wno w:cno ¢zno } , €

() = { bt gkt o gElogh gk gk T (21.83)

No caso dinamico temos uma semidiscretizacao, realizada apenas no espaco, na superficie de referéncia,
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de forma que os valores nodais U™ e ®* sdo funcoes do tempo.
Com isso, a discretizacao das deformacoes generalizadas em (21.80) torna-se

wh _ [ Wl _[Da N (2, ) U™
N = Dy N (z,y)®F |~
B, um
a |: B¢ :| 14X Tnne { (I)k } ‘ (2184)

B,, = D,,N°"(z,y) é a matriz de deformacao mecanica, de dimensoes 8 x 5nne, incorporando as
deformacoes de membrana, cisalhamento e as curvaturas. Analogamente, By = B¢Ne¢(w,y) tem
dimensdes 6 x 2nne. A Figura 21.3 apresenta uma visao tridimensional de um elemento finito e,
indicando uma ladmina arbitrdria k£ e os valores nodais do potencial em suas superficies inferior e

superior.
f k
A/ no
f k-1
no
z
TAV,
no
Lamina / m
L. Elemento e
superficie
de referéncia

Figura 21.3: Visao 3D do elemento finito e, com uma lamina arbitrdria k e os valores nodais do
potencial em suas superficies inferior e superior.

Tomamos a relagao constitutiva do laminado hibrido, (21.68), e fazemos o particionamento entre
as partes mecanica e elétrica. Adicionalmente, tomamos apenas a contribuicdo das forcas na lamina
k, como em (21.67):

Ck, Ck
F=CW — F:[ CHT C’,;“b ]{ ‘Z,T } (21.85)
mé o6 =

onde C* 6 = P*. Aplicando esse particionamento e as discretizacdes do deslocamentos e das defor-
magoes generalizadas, (21.81)-(21.84), a forma variacional (21.75), se tem a contribui¢do para um
elemento e:

N 2 T T k k
um B C C B um
vie 3t b LT e e [ e e e
kzzl P o By Cm¢ C¢¢ By 0]
g T 1STn
//pﬁ-iidez+/1Z)qde+/ w M, dr.
.Ja Qe QT {ﬁ Q.
(21.86)

0€2e NT'y & a parte do contorno do elemento e contida em I'y. Os termos devidos aos carregamentos
mecanicos podem sdo discretizados da forma usual em laminados piezoeletricamente inertes. A funcgao
peso w é discretizada por w(z,y) = Ni}(m,y)ﬁm, como em (18.18), pagina 445, e o termo devido
a carga transversal distribuida ¢ descrito como F¢ em em (18.19). Para o carregamento aplicado no
contorno, tomamos de (21.81), i, (z,y) = N¢"(z, y)U™. Entao, Vi pode ser reordenada para a forma
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N
V4e — Z (UmT {che um™ + Kke (I)k} 4 (I)kT {Kk:eTUm 4 Kke @k}) +
= X, (21.87)
/ / pii - it dQdz + U™T / N g, dQ + O™ / NemT M, » dT,
I.J/Q Qe QNI y Qn
onde
ke _ Tk T rk Tk

sao as matrizes elementares de rigidez mecénica, piezoelétrica e de acoplamento. Realizando a dis-
cretizagao do termo de inércia se tem o seguinte sistema algébrico de equilibrio do elemento

N .o e N e e
Mke 0 :| { um } |: Kke Kke¢ :| { um } { Fm }
- + mmm = (21.89)
k keT ke k k ;
Z‘Z [ P ; Km¢ K¢¢ d F¢

onde Mk¢ ¢ a contribui¢do da lamina k na inércia do elemento, dada por

Mke  — /1 / NemT pNe™ dQ. (21.90)
k

Uma vez que as contribuigbes de todas as laminas tenham sido incluidas, (21.89) toma a forma
padrao para o elemento

el he el LR e

60 1 /00
40 0,8
3 1 \ IS /
o
&}
2 0 “T——T— c 04
-O n ] .
20 — Deslocamento u (x102) 02 Potencial \
Cargaaplicada ! Carga aplicada (x10)
~|| e#——e——e Potencid aplicado . -e——e | Potencial aplicadg
R R B B B I \ 0 T T
-04 -02 O 02 04 -04 02 O 02 04
(@ ZH (b) ZIH

Figura 21.4: Solugao analitica de Heyliger [92] para distribui¢do na espessura do deslocamento
coplanar u em [m] e do potencial, em [V] para carga e potencial prescritos na superficie superior da
placa.

A matriz de inércia do elemento é vista como M€ em (18.61), pagina 455. O vetor de forgas
mecanicas no elemento é



532 Materiais Compostos e Estruturas-sanduiche — Projeto e Andlise

60 N — s N
_ 7 \ 0 —H — 100 O
45 — Potencid aplicado _| I 8
—| &—o—=o S, (X109 / I - 50 %
lg 30 — e—e—oty(x109 1% -10 - _g
S ] / S T P— 94— 94— -4 0 *g‘
= 157 / =20 — :
0 o — 1 Cargaapplicada — -50 S
_§ "\‘ /6 /& .30 | +———+ S, (x10) | [~ @
-15 \ f *» — —e— - Dy (x10%) — -100 O
N —e—rA / B
-30 T T T T 17 S o o e B B -150
-04 -02 0 02 04 -04 -02 0 02 04
(@ zZIH (b) ZIH

Figura 21.5: Solucao analitica de Heyliger [92] para tensoes transversais o, 74, [Pa] e deslocamento
elétrico D, [C/m?], para carga e potencial prescritos na superficie superior da placa.

N,
F" = | N g(z,y,t) dedy + / NemT ¢ M, » dl. (21.92)
Qe QNI Q.

Nota-se que a formulacao pode facilmente ser adaptada para carregamentos de origem térmica,
bastando para isso adicionar o termo de forcas térmicas F¢7 mostrado em (18.45), e realizar o
pés-processamento adequado para separar as parcelas de deformacao e tensdo de origem térmica e
mecénica. Em (21.91), ®¢ incorpora todos os valores nodais de potencial no elemento em todas as
interfaces interlaminares:

P = (B, B, -, B, , B}, onde (21.93)

no?
el
e _ 0 1 2 k N
D = {gbno’ Pros Pros *** Pros * ¢no} :
®¢ € o conjunto de potenciais em cada interface interlaminar do né no do elemento. As dimensoes
das matrizes sao as seguintes:

Me o KS o U™ e F™ — ordem bnne,

mm? mm?
K, @, Fy — ordem nne(N + 1), (21.94)
K. — ordem 5nne x nne(N + 1).

Uma vez que removemos do funcional a aplicacao de deslocamento elétrico, i.e., tomamos w = 0,
o vetor forca Fy = 0. Sem duvida, esse termo pode ser facilmente incorporado & formulagao disc-
reta. No problema dinamico semidiscretizados, os valores nodais U™ e ®* sio funcdes do tempo. O
problema (21.91) deve ser resolvido junto a condigoes iniciais de deslocamento e velocidade iniciais
prescritas. Adicionalmente, as condig¢oes de contorno mecénicas essenciais devem ser impostas em
U™. Procedimentos de solugao aproximada do problema (21.91) podem ser vistos em detalhes em
Mendonga/Fancello, 2019 [136]. Normalmente, excitagoes elétricas sdo impostas prescrevendo valores
de potencial elétrico em algumas interfaces de laminas piezoelétricas.
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150 :
A |—e—-at Xy (x50) - Cargaaplicada
100 oo Ty (x100) - Potencial aplicado |
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150 ] \]
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Figura 21.6: Solugao analitica de Heyliger [92] para tensao 7,,, em Pa, para carga e potencial
prescritos na superficie superior da placa.

21.6 Resultados numeéricos

21.6.1 Solugao analitica

O trabalho de Tiersten [191], de 1969, incorpora muito do desenvolvimento tedrico para o compor-
tamento estdtico e dindmico de uma placa monoldmina piezoelétrica. Nos anos seguintes diversos
trabalhos se dedicaram a obter resultados exatos para formulagbes simplificagdes obtidas por hipéte-
ses ou modelos cinemdticos. Por exemplo, Lee et al, [120][121] adaptaram o modelo de Kirchhoff para
placas piezoelétricas. Possivelmente a primeira tentativa de solugao de um laminado hibrido tenha
sido feita por Ray et al [162] em 1993, considerando um laminado de duas laminas, uma eldstica inerte
e uma piezoelétrica. Essa solugao incluiu uma hipdtese sobre o coeficiente piezoelétrico: esg = 0. Uma
solucao completa, 3D, para laminados ortotrépicos com sequéncia de camadas (inertes e piezoelétricas)
arbitrarias, parece ter sido desenvolvida pela primeira vez por Heyliger e coautores: em [94] apresentou
a solucao exata para flexao cilindrica, e em [92][93] obtiveram resultados exatos para a resposta de um
laminado retangular ortotrépico hibrido, simplesmente apoiado, submetido tanto a carga distribuida
transversal numa das faces, quanto a um potencial eletrostético prescrito em uma das faces. A solugao
é obtida de forma similar aquela de Pagano [148] para o comportamento mecanico, que detalhamos
na secao 15.3, pagina 394.

Os resultados exatos de [92] foram obtidos a partir das equagoes diferenciais (21.20), e sao plotados
a seguir, considerando uma placa hibrida quadrada, simplesmente apoiada, com espessura total H =
1,0 m, com ntcleo inerte constituido por duas laminas estruturais eldsticas, de espessura h = 0,4
m cada, e com duas camadas piezoelétricas coladas uma em cada face, com espessuras de 0,1 m cada.
O laminado é cruzado [0°/90°/0°/90°]. As propriedades das laminas inertes sao:

E1 = 132,38 GP&, E2 = Eg = 10, 756 GPa, G12 = G31 = 5, 654 GPa,
G23 = 3, 606 GPa, Vi = V13 = 0, 24, Vo3 = 0, 49, (21.95)
k11 /ko = 3,5, koo /ko = k33 /ko = 3, ko =8,85-10712 F/m,

e as propriedades das laminas piezoelétricas sao as do PZT-4:

E1 = EQ = 81,3 GPa, E3 = 64, 5 GPa, kll/ko = kQQ/ko = 1.475, €31 — €32 = —5, 25 C/m2,
G23 = G31 = 25, 6 GPa, Vig = 0, 329, k‘33/]{30 = 1.300, €33 = 15, 8 C/m2,

G12 = 30,6 GPa, V93 = V13 = 0,432, €24 = €15 = 12, 72 C/m2

(21.96)

Foram considerados dois casos de carregamento: (1) carga distribuida transversal senoidal como



534 Materiais Compostos e Estruturas-sanduiche — Projeto e Andlise

em (15.71), aplicada na superficie superior da placa, com harménicos m = n = 1, com m&aximo
¢11 = ¢ = 1,0 Pa; (2) potencial também variando senoidalmente, com maximo ¢ = 1,0 V aplicado
na lamina piezoelétrica superior, mantendo a lamina inferior aterrada, com potencial nulo. Para o
caso de carga aplicada, o potencial é feito nulo em ambas as faces do laminado, e para o caso de
potencial aplicado, os vetores tensao sao nulos nessas faces. Os resultados sdo mostrados nos gréificos
das Figuras 21.4-21.6 ao longo da espessura do laminado. O deslocamento coplanar u apresentado é no
meio da borda, e os valores estdo multiplicados por 10!2. Nota-se que a variacdo para carga aplicada
é vagamente linear, porém a resposta ao potencial imposto é bastante irregular, principalmente na
lamina piezoelétrica superior, onde o potencial é aplicado. Esse comportamento sugere que modelos
cinemdticos de primeira ordem nao sao adequados & modelagem de laminados hibridos tao espessos.
Esta inadequacao é ainda mais acentuada que no caso de laminados eletricamente inerte de mesma
espessura. As Figuras 21.7 e 21.8 mostram, junto a resultados de EF, os valores exatos para a tensao
normal o, no centro do laminado. Ali o cardter irregular dessas tensoes pode também ser observado.
A componente normal transversal o, na Figuras 21.5, obtida para o caso de carregamento aplicado,
apresenta o comportamento quase linear simples, entre zero na superficie inferior e o valor ¢ = 1 Pa
na superficie superior, mesmo sob a influéncia do potencial induzido pelas deformagoes. Quando a
excitacao na placa é o potencial, a variacao é bastante suave, quase parabdlica, entre as duas faces.

8 | | | |
_ Cargaaplicadag=1,0Pa i
Mindlin-Zig-zag
4 — Heyliger

£
4 .
—/

-04 -02 O 02 04
ZIH

Figura 21.7: Variacdo da tensdo o, no centro da placa hibrida espessa, a/H = 4, para carga
transversal aplicada.

21.7 Resultados de EF para os modelos Mindlin-camada discreta

Consideramos alguns resultados obtidos pelo modelo descrito na se¢ao anterior, em que o comporta-
mento mecanico do laminado hibrido é descrito pelo modelo de Reissner-Mindlin, e o potencial elétrico
segue o modelo de camada discreta, variando de forma linear ao longo de cada camada. Os valores
numéricos sao tomados de Sheikh et al. [181], que usa a mesma combinagao de modelos descrita na
segdo anterior e sao comparados com os resultados exatos de Heyliger [92].

O modelo de teste consiste em uma placa hibrida quadrada, simplesmente apoiada, com espessura
total H = 1,0 m, com nticleo inerte constituido por duas laminas estruturais eldsticas, de espessura
h = 0,4 m cada, e com duas camadas piezoelétricas coladas uma em cada face, com espessuras de 0,1
m cada. O laminado é cruzado [0°/90°/0°/90°]. As propriedades sdo as mesmas usadas na solugao
analitica de Heyliger, egs. (21.95)-(21.96), para os mesmos dois casos de carregamento. No modelo
de EF, os valores de potencial sao impostos como condigoes de contorno essenciais nos valores nodais.
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Sheikh et al. [181] testaram a formulacao de EF em uma formulagao de elemento quadrangular com
fungoes Lagrageanas quadriticas de 9 nés em todos os campos de deslocamentos generalizados e de
potencial nas interfaces. Cada lamina do micleo foi dividida em quatro sublaminas e as piezoelétricas
em duas. As condigbes de contorno essenciais foram impostas usando fatores de penalidade (de valor

nao informado) na matriz de rigidez. A malha utilizada foi regular, de 4 x 4 elementos em um quarto
de placa.

3 I I I 1 : ‘ ‘ :
| Potencial aplicado 1,0 V _|| Potencia aplicado V=10V
Mindlin-Zig-Zag 08 — Mindlin-Zig-zag
2 Heyliger O T[] e——+  — Heyliger
— ¥
g - % 06 /|
zg 1 o — /
- g 04 /
L — - /
0 I~ \ 0,2 y.
-1 | | | T -0 I I I I

-04 -02 O 02 04 -04 02 O 02 04
@ ZH (b) alH

Figura 21.8: Variagdo da tensao o, e do potencial ¢ no centro da placa hibrida espessa, a/H = 4,
para potencial aplicado.

As Figuras 21.7 e 21.8 mostram comparacoes do modelo de EF com a solucao exata de Heyliger.
Estes gréaficos mostram a variagao da tensao o, no centro da placa, para o caso de placa espessa, com
a/H = 4, para ambos os casos de solicitagao: carga transversal distribuida e potencial aplicados. Nota-
se na Figura 21.8a que os resultados de tensao obtidos pelo MEF para potencial aplicado sao bastante
ruins. A Figura 21.8b mostra a os valores prescritos de potencial nas laminas externas, e os valores
obtidos no niucleo inerte. Os resultados ruins para tensdo nao sao surpreendentes, considerando-se a
grande espessura da placa.

200 1
100 — 08 ——
0 _ g aH=20 \
> Carga aplicada (x5)
— o ! Potencial aplicado
g 06
@ -100 5 L /
o —+<] 3 04
= -200 alH=20 & — / / \
n ——  Cargaaplicada 0,2
-300 Potencial aplicado
m (x 5000) ]
-400 T T T T T 0 T T | T
-04 02 O 02 04 -04 02 O 02 04
@ ZIH (b) zZIH

Figura 21.9: Variacao da tensao o, e do potencial no centro da placa hibrida moderadamente espessa,
a/H = 20, para carga distribuida e potencial aplicados.

As Figuras 21.9 e 21.10 mostram resultados apenas do MEF, para placas mais delgadas, de aspectos
a/H = 20 e 100, respectivamente. Por exemplo, na Figura 21.9, as tensoes mostradas na curva da
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Figura 21.10: Variagao da tensdo o, e do potencial no centro da placa hibrida delgada, a/H = 100,
para carga distribuida e potencial aplicados.

figura (a) para potencial aplicado, é obtida pela curva de potencial aplicado mostrado na figura (b).
Reversamente, a curva de tensao mostrada em (a) para carga aplicada, gera a curva de potencial devido
a carga aplicada mostrada na figura (b). Nota-se em ambas as espessuras, em ambas as figuras (a),
que aplicando apenas carga distribuida, o perfil de tensoes se torna irregular, devido ao acoplamento
com o campo elétrico desenvolvido pela deformagao. Nos casos em que apenas o potencial é aplicado, a
distribuigao de tensdes se torna ainda mais irregular quando comparada aquela dos laminados inertes.
Observa-se de ambos os gréficos (a) que a tendéncia da variagdo da tens@o ao longo da espessura ¢é
fortemente modificado pela excitagao do potencial aplicado na lamina superior. Como esperado, a
influéncia é maior no laminado mais delgado.

21.8 Exercicios

1.

Deduza as equagoes de equilibrio (21.20) de um material piezoelétrico em termos das varidveis
primais.

Com o auxilio de um manipulador simbdlico de equagoes, deduza as expressoes das submatrizes
em CF% em (21.24), para a relacdo constitutiva 3D de um material ortotrépico, rotacionada em
torno do eixo principal 3.

Deduza as relagoes das submatrizes de rigidez de estado plano de tensoes, nas diregoes principais,
dadas em (21.31), em termos das propriedades de flexibilidade originais 3D, dadas em (21.27).

Com o auxilio de um manipulador simbdlico de equagoes, deduza as expressoes das submatrizes

C., h, He F em (21.34), para rotacio da rigidez em estado plano de tensoes, em torno do eixo
3.

Obtenha (21.63) fazendo o detalhamento de todas as integrais em V,, como foi feito para Vg
em (21.62).

Faga o detalhamento para obter (21.68) pela sobreposicao das contribuiges das laminas, usando
a sequéncia de graus de liberdade nodais (21.69).

Faga o detalhamento para obter (21.73) a partir de (21.70).



